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Ozet

Bu calisma, fiber takviyeli ve piezoelektrik dzellige sahip bir kompozit malzemenin lineer elektro-termoelastik
analizi i¢in biinye denklemlerinin gelistirilmesini amaglamaktadir. Fiber takviyeli kompozit ortamin anizotropik
bir yapida oldugu varsayilmis ve piezoelektrik 6zelliginden dolay: sikisabilir oldugu kabul edilmistir. Bunun
yaninda fiber ailesinin uzamaz oldugu farzedilmistir. Ayrica kompozit malzeme fiber boyunca yon degisimine
duyarsiz kalacagindan, matematiksel olarak fiber vektériiniin B ——B  degisiminden etkilenmeyecegi icin fiber

vektoriiniin bilegenlerinin dig ¢arpimi olan simetrik bir tansér tanimlanmistir. Bu ¢aligmanin temelini elektro-
termomekanik denge denklemleri, fiber deformasyon geometrisi ve kinematigi ile ilgili denklemler
olugturmaktadir. Biinye aksiyomlarinin kullanilmasi sonucunda gerilme potansiyelinin Green deformasyon
tansorine, fiber-dagilim tansoriine, elektrik alani vektoriine ve mutlak sicakliga bagh oldugu, 1s1 vektorii
fonksiyonunun ise bu biiyiikliikler ile birlikte sicaklik alaninin gradyanina bagli oldugu goriilmiistiir. Kompozit
ortamin anizotropik yapida olmasindan dolayi, gerilme potansiyeli ve 1s1 vektorii fonksiyonlar1 yaklasik
teorilerden bulunmus, etkilesimlerin tiimii lineer kabul edilerek seri agilimi yapilmistir. Uzaysal koordinatlarda
elde edilen simetrik gerilmenin, polarizasyonun ve 1s1 akis1 vektoriiniin lineer biinye denklemlerinin ve denge
denklemlerinde yer alan ifadelerin denge denklemlerinde yerlerine yazilmasi sonucunda alan denklemleri
bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Denge denklemleri, Alan denklemleri, Fiber dagilim tansorii, Gerilme, Polarizasyon, Is1
akisi, Termoelastisite, Anizotropi, Piezoelektrik.

A MATHEMATICAL MODEL FOR ELECTRO-THERMOELASTIC
ANALYSIS OF FIBER REINFORCED PIEZOELECTRIC
COMPOSITES

Abstract

This study aims to develop constitutive equations for linear thermoelastic analysis of a composite material
having piezoelectric feature and reinforced by arbitrary a fiber family. Fiber-reinforced composite media are
assumed to be of anisotropic nature and are considered to be compressible due to their piezoelectric properties.
Besides, it is assumed that the fiber family is inextensible. In addition, since the composite material is insensitive
to the directional change along the fiber, it is mathematically unaffected by the change B ——B of fiber vector,

S0 a symmetric a symmetric tensor, which is the outer product of the components of the fiber vector, is defined.
The basis of this work is the equations of electro-thermomechanical equilibrium equations, fiber deformation
geometry and kinematics. The use of constitutive axioms has shown that the stress potential is dependent on the
Green deformation tensor, the fiber distribution tensor, the electric field vector and the absolute temperature, and
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the heat vector function is dependent on together with these magnitudes the gradient of the temperature field.
Because of the anisotropic nature of the composite media, the stress potential and heat vector functions are found
in approximate theories, and all of the interactions are considered as linear and series expansion is performed.
Field equations are found as a result of substituting the expressions in equilibrium equations and the linear
constitutive equations of symmetric stress, polarization and heat flux vector written in spatial coordinates.

Key Words: Balance equations, Field Equations, Tensor of fiber distribution, Stress, Polarization, Heat flux,
Thermoelasticity, Anisotropy, Piezoelectric.

1. Giris

Miihendislikte kullanilan malzemelerde, akma dayaniminin, elastikligin, kirilma toklugunun,
yogunlugun yiiksek olmasi ve yliksek sicakliklara dayanabilme gibi 6zellikler aranmaktadir.
Metaller, plastikler ve seramikler miihendislikte yaygin olarak kullanilan malzemelerin
basinda gelmektedir. Miihendislik agisindan bir malzemede aranan 6zelliklerin tiimiinti ayn1
malzemede bulabilmek zordur. Bu yiizden, yiiksek dayanim, ytiksek rijitlik, yiiksek yorulma
dayanimi, milkemmel asinma direnci, yliksek sicaklik kapasitesi, iyi korozyon direnci, iyi
termal ve 1s1 iletkenligi, diisiik agirlik, cekicilik ve estetik goriiniim gibi 6zelliklere sahip
kompozit malzemelerin miihendislikte yaygin kullanim alanlar1 bulunmaktadir. Siirekli ve
kesikli fiber takviyeli olarak ikiye ayrilan fiber takviyeli kompozit malzemelerde yuiku fiberler
tasimaktadir ve kompozit malzemenin dayanimi fiber ekseni dogrultusunda en biiyilik
degerdedir [1]. Fiber ve matris malzemesi makroskobik olarak izotrop ise malzeme, tek aileli
fiber dagilimi sonucunda yerel olarak enine izotrop duruma gelir. Bu da, malzeme icinde
fiberler dogrultusunda tercihli bir yoniin olugsmasi ve ortamin makroskobik diizeyde anizotrop
hale gelmesi demektir [2]. Fiber takviyeli kompozit malzemeler dogal ve yapay olarak
gruplandirilirsa, dogal kompozitler (kemik, kas, v.b.) tip alaninda daha ¢ok kullanilmakta,
yapay kompozitler ise teknolojinin her alaninda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir [3].

Son zamanlarda piezoelektrik kompozitler, akilli malzemeler ve yapilar konusunda biiytik ilgi
cekmektedir [4]. Piezoelektrik kompozitler, ultrasonik goriintiileme veya sensorler gibi akilli
malzemelerin uygulamalarinda yaygin bir sekilde kullanilmaktadir [5]. Piezoelektrik
kompozitlerin karakteristigi, bu malzemelerin uygulamasi ve iretimi i¢in ¢ok Snemlidir.
Piezoelektrik, magnetostriktiv ve thermoelektroelastik kompozitler gibi fonksiyonel kompozit
malzemeler, ultrasonik goriintiileme cihazlarinda, sensorlerde, aktiiatérlerde ve
doniistiiriiciilerde artan uygulamalari ile hizla gelismektedir. Bu tiir kompozitler, fonksiyonel
malzemelerin karakteristigini belirten piezoelektrik ve piezomagnetik gibi 6zelliklere sahiptir.

[6].

Metaller ve plastikler gibi miihendislik malzemelerinin elastik olma 06zelligi ©nem
arzetmektedir [7]. Elastik 6zellige sahip malzemeler, miihendislik malzemeleri olarak yaygin
bir sekilde kullanilmaktadir. Elastik bir malzeme sabit sicaklikta degilse, termoelastik
malzeme olarak adlandirilir. Termoelastik bir malzemenin dis yiiklemeye karsi tepkisi,
gerilme tansorii ve 1s1 akist vektorii olarak ortaya ¢ikmaktadir. Fiber takviyeli kompozit
malzemeler, endiistride sicakligin sabit olmadigi durumlarda da kullanilmaktadir [8,9].
Sicakligin sabit olmamasi durumunda ve dis yiiklemeler sonucunda cesitli malzemelerin
davranisi iizerine ¢alismalar yapilmistir [8, 10, 11, 12]. Harmonik yaklagimda kristal kafesin
dinamik teorisi ile elastisite ve piezoelektrikgin klasik lineer teorileri arasindaki alanda bazi
yeni gelismeler gozden gegirilmistir [13]. Tiersten [14] adli ¢aligmasinda, termoelektro-
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elastisitenin lineer olmayan denklemleri iizerine bir ¢alisma yapmistir. Nowacki [15] adli
calismasinda, termoelastisitenin dinamik problemlerinin ¢dziimiinii incelemistir.

Daha once yapilan c¢alismalarda da farkli o6zelliklere sahip malzemelerin dis yiikleme
sonucunda ortaya ¢ikan davranisi matematiksel olarak modellenmistir. [16] ¢alismasinda,
Hegzagonal simetriye sahip piezoelektrik 6zellik tasiyan viskoelastik bir malzemenin lineer
biinye denklemleri elde edilmistir. Tek fiber aileli bir kompozit malzemenin piezoelektik
0zellige ve manyetik duyarliliga sahip olmasi durumundaki viskoelastik davranisi farkl
caligsmalar olarak ortaya konulmustur [3, 17]. Ayrica Usal [18] adli ¢alismasinda, iki farkl
uzamaz fiber aileli, piezoelektrik ve viskoelastik Ozellik tasiyan sikismaz bir kompozit
malzemenin elektromekanik davranisini incelemistir. [19] calismasinda, uzamaz tek fiber
ailesi ile takviye edilmis siireksizlik ylizeyine sahip sikismaz bir kompozit ortamin,
viskoelastik davranigini ortaya koyan biinye denklemleri elde edilmistir. [20] ¢aligmasinda ise
iki farkli uzamaz fiber ailesi ile takviye edilmis, siireksizlik yiizeyi icermeyen ve viskoelastik
ozellige sahip sikismaz bir kompozit malzemenin lineer davranisi incelenmistir. Ad1 gegen bu
calismalarin [3, 16, 17, 18, 19, 20] hepsi sabit sicaklik durumunda ele alinmistir. [21]
calismasinda ise, ortamin sikisabilir ve fiberlerin uzamaz oldugu kabul edilen iki farkl: fiber
ailesi ile takviye edilmis kompozit bir malzemenin dis yiliklemeler karsisindaki termoelastik
lineer davranisi i¢in bilinye denklemleri elde edilmistir. Piezoelektrik Ozellik tasiyan ve
kompozit olamayan sikisabilir bir ortamin termoelastik lineer davranisi i¢in biinye
denklemlerinin formulasyonu ise [22] ¢alismasinda yapilmistir. Yine [9] ¢alismasinda ise,
ortamin sikismaz ve fiber ailesinin uzamaz kabul edildigi tek fiber ailesi ile takviye edilmis,
stireksizlik yiizeyine sahip kompozit bir malzemenin dis yiiklemeler karsisindaki lineer tepkisi
icin bilinye denklemleri, sicakligin sabit olmadig1 durum i¢in ortaya konulmustur. Belirtildigi
gibi [9, 21, 22] calismalarinda ise sicaklik sabit egildir ve sicaklik gradyani bagimsiz biinye
degiskeni olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Bu caligmada da, onceki caligmalarda 3,9, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22] oldugu gibi biinye
denklemlerinin formiilasyonu tizerine c¢alisilmistir. Simdiki ¢alismada ele alinan kompozit
malzemenin siireksizlik yilizeyine sahip oldugu, uzamaz tek fiber ailesi ile takviye edildigi,
ortamin sikisabilir oldugu, piezoelektrik 6zellik tasidigi ve sicaklik gradyanina bagl oldugu
kabul edilmistir. Malzemenin sahip oldugu her farkli 6zellik bagimsiz biinye degiskeni olarak
ortaya c¢iktig1 ic¢in, biinye denklemlerinde farkli etkilesimlerin ortaya cikmasina sebep
olmaktadir. Kompozit malzemelerde mikroskopik derecede kii¢iik olan i¢ kusurlara rastlanir.
Bu kusurlar kristalin olarak ifade edilen kiigiik kristallerin arasindaki baglayici yabanci
maddede gériilen, bosluk, aralik gibi gevsek noktalardir. i¢ biinyedeki bu kilcal siireksizlikler
kompozitin mukavemetine ¢ok tesir etmektedir [23]. Bu c¢alismada ele alinan kompozit
malzemenin bir siireksizlik yiizeyine ve giiglii bir anizotropiye sahip oldugu varsayilip biinye
denklemlerinin formiilasyonu yapilmistir. Ayrica kompozit malzeme fiber boyunca yon
degisimine duyarsiz kalacagindan matematiksel olarak B-—>-B  degisiminden

etkilenmeyecegini diislinerek fiber vektoriiniin bilesenlerinin dis ¢arpimi olan simetrik bir
tansOr tanimlanmustir.

2. Fiber Kinematigi ve Balans Denklemleri

Fiber ailesi, deformasyondan o6nce surekli bir B (X) vektor alani ile deformasyondan sonra
ise yine surekli bir b(x) vektor alam ile gosterilmektedir. Deformasyon sirasinda Fiber
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ailesinin ortamla birlikte hareket ettigi varsayilip, deformasyona maruz kalmadan onceki ve
sonraki diferansiyel fiber uzunlugu ise dL ve dl ile ifade edilmektedir. Fiber germesi ise A,

ile temsil edilmektedir [24].

dl

bk:lb_lxk,KBK' ﬂb:(ﬁ]v ﬂé:CKLBKBL (1)
B

Ote yandan, matris malzemesinin fiber boyunca yon degisimine duyarsiz kalacag
diisliniildiiglinden, fiber vektoriiniin dis ¢arpimi olan simetrik bir tansor (Y,, =Y, ), asagidaki
gibi tanimlanip bu ¢alismada bagimsiz biinye degiskeni olarak kullanilacaktir [2, 25, 26].

Y(X) =Y (X) I 1 =B(X)B(X)=B(B_ I I ve Y, =Yy (2)

Diger ¢aligsmalarda oldugu gibi yerel elektrostatik-termomekanik balans denklemleri (Gauss
ve Faraday yasalari, kiitlenin, lineer momentumun, agisal momentumun, enerjinin korunum
denklemleri ve entropi esitsizligi) 6zet olarak verilmistir. Ayrica, kompozit ortamin S(t)

yiizeyi ile sinirlandirilmis V (t) hacmine sahip oldugu ve ortamda u hizi ile hareket eden bir
o (t) stireksizlik ylizeyinin bulundugu kabul edilmistir [27, 28].

Gauss Yasasi

1-D=0 V() icinde (3)
[D]ln=0 o(t) izerinde (4)
Faraday yasasi

[IxE=0 = E=-[¢V(t)iginde (5)
nx[[E[]=0 o (t) tzerinde (6)

Polarize olabilen bir malzemede elektrik aki ve elektrik alan yogunlugu arasinda asagidaki
gibi bir bagint1 mevcuttur.

D=¢,E + PveyaD, =¢, E, + P, (7)

Burada, D elektrik yer degistirme vektorii, N siireksizlik yiizeyinin disg birim normali, E
elektrik alan vektori, ¢ elektrostatik potansiyel, €, boslugun elektriksel permitivitesi, P

polarizasyon alan vektorii, [[D]J=D* —D" siireksizlik yiizeyi iizerinde D nin sigrama degerini
gostermektedir [27,28].

Kutlenin Korunumu

pP+pV, =0 V(t) icinde (8)
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|U p||=0 o (t) tzerinde (9)

p(x,t)= 30 253?) (Maddesel gésterimde) (10)

Lineer Momentumun Dengesi

pV =t +pf +FS V() icinde (12)
H nt, +pv, U H =0  o(t) tzerinde (12)

Ac¢isal Momentumun Dengesi

Eyrp trp +Cc =0 V (t) icinde (13)
Ep X H nt,+puUv, H =0 o(t) Uzerinde (14)
Enerji Denkligi

pE=tyV, —0 +ph+ph®+CSw, V(t) icinde (15)
pU g+%| v [ |+, Htm Vv, =G, H:O o(t) Uzerinde (16)

Termodinamigin Ikinci Kanunu (Clausius-Duhem Esitsizligi)

pﬁ—ph+lD~q—i2q~D9 =py>0 V(i) iginde a7
0 0 o
n-q .
pU| 7 | —H > <0 o(t)izerinde (18)

Burada U , siireksizlik yiizeyinin siirekli ortama gore bagil yer degistirme hiz1 olup asagidaki
gibi tanimlanir.

U=u,-v,=(u-v)-n (19)

Ayrica v siirekli ortamdaki hiz alani, u siireksizlik yiizeyinin hizi, v ivme, t, gerilme
tansord, f, birim kiitle basina mekanik hacimsal kuvvet, F,° birim hacim bagina elektrostatik
govde kuvveti, C; birim hacim bagina elektrostatik kuvvet Gifti, & birim kiitle basina ig-

enerji yogunlugu, v, hiz gradyani tansorii,q, 1s1 akist vektdrii, h birim kiitle basma 1s1
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kaynagi, h® elektrostatik enerji kaynagi, w, acgisal hiz, n birim kiitle basina entropi
yogunlugu, € (X,t) bir t aninda X maddesel noktasinin mutlak sicakligi, py birim kiitle
bagina entropi liretimi, ¢, permitasyon tansori olarak ifade edilmektedir.

Denge denklemlerinde yer alan FF, C° ve ph® terimleri asagidaki gibi ifade edilmektedir
[27,28].

FE=P-OE O FF=PE, (20)
Cf=PxE [ CkE =Exp Pr Ep (21)
phEEE-E’+tE®d O phE:Ek P*k_’_tkEldkl (22)

(22) denklemindeki (*) isareti asagidaki gibi tanimlanmustir ve P teriminin tizerindeki nokta,
maddesel tiirev anlamina gelmektedir.

P=P-PV +Pv,, (23)

Asimetrik bir tansor olan t® polarizasyon gerilme tansorli olarak adlandirilip asagidaki gibi
tanimlanir.

t*"=P®E [ tS=PE (24)
(21) ifadesi (13) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.
En(t,+PE)=0 = &, (t,+t5)=0 (25)

&, Permtasyon tansord, antisimetrik bir tansor oldugundan (25) denklemindeki parantez

icindeki ifadenin simetrik olmasi gerekir. Bu denklemdeki parantez igindeki ifade simetrik
gerilme tansoru olarak adlandirilip asagidaki gibi tanimlanabilir.

f,=t,+PE, =f, (26)

rp

(26) ifadesinden t, asimetrik gerilme tansorii asagidaki gibi yazilabilir.

t,=t, — P E, @)

(27) denkleminin diverjans1 asagidaki gibi alinir.

trp,rEt_rp,r_( Pr,rEp+PrEP'f) (28)
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(11) denkleminde (20) ve (28) ifadeleri yerlerine yazilirsa, Lineer momentumun yerel
korunumu denklemi asagidaki gibi ortaya konulur.

pr :pfp"'frp:f_Pr,rEp (29)
V, . hiz gradyam tansorti asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
Vik = di + W

(30)

(30) denkleminde birinci terim bir maddesel noktanin maruz kaldig1 deformasyon hizlarini,
ikincisi de rijid donme hizlarin1 temsil etmektedir. Deformasyon hizlari, ikinci dereceden
simetrik bir tansor iken, rijid donme hizlar ise ikinci dereceden antisimetrik bir tansordiir.
Deformasyon hizlari tansoriinii d,, asagidaki gibi tanimlanur.

dk,z%(vkﬁv,,k):d,k (31)
Rijid donme hizlar1 tansorii de asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

w,, = %(Vm =V ) =W, (32)
(31), (23) ve (24) ifadeleri (22) denkleminde yerlerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.
ph® =E-P+E PV, —E PV, +%Pk E, (Vi1 +V, ) (33)

Birim kiitle basina polarizasyon vektorii agagidaki gibi tanimlanir.

II= E (34)
Polarizasyonun maddesel tiirevi (34) ifadesinden asagidaki gibi alinir.
P=pM=p+pl (35)

(35) ifadesi (33) denkleminde yerine yazilip, (8) denklemi dikkate alinarak uygun indis
degisimi ve sadelestirmeler yapilirsa ph® terimi asagidaki gibi elde edilir.

. 1 1
ph®=p E-TI-PE, Vl,k+E PE Vk,I+EPk SAU (36)
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Agisal hiz w, asagidaki gibi ifade edilir.
1
W= E Vxv (37)

(21) ve (37) ifadelerinden, (15) denkleminin son terimi asagidaki gibi elde edilir.

CF-w=C-tw,_ :%Pk EIVI,k_%Pk E Vi, (38)

(36) ve (38) ifadeleri toplanip gerekli sadelestirmeler yapilirsa agagidaki ifade elde edilir.
phf +CEw,_= pE-II (39)
(39), (30) ve (27) ifadeleri (15) denkleminde yerlerine yazilirsa asagidaki ifade elde edilir.
pé=(ta—PE)(d,+W,)~ g+ ph+ pE-TI (40)

Simetrik bir tansorle antisimetrik bir tansoériin dis ¢arpimui sifir oldugundan (40) ifadesinden,
enerjinin korunumu denkleminin yerel formu asagidaki gibi yazilabilir.

péztk|dk|—qk'k+ph+pE-l;[ (41)

3. Termodinamik Kisitlar ve Biinye Denklemlerinin Modellenmesi

Enerji denklemi (41) ile Entropi esitsizligi (17) ifadeleri birlestirildiginde asagidaki esitsizlik
elde edilir.

e ey 1
pyE%(s—Hn—E-HHEtHV.,k —7 %020 (42)

Bu esitsizlikte ortaya ¢ikan, entropi yogunlugunun, i¢-enerjinin, polarizasyon yogunlugunun
ve deformasyonun zamanla, sicakligin da uzaysal koordinatlara gore degisimi termodinamik
prosesi temsil etmektedir. Bir termodinamik proseste i¢—enerji, entropi ve polarizasyon
degisiminin kontrolii miimkiin olamayacagindan dolay1 asagidaki gibi tanimlanan bir
Legendre transformasyonu kullanilabilir.

w=ec-0n-p E, P (43)

Bu durumda (42) esitsizligi asagidaki gibi elde edilir.
S - 1 :
—py+0n)+t,d, —RE Vl,k_qug,k_Pk E,> 0 (44)

(44) esitsizligi maddesel formda asagidaki gibi yazilir.
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. 1o . 1 .
—(Z+p0776’)+ETKLCKL _EQ’KQK -1 E, 20 (45)

Burada gegen biiyiikliiklerle ilgili terimler asagida verilir.

S=p, ¥ (46)
. 1.

Cu =2dy X, X = dy :ECKLXK,kXL,I (47)
-ITKL EJXK,kXL,Ika =1, = J_lxk,KXI,L-ITKL (48)
Qx = ‘]XK,qu:qk:‘Jile,KQK (49)
M, =22 X, P =P, =37 I, (50)

Yo,

Ex EXk,KEkjEk:XK,kEK (51)
Gy =0k =X kb= 09=0,=X( 0 (52)

(45) ifadesiyle verilen esitsizlik, quazi-clektrostatik bir alan ile etkilesen ve izoterm olmayan
bir sicaklikta bulunan termomekanik ortamlar i¢in entropi liretiminin genel bir ifadesi olarak
tanimlanmaktadir. Bu esitsizlik, gerilme potansiyeli X’nin bagli oldugu bagimsiz biinye
degiskenlerinin ortaya konulmasi ile kullanilabilir. Bu calismada ele alinan malzeme i¢in
>’nin bagh oldugu bagimsiz biinye degiskenleri bilinye aksiyomlarmin kullanilmas ile
belirlenebilir. Kozalite, determinizm, objektivite, yakin civarsallilk ve tutarhilik
aksiyomlarinin kullanilmasiyla [29, 30], fiber takviyeli ve piezoelektrik Ozellige sahip,
sicaklik gradyanina bagli bir kompozit malzeme i¢in £’nin bagh oldugu bagimsiz biinye
degiskenleri asagidaki gibi elde edilir.

(X 1) =Z[Cp (X 11), Y (X )Gy (X 1), B (X,1),0( X ,1), X, ] (53)

Kompozit ortamin homojen oldugu kabul edildiginden (53) ifadesiyle verilen X ’nin bagh
oldugu bagimsiz biinye degiskenlerinden X, kaldirilir. (53) denkleminin maddesel tiirevi
asagidaki gibi alinabilir.

2=a—2CKL+§—ZG+az EK+8—29 (54)
oC,. 26, 0B, “ a0

(54) ifadesi (45) esitliginde yerine yazilirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

0X | x 10X, , 0X »
—)C — +——)0—G, —(ITy +—
aCKL) k —Po (M 2 86’) 0G, X (ITy 0E,

oX, . 1

%('FKL_Z ) B+ GcQe 0 (55)

(55) esitsizligindeki argiimanlar1 €’y1 6 seklinde, C,, ’yi CKL seklinde, E, ’yi E, seklinde
ve G, ’y1 GK seklinde keyfi olarak degistirebilecegimizden (55) esitsizliginin saglanabilmesi
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bl 2

icin 0’ nin, C,,’ nin, E, ve G,
olamaz ¢iinkli G, , X’ nin bagimsiz biinye degiskenleri arasinda yer aldigindan G, keyfi

nin katsayilari sifir olacaktir. G, * nin katsayist sifir

olarak degistirilemez. (55) esitsizliginde C,, , 0 ve GK terimlerinin katsayilart sifira
esitlenirse asagidaki denklemlere ulasilir.

T =202 (56)
KL

g 102 67)
Py 00
o%

— 58

<= oE, (58)

° ) (59)

oG,

(59) esitligiyle verilen denklemden X’nin G, ya bagli olmadif1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu

durumda X ’nin bagli oldugu bagimsiz biinye degiskenleri, bu ¢alismada ele alinan malzeme
i¢in asagidaki gibi ortaya konulur.

% =3%(Cy. .Yy Ex.60) (60)

(56) denklemi simetrik gerilmenin binye denklemidir. (56)-(59) denklemlerin kullanilmasiyla
(55) esitsizligi asagidaki hale indirgenir.

%GK Q=0 (61)

(61) esitsizligi 1s1 akist vektoril i¢in entropi esitsizligini vermekte olup 1s1 akist vektoriiniin
bagl oldugu bagimsiz biinye degiskenleri ise asagidaki gibi verilir.

Qq = Qu (Cy » Y Ex 1 G, 0) (62)
(61) esitsizligi ile (62) ifadesi gbz Oniline alindiginda asagidaki ifadeye ulasilir.

Gy Q (Cy+Yi Ex1 Gk ,0) 20 (63)
(63) esitsizliginde G, =0 ise Q, =0 oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir.

Qx (Cy Y Ex,0,0)=0 (64)
(43), (46) ve (57) ifadelerini kullanarak, i¢ enerji yogunlugu ( & ) asagidaki gibi bulunur.

1 ox _
g:—(Z—ﬁe)—plEk R (65)

Lo
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Bu calismada, (27) denklemiyle ifade edilen gerilme tansorii asimetrik bir yapidadir. (27)
denkleminden asimetrik gerilmenin bulunmasi i¢in, simetrik gerilmenin ve polarizasyon
alaninin bilinmesinin gerekli oldugu goriilmektedir. Simetrik gerilmenin biinye denklemi (56)
ifadesiyle, polarizasyon alaninin biinye denklemi ise (58) ifadesiyle ortaya konulmustur. Bu
denklemlerden simetrik gerilme ile polarizasyon alani X ’dan tiiretildigi goriilmektedir. Is1
akis1 vektorii ise herhangi bir potansiyelden tiiretilmeyip, bagimsiz bilinye degiskenleri belli
olan vektorel bir form seklinde ortaya ¢iktigi (62) denkleminden goriilmektedir. Buna gore bu
caligmada ele alinan kompozit malzemenin elektro-termomekanik yiikleme sonucunda ortaya
¢ikan biinye denklemlerinin elde edilmesi i¢in, bagimsiz biinye degiskenleri belli olan biinye
fonksiyonellerinin (£ ve Q. ) acik bir sekilde belirlenmesi gerekmektedir. Biinye

fonksiyonellerinin (X ve Q, ) belirlenmesine ge¢meden 6nce, biinye aksiyomlarindan 6nemli
bir aksiyom olan maddesel simetri aksiyomun ortaya koydugu kisitlamanin goéz Oniine
alinmasi gerekmektedir. Bu aksiyoma gore bunye fonksiyonellerinin (X ve Q) asagida
verilen koordinat doniisiimiinde form-invaryant olarak kalmasi gerekmektedir.

X =S X, X, =S/ X, §+=8" (66)

Burada; S z[SKL] maddesel koordinatlarin ortogonal doniisiimiinii temsil eden ve ortamin

simetri grubuna ait keyfi bir matris olarak ifade edilmektedir. Bu durumda binye
fonksiyonellerinin (£ ve Q, ) asagidaki gibi yazilabilir.

~

z(sCs’.8YSs'
Cs'sys',

o,
1%
Im
5
N
I
M
—~

.Y, E,0) (67)
(

Q( C.Y.E.G,9) (68)

IIU)

Ote yandan fiber ailesinin uzamazlig1 bircok miihendislik malzemesinin yapisina uydugundan
fiber ailesi uzamaz kabul edilmistir. Bu durumda fiber germesi i¢in asagida verilen sartin
saglanmasi gerekmektedir.

A2=C, B, B, =1 (69)

Bu ¢aligmada ele alinan kompozit malzemenin anizotropik yapida oldugu kabul edildiginden
dolayi, biinye fonksiyonelleri (£ ve Q, ) bagl olduklar1 bagimsiz biinye degiskenlerine gore
kuvvet serisine agilmis ve lineer biinye denklemleri bulunmustur. Ortamin referans konumu,
bir T, tiniform sicakliginda, gerilmesiz ve polarize olmayan dogal durum olarak se¢ilmistir.
Bu referans konumundan itibaren kiigiik yer ve sekil-degistirmeler, kiiciik elektriksel
etkilesimler ve de kiiclik sicak degisimleriyle ayrildigi varsayilmistir. Kiiclik sicaklik
degisiminden kastedilen durum, 6=T,+T, T,>0, |T | << T, seklindedir [30]. Kuvvet serisi
aciliminda, kompozit ortamin lineerlik durumuna gore terimlerin tiirii ve sayist dikkate

almmistir. Ortaya konulan lineer bilinye denklemleri, denge denklemlerinde yerlerine
yazilarak alan denklemleri elde edilmistir.
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4. Bulgular
4.1. Gerilme Potansiyelinden Turetilen Binye Denklemlerinin Elde Edilmesi

Deformasyon tansorleri arasinda (C,, ile E, ), C, =0, + 2E, seklinde bir baginti
mevcuttur. Burada C,, ; Green deformasyon tansori ve E,, ; maddesel genleme tansori
olarak adlandirilmaktadir. Lineer teori kapsaminda E,, (maddesel genleme tansori),

Eq = EKL z% (Ug . +U_ ) seklinde ifade edilmektedir. Bu durumda (60) ifadesiyle verilen

Y ’nin bagimsiz bilinye degiskenleri asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Z:Z(EKL’EQ’YSN’G) (70)

¥ ’nin argiimanlarina (EKL, Eq, Yoy ) gore analitik oldugunu kabul edilip EKL =0, E, =0 ve

Yo =0 civarinda bir kuvvet (Taylor) serisine agilimi yapilarak asagidaki ifade ortaya
konulur.

~ ~ 1 S|
Z(EKL’ EQ’YSN 1‘9): Z:o +2KLEKL +ﬂQEQ + J/SNYSN + E ZiowunEx Emy + EﬂQN EQEN +
1 1 ~ 1 ~ 1
+§7SNMLYSNYML + EJ‘KLQEKL EQ + EQKLSNEKLYSN + EGZQSN EQYSN +e (71)

Bu seri agiliminda, bagimsiz biinye degiskenleri ile birlikte yazilan katsayilar i¢in asagidaki
tanimlamalar kullanilir.

oz o2 0% 0°L
2, =2(0,0), Ty = — v Be= | Y= | Zkm =S aE
OE,, |, OEq |, Mgy |, OE, 0E |,
5 = 0°% _ 0 P o’y _
N T BB, | T Y Yy |, 0 T 2B, 0Ey| N T OB Ve,
o’
Sosn OE 10V, O (72)

E, Ve Y, tansorlerinin simetrisi ve yukaridaki tanimlamalarda tiirevlerin siraya bagl

olmamasi, s0z konusu katsayilarin asagidaki gibi ifade edilen simetri sartlarini tagimasina
sebep olmaktadir.

ZKL :ZLK’ ZKLMN :ZLKMN: ZKLNM = ZMNKL’ Vsn = Vns s ﬂQN :IBNQ' é:QSszQNs’
YsamL = Vs = Ysnm = Yusn Ak Lo = ALKQ’QKLSN = Qv = Qns = Qs (73)

Lineer teori kapsaminda asagida verilen ifadeler yazilabilir [30].
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Ak Ak = O A A = O s ¥k =Aa T AUk Xk =Aa =AUy
Ui = A ALl X k%L = A A X kX1 = A A
~ ~ 1

Xpp Xrr BEx =4 A A By Eq =B =Axk A8y ) A A (Uyy +U;,)
~ 1 : = .1 . .
€ ST, (U + Uy ) Eq = Eg =4« A =5 A A (U g+, )

oey . 1 . . . _0O¢ -
dy ;a_tk':ekl =5 Uy +0y, ), ExS0 =1y, P =py (1-u)
Xp.p Xe & BeBL = Xp pX o X kXL B O Ay = Ao A Ay A4 Yy o A =1 iGN (74)

tor Ve p, uzaysal koordinatlarda asagidaki gibi ifade edilir.

tor = A, Y,, + (1—uk,k)aa—z (75)

€
o
=—@l-u,)— 76
P =) S (76)
(75) ifadesindeki A,, Lagrange ¢arpani olarak adlandirilmaktadir. Bu Lagrange ¢arpani alan

denklemleri ve sinir sartlar1 ile bulunabilir.

¥ ’nin bagimsiz biinye degiskenleri, lineer teori kapsaminda uzaysal koordinatlarda asagidaki
gibi yazilabilir.

> =%(ey, Yy Epr 0,X) (77)

Bu fonksiyonun e, ,Y,, tansorleri veE, vektorlerine gore analitik oldugunu kabul edilip,

€,=0, E, =0 ve Z =0 civarinda bir kuvvet (Taylor) serisine acilimi yapilarak asagidaki

ifade yazilabilir.
Z“(ekl ! Eq ’st’e) = Z:0(91 X) + z“kl (6’ X) ekI +ﬂq (91 X) Eq + 7sn (6’ X)st +%2klmn (9! X) ekI emn +
L X)E E L X)Y_ Y L X E
+Eﬂqn(0! ) q n+§}/snml(91 ) sn 'ml +Eﬂ’qu(9! )ekl q+
+%lesn(eix)ekl st+%(§qsn(eix)Equn+'” (78)

Bu  denklemde ortaya ¢ikan ve  uzaysal koordinatlarda  ifade  edilen
T By Vanr Zamn Bans Yt Ay Cusn V& o Malzeme tansorleri, maddesel koordinatlarda
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ifade edilen malzeme tansorleri gibi (73) ifadeleriyle verilen simetri sartlarina sahiptir ve
asagidaki sekilde tanimlanir.

Dy = Ak W Zs By=APor Yo =As AT Ziamn = Ak A Anv Aon Ziow s
By = Aao A Bon Vsom = Ass Aan Ao AL Vs Ag = A AL Aqq Ao
lesn = j'kK ﬂ“IL j’sS j“nN QKLSN ! gqsn = ﬂ’qQﬂ’sS /lnN éZQSN (79)

Lineer teori kapsaminda (78) ifadesi ile verilen seri agilimin, sonsuz kii¢iik uzaysal genleme
tansorl (€, ), elektrik alani vektori (E, ) ile sicaklik (T ') bakimindan en fazla kuadratik bir

formda olmasi gerektiginden bu ifadede &’ ya bagh olan katsayilar asagidaki sekilde
verilmektedir.

20(0,X0=2 (T, +T,X)= 2, (00 (T, X)= 25 007 (T XOT =y (X) - C (T, X)T? ..

0

2,400, X)=0,(Ty, X)—7,4 (T, X)T +...

B, (0, X) =0, (T,, X) =3, (T;, X)T +...

Ve (0, X) =8 (Ty, X) = x4, (T, X)T +...

B (0, X) = @, (Ty, X) =T, (To, X)T +...

Zgmn (0, X) =Zyn (T o+ T, X)=Zy, (Ty 4 X)

Ysomi (€, X)=Vgom (To + T, X )= ygm (To , X)

Aqu(e,x):ﬂqu (T +T, X):ﬂ’qu(TO’X)

Quen (0, X) = Quy (Ty + T, X)=Qp, (T, X)

Soon (0, X) =Lin (T + T, X) =8 (Ty » X) (80)

Bu ifadeler i¢in asagidaki tanimlamalar kullanilmustir.

0 T,X 0? T,X 1
SlLA g rx), SRR o Do, x),
T T=T, ot T=T, TO
0z, (T,X
oy (To, X) =2y (Ty, X) =0y (T, X)), 7k|(To:X)E_% =7, (Ty, X),
=T,
0y.. (T, X
gsn(TOIX)Eysn(TOYX):yns(TO’X)’ an(TO’X)E_% :}(ns(TO’X)v
7T,
T,X)= T,X)= T,, X FTX=—M =T (T,,X 81
a)qn(O’ )_:Bqn(ol )_a)nq(ol )’ qn( 0! )_ aT nq(O’ ) ( )
T=Ty

Bu ifadelerdeki  w,(T,,X), 7,(T,,X) ve C(T,,X) skaler; o,/(T,,X) ve
4, (T, X)vektorel; oy (Ty, X), 74 (T4, X), o (T, X))y 26 (To, X)s Zyn (T4, X),
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@y, (Tg, X))y T (M0, X))y Yt (Tor X)5 Ay (T, X) - ve Qg (T, X)  tansorel malzeme
sabitleri olarak ifade edilmektedir ve kompozit ortamin baslangi¢ sicakligina (T, ) baghdir. Bu

calismada ele alinan kompozit ortam homojen oldugu kabul edildiginden bu katsayilarin X ’e
olan bagimlilig1 ortadan kalkmaktadir. Calismanin bundan sonraki kisimlarinda s6z konusu
katsayilarin (T,) ’a ve (X)’e olan bagimliliklart gosterilmeyecektir. (80) ve (81) ifadeleriyle

verilen tanimlamalar kullanilarak (78) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

C
S(eq B Yo To +T.X) = po o = oo 16T 2= T2 40y €y~ €y T +0, E, — 8, E, T +
0
1 1 1 1
+§sn st ~ Xsn st T+ Ezklmn €4 Em T E a)qn Eq En +§7snml st le +§2’qu € Eq +
1 1
+§lesn €y st +E§qsn Equn +.. (82)

L’nm €, 'ye ve E, ’ye gore kismi tiirevleri alinirsa asagidaki ifadeler yazilir.

6862 =0 —Z'prT +Eprmn €mn +ﬂ, E +Qprsann
(83)
o0X
—— = _19 T +0) E +/1klr S +§snr sn (84)
OE,
Bu kismi tiirev ifadeleri kullanilarak (75) ve (76) denklemleri asagidaki sekilde yazilir.
Epr = Aa Ypr +(1_ uk,k) (Gpr “Tor T Jrz:prmn mn +ﬂ‘ E + Qprsn Sn) (85)
Pr == (1_ uk,k) (Ur o '9r T +a)rq Eq + ﬂ’klr Cu +§snr sn) (86)

Bu ifadelerde dogal durumda o, ve v, sifir alinir. Ayrica X ve A, katsayilarinin

prmn

T = Zomm V& A = 4y, seklindeki simetri 6zelligini ve sicaklik, yer degistirme gradyani

prmn

ve elektrik alan vektoru terimlerinin sadece lineer etkilerini dikkate alarak (85) ve (86)
denklemleri, yer degistirme gradyani cinsinden agagidaki gibi yazilabilir.

tr =AY, —7, T+2 + Aorg Eq + QrenYon = Qren Yenllci (87)

prmn mn prsn ' sn prsn 'sn

:_( ‘9 T+CU E +ﬂ“k|r ukl+ snr sn é:snr sn uk,k) (88)

(87) ve (88) ifadeleriyle ortaya konulan biinye denklemleri, bu c¢alismada ele alinan
piezoelektrik ozellige sahip, uzamaz tek fiber aileli, sikisabilir, sicaklik degisimine bagl
kompozit bir anizotrop ortam i¢in elde edilen simetrik gerilmenin ve polarizasyon alaninin
lineer blnye denklemleridir. Bu ifadelerin ortaya ¢ikmasina, elektrik alaninin, genleme
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tansorlndin ve fiber tansorindin lineer etkileri ve fiber tansorlyle genleme tansoriindn birlikte
etkilesimleri sebep olmaktadir.

(87) ve (88) denklemleri (27) ifadesinde yerlerine yazilip, sicaklik, yer degistirme gradyani ve
elektrik alan vektorii terimlerinin sadece lineer etkileri dikkate alinarak asimetrik gerilme
tansorii asagidaki gibi bulunmustur.

t, =AY, -7, T+Z + Aorg Eq 7 QprsnYen = 2 pren Yanli + S Yon (89)

pr prmn mn prsn ' sn prsn 'sn

Bu denklemden goriildiigii iizere, yer degistirme gradyani ve elektrik alan vektorii terimlerinin
sadece lineer etkileri dikkate alinsa bile elektrik alan vektoriinlin fiber tansoriiyle etkilesimi
toplam gerilmenin asimetrik olarak ortaya ¢ikmasina sebep olmaktadir.

(87) ve (89) denklemlerindeki 7, tansoril i¢in asagidaki ifade yazilabilir.

o =20 =« (90)

prmn Tnn p

Burada; «, termal genlesme katsayilarmin olusturdugu ikinci dereceden simetrik bir

tansordiir. £+ tansorii ise = tansoriiniin tersi olup bu tansorle ayni simetri 6zelligine

prmn prmn

sahiptir ve asagidaki sekilde tanimlanmstir.

Z:prmn z:mnkl =7 (5 5r| +5pl 5rk) ! 2pimn = erlmn = 2mlnpr = z“pll'nm (91)
Ty tansort ile (90) ifadesiyle verilen esitligin her iki tarafi garpilip gerekli indis degisimi

yapilarak 7 tansori i¢in asagidaki ifade yazilir.

Tor =2 rmn ¥ (92)

pr prmn

Bu ifade, (87) ve (89) denklemlerinde yerlerine yazilarak simetrik gerilme ve asimetrik

gerilme tansorlerinin lineer blnye denklemleri, ¢, termal genlesme katsayilarinin

olusturdugu tansor cinsinden asagidaki sekilde ortaya konulur.

tor = A, Y, +2 0= T+ Ao B + Qe Yer = Qpren Yenlhes (93)

prmn( prsn ' sn prsn 'sn

o =AY+ 0= T)+ A5 By + Q00 Yo = Qg YUy +

prsn ' sn prsn 'sn

prmn( snp sn r (94)

4.2. Lineer Termoelastisitede Is1 Akis1 Vektor Alanimin Biinye Denkleminin Elde
Edilmesi

Bu kisimda gerilme potansiyeli gibi blinye fonksiyonellerinden olan 1s1 akis1 vektorii, bagh

oldugu bagimsiz biinye degiskenlerine gore kuvvet serisine agilmis ve 1s1 akist vektori
alaninin lineer biinye denklemi bulunmustur. Green deformasyon (C,,) ve maddesel
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genleme (E,, ) tansorleri arasindaki bagtidan, ayrica lineer teori kapsaminda genleme

tansorl yerine sonsuz kicuk genleme tansorii yazilabileceginden 1s1 akist vektorii i¢in verilen
(62)-(64) denklemleri asagidaki gibi ifade edilebilir.

QR =QR (EKL’YKL’EK’GK’G) (95)
Gy Qr(Ey» Y Ex,Gy,6) >0 (96)
QR(EKUYKL’ EKvaH):O (97)

Blnye fonksiyoneli olan 1s1 akist vektoriiniin, G, E,, ,ELM Yy bagimsiz biinye
degiskenlerine gore analitik oldugu kabul edilip, G, =0, E,, =0, E,, =0 ve Y, =0
civarinda bir kuvvet (Taylor) serisine gore agilim1 yapilarak asagidaki ifade elde edilir.

QR (ELM 'YLM ) EM ’GL’H’X): KR (9, X)+ KRL (Hix)GL + KRM (H,X) EM +
+ Kgum (0, X)Ey + Druw (6, X) Y+ (98)

Bu seri aciliminda asagida verilen tanimlamalar kullanilmistir.

, KRM (HvX)E%

Q(6.X)= B, (6.), KRL(e,X)E% 0% |,

L

0

K 0X)= 22| | Dy (0,022 (99)

LM g aZLM

0

Sonsuz kuglk genleme tansoru ile fiber tansoriniin simetrileri sebebiyle asagida verilen
simetri sartlar1 yazilabilir.

KRLM = KRML , DRLM = DRML (100)

(97) ifadesi, G, =0=0Q; =0 oldugunu gostermektedir. Bu durumda (98) seri ac¢ilimindan
asagidaki esitlik yazilabilir.

0=K;(@,X)+Kgu(8,X) ELM + Kgu (0, X)E,, +Dgy (60, X) Yy +-- (101)
Bu ifadenin gegerli olmasi i¢in, bu denklemdeki katsayilarin sifir olmasi gerekir.

Kg (60,X) =Ky (0,X) =Ky y (6,X)=Dg, (6,X) =0 (102)
Bu durumda (98) denklemi asagidaki gibi yazilir.

Qe =K (0,X)G, =Ky (6,X)0, (103)
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(103) ve (96) ifadelerinden agagidaki esitsizlik elde edilir.
Ke (6,X)G, G, >0 (104)

Bu durumda K, (8, X) tansoriiniin, her sicaklik gradyani i¢in asagidaki sekilde yazilmasi
gerekir.

Ke 0r60, 20 (105)
K. tansorii 1s1 iletim katsayilar1 tansorii olarak adlandirilir.

(49)ve (74) ifadelerinden 1s1 akis1 vektdriiniin uzaysal formu asagidaki sekilde yazilabilir.

d, =(-u, ) Qg X & (106)

Is1 akist vektoriiniin maddesel formunu veren (103) denklemi, (106) ifadesinde yerine yazilip
(74) denklemindeki ilgili ifadeler kullanilirsa 1s1 akis1 vektoriiniin uzaysal formu asagidaki
gibi bulunur.

qr = KrI (9, X)9| (107)

Bu denklemdeki K, uzaysal malzeme tansoru, K, maddesel malzeme tansoru cinsinden
asagidaki gibi verilir.

K, (0, X) =2 4, Kg (6, X) (108)

Lineer teori kapsaminda K|, uzaysal malzeme tansorti, asagidaki gibi tanimlanir.

Ky (0,X)=K, (T, +T ,X)=K, m»mw

T+..2K,(T,,X) (109)

T=0

0, sicaklik gradyani, (T ) cinsinden asagidaki gibi ifade edilebilir.
0,=(Ty+T),=T, (110)

Bu durumda 1s1 akisi vektoriiniin uzaysal koordinatlardaki lineer binye denklemi, (106), (108)
ve (109) ifadelerinden asagidaki sekilde bulunur.

q =Ky (T, X) T, (111)

Bu denklem ayni zamanda Fourier 1s1-iletim yasasi olarak adlandirilir.
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4.3. Alan Denklemlerinin Elde Edilmesi

Simetrik gerilmenin, asimetrik gerilmenin, polarizasyon vektoriiniin ve 1s1 akis1 vektoriiniin
uzaysal koordinatlardaki lineer biinye denklemleri sirasiyla (93), (94), (88) ve (111)
ifadeleriyle ortaya konulmustur. Bu kisimda ise elde edilen bu lineer biinye denklemleri, ilgili
denge denklemlerinde yerlerine yazilarak alan denklemleri bulunmustur.

(88), (7) ve (5) denklemlerinden asagidaki ifade yazilabilir.

Drz_rrq¢,q+'9rT_/1klr ukI gsnr sn+§snr snr (112)

r

Burada (T,) tansorl, T,,=¢y0,,—®,, olarak verilmistir. Bu ifadenin diverjansi almnip (3)
ifadesinde yerine yazildiginda asagidaki alan denklemi elde edilir.

O = Dr,r = _rrq ¢,qr +‘9r T,r klr uk Ir é:snr sn,r +[§snr(st,ruk,k +stuk,kr)] (113)

(93), (88), (5) ve (29) denklemlerinden asagidaki alan denklemi bulunur.

o°u
pO—pzzprmn(um,nr _amnT,r)_/lprq¢,qr+(A) Yo +AY +Q Y.

2 r 'pr a ' pr,r prsn 'sn,r
ot

Qprsn (st,ruk.k +stuk.kr) - é:snr (st,r¢,p +st¢, pr) + ,00 fp (114)

0=T,+T ve %:1 oldugunu goz oniine alarak (57) ve (65) ifadeleriyle ortaya konulan
entropi ve i¢ enerji yogunlugu denklemleri i¢in asagidaki ifadeler yazilabilir.

,__LozoT 10z (w19

1
=,0—0[Z (Ty T)H]—m E P (116)

(74), (115) ve (116) ifadelerinden asagidaki ifade bulunur.

z 1
e=2 4 (T +T)p——— _EP (117)
Po ’ Po (1_um,m) .

(82) ifadesiyle verilen ¥’ nin T’ ye gore tiirevi alinip (5) ifadesi kullanilarak (115)
denkleminde yerine yazildiginda entropi i¢in asagidaki ifade elde edilir.

cT
n= 770+T_+ (Tklukl ‘9q¢,q+)(sann) (118)

o Po

SDU International Journal of Technological Sciences e-ISSN 1309-1220



Melek USAL, Selim DEMIRTURK 66

(82), (88) ve (118) ifadeleri, (117) denkleminde yerlerine yazilip (5) denklemi kullanilarak i¢
enerji yogunlugu asagidaki sekilde bulunur.

T 1
&=¢&, +cT +_O(Tkl uk,I _‘9q ¢,q + anst) +§[2 (é:sn _anT)st +Qk|sn (uk,l _‘/:gqsn¢,q)st] (119)
0

0

Bu denklemde, ¢, =y,+T,7n, seklinde verilmektedir. Burada &,, v, ve 7, sirasiyla dogal

durumda i¢ enerji, serbest enerji ve entropi yogunluklari olarak adlandirilmaktadir. Bu
denklemin maddesel tiirevi alinip (74) ifadeleri kullanilarak ve u,,, T ve ¢  terimlerinin

yalnizca lineer olan terimleri dikkate alinirsa asagidaki denklem elde edilir.
oT OUy, 09, oT

) oe
PE= Py (1_uk,k)8_:poca+-rorkl ot Tolgq ot anstE-i_

1 ou o¢
+_( klsnJ qsn

2 ot ot

(93), (5) ve (74) ifadelerinden, tu d,, terimi asagidaki sekilde bulunur.

—hY,, (120)

oe ou
tk' dkI - tk' 8tkl :{Aa YkI +2klmn ( um,n _amn T ) +ﬂ'k|q (_¢,q) +Qk|sn sn (1 U )} atl (121)
(88) ve (5) ifadelerinden p™E, F’k terimi agagidaki sekilde ortaya konulur.
_ : _ oT o¢ ou ou
'E. P =p'(- —t o, —2— 1 L E Y, —m 122
P k "k P ( ¢k)('3< ot kq ot mnk 8t fsnk sn at ) ( )

(122), (121), (120) ve (111) ifadeleri, enerjinin korunumu denklemi olan (41) denkleminde
yerlerine yazilirsa asagidaki alan denklemi bulunur.

ou
(TOTkI_AaYkI_EQ Yen) N

¢
2 kisn 'sn a— - (TO é:qsn st) L+ (100 C—Xan st)

==LBaTi+p (1_u|,|)h (123)
5. Sonuglar

Kati cisimlerin hepsinde oldugu gibi, kompozit malzemelerin de mekanik 6zelliklerinin tayin
edilmesi i¢in yiik altinda denemeye tabi tutulmasi gerekmektedir. Statik ve dinamik olarak
yapilan bu denemeler genellikle tek eksenli yiikleme durumu i¢in yapilmaktadir. Tek eksenli
denemeler malzeme hakkinda 6nemli bilgiler verseler bile, tatbikat icin yeterli degildir. Bu
nedenle malzemenin iki ya da ii¢ eksen dogrultusundaki yiikleme durumlari i¢in denemeler
yapilmalidir. Farkli yiikleme durumlari i¢in birden fazla eksenli denemeler yapmanin zorlugu
bilinmektedir. Bu ylizden cisimlerin dis yiiklemeler altindaki davranislari i¢in biinye
denklemlerinin olusturulmasi 6nem arzetmektedir. Elde edilen bilinye denklemlerinden
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malzemenin davranisina etki eden faktorler ortaya c¢ikmaktadir. Alan denklemleri ise ele
aliman malzeme icin g6z Oniline alinacak herhangi bir sinir deger probleminin matematiksel
yapisini olusturmaktadir.

Bu calismada tek fiber aileli piezoelektrik 6zellik tasiyan bir kompozit cismin, sicakligin sabit
olmamasit durumunda dis yiiklemeler altindaki davranisi i¢in lineer biinye denklemleri ortaya
konulmustur. Bu ¢alismada; elektro-termomekanik denge denklemleri, fiber deformasyon
geometrisi ve kinematigi ile ilgili denklemler, biinye teorisi aksiyomlarina iligskin kavramlar,
gerilme potansiyeli ile 1s1 akis1 vektorii fonksiyonlarinin (biinye fonksiyonellerinin), ve alan
denklemlerinin  bulunmasi malzemenin lineer davranisinin  matematiksel olarak
modellenmesinde teorik temelleri olusturmustur. Biinye fonksiyonellerinden biri olan gerilme
potansiyeli fonksiyonunun bagimsiz biinye degiskenleri; Green deformasyon tansorii, fiber
dagilim tansorii, elektrik alan vektorii ve sicaklik olarak ortaya c¢ikmistir. Diger biinye
fonksiyoneli 1s1 akis1 vektorii fonksiyonunun ise gerilme potansiyeli fonksiyonunun bagimsiz
biinye degiskenleri ile birlikte sicaklik alan1 gradyanmna bagli oldugu goriilmiistiir. Bu
calismada ele almman kompozit malzemenin dis yiiklemeler altindaki davranisini belirleyen
gerilme tansorii, 1s1 akisi vektorii ve polarizasyon alani vektorl so6zi edilen bilnye
fonksiyonelleri vasitasiyla bulunmugtur. Simetrik gerilme tansorii ile polarizasyon alani
vektori, gerilme potansiyeli fonksiyonundan tiiretilirken, 1s1 akis1 vektorii ise bagimsiz biinye
degiskenleri belli olan vektorel bir fonksiyon olarak ortaya c¢ikmistir. Fiber ailesinin
uzamazlig1 bir¢ok miihendislik malzemesinin yapisina uydugundan fiber ailesi uzamaz kabul
edilmistir. Ayrica kompozit malzeme fiber boyunca yon degisimine duyarsiz kalacagindan
matematiksel olarak fiber vektorinin B—-B degisiminden etkilenmeyecegi icin fiber
vektoriiniin bilegenlerinin dis ¢arpimi olan simetrik bir tansér tanimlanmustir. Kompozit
ortamin hem piezoelektrik &zelliginden hem de fiber takviyesinden dolayr glgli bir
anizotropiye sahip oldugu kabul edilmistir. Ayrica kompozit malzemenin piezoelektrik dzellik
tagimasi sebebiyle anizotrop ortamin sikigabilir oldugu varsayilmstir.

Kompozit ortamin referans konumu, bir T, iiniform sicakliginda, gerilmesiz ve polarize

olmayan dogal durum olarak se¢ilmistir. Bu referans konumundan itibaren kii¢iikk yer ve
sekil-degistirmeler, kiiciik elektriksel etkilesimler ve de kiigiik sicak degisimleriyle ayrildig
varsayllmistir. Bu durumda biinye fonksiyonellerinin (£ ve Q) bagl olduklari bagimsiz

blinye degiskenlerine gore bir kuvvet (Taylor) serisine agilimi yapilmistir. Seri agiliminda
aliman terimlerin tiiri ve sayist belirlenirken etkilesimlerin timii lineer kabul edilmistir.
Lineer termoelastisite icin simetrik gerilme tansorinin, toplam gerilme tansorindn,
polarizasyon alan1 vektoriiniin ve 1s1 akisi vektoriiniin lineer biinye denklemleri sirasiyla (93),
(94), (88) ve (111) denklemleri ile ortaya konulmustur. Elde edilen lineer biinye
denklemlerden, bu caligmada ele alinan kompozit malzemenin yapisindan ve 6zelliginden
kaynaklanan yeni terimlerin mevcut oldugu goriilmektedir.

Polarizasyon alan vektorunun, simetrik gerilme tansorinin ve lineer momentumun ve
enerjinin korunumu denklemlerinde yer alan blyuklUklerin teker teker elde edilip yerlerine
yazilmasi sonucunda (113), (114) ve (123) ifadeleri ile ortaya konulan alan denklemleri
bulunmustur. Bulunan alan denklemleri; T, u,, ¢, bilinmeyenlerini icermektedir. Bu

bilinmeyenler tayin edilerek ortaya konulan lineer biinye denklemlerinden simetrik gerilme,
asimetrik gerilme, polarizasyon alan vektorii ve 1s1 akist vektorii bulunabilir. Ayrica sozii
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edilen alan denklemleri simetri agisindan genel anlamda anizotropik yapida olduklart igin
farklr simetri 6zelligi tasiyan malzemelere de uygulanabilirler.

Sicakligin sabit olmamasindan kaynaklanan termal etkilerin, fiber takviyeli kompozit
malzemelerin teknolojideki uygulamalarinda, Ozelllike imalat asamasinda blyuk Onemi
bulunmaktadir. Bundan dolay1 fiber takviyeli ve piezoelektrik O6zellik tasiyan kompozit
malzemelerin dis yliklemeler karsisindaki elekro-termoelastik davranisinin ortaya konulmasi
gerekmektedir. Bu calismada, uzamaz keyfi tek fiber ailesi ile takviye edilmis, sikisabilir
anizotrop ortam olan ve piezoelektrik 6zellik tagiyan kompozit bir malzemenin lineer elekro-
termoelastik davranigi i¢in matematiksel model gelistirilmistir. Bunun i¢in Siirekli Ortamlar
Mekanigi kapsaminda bir yol izlenip teorik bir calisma ortaya konulmustur. Elde edilen
matematiksel formiilasyon ile fiber takviyeli olup piezoelektrik 6zellik tasiyan ve sicaklik
degisimine bagli kompozit malzemelerin dis yiiklemeler karsindaki lineer davraniginin
belirlenmesi, bu tur kompozitler igin yapilacak deneylere bir alt yapinin hazirlanmasina katki
saglayabilecektir.
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