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Fark Denklem Sistemleriyle Olusturulmus Ot-Otcul Modelinin
Catallanma Analizi

Senol KARTAL

OZET: Bu ¢alismada, fark denklem sistemiyle olusturulmus bir ot-ot¢ul matematiksel modeli g6z oniine alinmuistir.
Center Manifold teoremi kullanilarak sistemde Neimark Sacker ¢atallanmasinin olugmasi i¢in gerekli olan 6zdeger
esligi, transversality ve nonresonance kosullar1 analiz edilmis ve teorik olarak bu kosullarin saglandig: gosterilmistir.
Elde edilen bu teorik kosullarin dogrulugunu gostermek icin bazi parametre degerleri belirlenmis ve bu parametre
degerleri i¢in sistemin ¢atallanma diagrami, faz diyagramlar: elde edilmistir.
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ABSTRACT: In this study, a plant-herbivore mathematical model constructed with the system of difference
equation is considered. Using Center Manifold theorem, the eigenvalue assignment, transversality and nonresonance
conditions that required for the existence of Neimark Sacker bifurcation in the system are analyzed and it has been
theoretically shown that these conditions are satisfied. In order to show the accuracy of these theoretical conditions,
some parameter values have been determined and the bifurcation diagram and phase diagrams of the system have
been obtained for these parameter values.
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GIRIS

Temelde ot (bitki)-otcul etkilesimine matematiksel
olarak av-avct modeli olarak yaklagilmistir (Caughley,
1981; May, 2001). Literatiirde bu etkilesimi tanimlamak
icin bir¢ok yazar kesikli ve siirekli dinamik sistemleri
kullanmuglardir (Li, 2011; Chattopadhayay et al., 2001;
Mukherjee et al., 2011; Danca et al., 1997; Agiza et al.,

d
= (1- %) — ax(D)y(®),
dy

prie —sy(t) + Bx(t)y(t),

Burada x(t) ve y(t) sirasiyla ot ve otgul

popii-lasyonunu temsil etmektedir. r, K ve «
parametreleri sirastyla bitki biiylime orani, bitki tagima
kapasitesi ve bitkinin otcul tarafindan avlanma oranidir.
s otgulun 6liim orani ve 3 otgulun doniisiim oranidir

(Chattopadhayay et al., 2001).

Deneysel veriler gostermistir ki bitki ya da otgul
non-overlapping nesillere sahip olduklar1 icin bu
etkilesim siirekli zamanlt dinamik sistemlerden ziyade
kesikli zamanli dinamik sistemlerle modellenmelidir.
Dolayisiyla birgok yazar bu biyolojik gercekten
hareketle ot-otcul etkilesimi igin fark denklem
sistemlerini kullanmay1 tercih etmiglerdir (Mukherjee

etal.,2011; Dancaet al., 1997; Agiza et al., 2009; Sui et

d

2 = (1-29) — oy,
d

d_f = —sy(t) + Bx([tD)y(0),

(2) tam deger fonksiyonlu diferansiyel denklem
sistemi hem siirekli zamant hem de kesikli zamani

2009; Sui et al., 2007; Sun et al., 2014; Das and Sarkar,
2001; Cejas et al., 2004; Kartal, 2016). Li (Li, 2011)
herbivore iizerindeki plant toksin etkisini incelemek
icin Holling type II fonksiyonu igeren diferansiyel
denklem sistemi kullanmigtir. Chattopadhayay ve
arkadaglar1 (Chattopadhayay et al., 2001) ise asagidaki

stirekli zamanli modeli 6nermislerdir.

)]

al., 2007). Ot-Otgul modellemesine diger bir yaklagim
gecikmeli diferansiyel denklemlerin kullanilmasidir
(Sun et al., 2014; Das and Sarkar, 2001; Cejas et al.,
2004). Bu denklemlerin ot-otcul modellemesinde
kullanilmasi1 otculun bitki {izerinde olusturdugu
zarar ve bitkinin bu zarar karsilik gerceklestirdigi
savunma mekanizmasindan kaynaklanmaktadir. Sun ve
arkadaglart (Sun et al., 2014) gecikme zamani igeren
reaksiyon-difiizyon kismi diferansiyel denklemlerini

kullanarak ot-otgul etkilesimini incelemiglerdir.

Kartal (Kartal, 2016) ise (1) denklemine tam deger
fonksiyonu katarak hem siirekli zamanli hem de kesikli

zamanl agagidaki modeli olusturmusgtur.

2

t&[n,n+1) alt araliklarinda

coziimiinden agafidaki fark denklem sistemi elde

denklem sisteminin

birlikte icerir ve gecikmeli diferansiyel denklemlerle  edilmisgtir.
yakindan iligkilidir. Calisma (Kartal, 2016) de (2)
xXn)|r —ayn
1) (I ~ ay()] |
[r — ay(n) — rkx(n)]e~lr—ayM] + rkx(n) 3)

y(n+ 1) = y(n)efx®=s,
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Manifold
kullanilarak (3) sisteminin Neimark-Sacker catallanma

Bu caligmada ise Center teorisi

analizi yapilacaktir.

B > ks

kosulu altinda

S Tr
E* = (X'*,y*) = (E,E<1

-5)

MATERYAL VE YONTEM

(3) sisteminin ¢atallanma analizine gegmeden dnce
yerel kararlilik analizi sonuglarii bilmek gereklidir. (3)
sisteminin pozitif denge noktasi

olarak elde edilebilir. E* denge noktasinda (3) sisteminin /* jakobyen matrisi ise

/ _krs
_krs —14e B a\
@ B ( ) e—er*

= | =

e 1)

By”

(=14 e NHa

kr
1

olarak hesaplanir. (6) Jakobyen matrisinin karakteristik denklemi ise

pA) =2 +A(-1—e ) +e > +

2016). (7) karakteristik

denklemindenelde edilecek olan . ,i=1,2 6zdegerlerinin

olarak bulunur (Kartal,

1 den kii¢iik olmasini saglayan kosullar ya da diger bir
deyisle (3) matematiksel modelinin E* denge noktasinin

yerel asimptotik kararli olmasint saglayan kogullar
ks <P<k+ks ise.

BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde (3)
catallanma

sisteminin Neimark-Sacker

analizi yapilacaktir. Neimark-Sacker
catallanmasi, kesikli zamanli dinamik modellerde
ortaya c¢ikan bir catallanmadir. Bu catallanma tipi
icin linerlestirilmis sistemin jakobyen matrisinin
karakteristik denklemi birim dairenin iizerinde olan bir
cift eslenik kompleks 6zdegere sahiptir ve karakteristik
denklemin diger biitiin 6zdegerleri birim dairenin

icindedir. (3) fark denklem sisteminin Neimark-Sacker
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(1 _ (e—er*)aﬁy* _ 0 (7)

Schur-Cohn kriterlerinin kullanilmasiyla agagidaki gibi
elde edilmistir.

Teorem 1 (Kartal, 2016):
modelinin denge noktasi yerel asimptotik kararlidir

(3) matematiksel

ancak ve ancak

catallanma analizini yapabilmek icin Kuznetsov’un
(Kuznetsov, 1998) ortaya koydugu ve bir ¢ok yazarin
kullandig81 ¢atallanma teorisi kullanilacaktir (Kuznetsov,
1998; Xin et al., 2009; Wen, 2005; Peng, 2005; He
and Li, 2014; Sohel Rana, 2015). Asagidaki teorem
iki boyutlu kesikli zamanli dinamik sistemler igin

Neimark-Sacker Catallanma kriterlerini vermektedir.

Teorem 2 (Xin et al., 2009): (iki boyutlu kesikli

zamanli dinamik sistemler icin Neimark-Sacker

Catallanma Kriterleri)
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240

Iki boyutlu
Xk+1 = f O, 1)

kesikli dinamik sistemini gz Oniine alalm. Burada x;, 1, x;, € R? vektorler ve i de bir parametredir.

(A1) (8) sisteminin x* denge noktasindaki J,, f(x*, i) jakobyen matrisinin karakteristik
denklemi p(1) = 22 + p;A +p, =0,
(A2) (8) sisteminin normallestirilmis denklemleri

. 1 1 5, 1 _
7 =elz+ Egzozz + g112Z + Egozzz + 5921222,
(A3) Birinci Lyapunov katsayisi

e—i@ _zeiH())e—ZiH()

a(0) = Re [%] — Re [Wgzogn] =5 lgul? - Z|902|2
olmak iizere

(B1) Ozdeger esligi : p = pu* noktasinda 1 +p; +py >0, 1 —p; +py >0, 1+py >

0, 1—py =0,

(B2) Transversality Kosulu: ‘m;—i#)l

p=u
(B3) Bir cift eslenik kompleks 6zdegerler A; ve 1, icin resonance kosulu A, (u*) = 1

ya da nonresonance kosulu A, (u*) # 1,m = 3,4,5, ... ....
kosullar1 saglansin.

Bu durumda u = u* noktasinda Neimark-Sacker catallanmasi olusur. Nonresonance
kosulu altinda eger a(0) < 0 ise supercritical Neimark-Sacker ¢atallanmasi, diger

durumda subcritical Neimark-Sacker ¢atallanmasi olusur.
Teorem 3: Eger

ks <pB*=k+ks

®)
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ise bu durumda (3) sistemi icin denge noktasinda
Neimark-Sacker catallanmasi olusur. Ustelik o(0)
< 0 ise bu durumda olusan catallanma supercritical

Neimark-Sacker catallanmasi, diger durumda ise

subcritical Neimark-Sacker ¢atallanmasidir.

Ispat. Oncelikle (B1) 6zdeger

esligininin

kosullarin1 g6z Oniline alalim. (7) karakteristik

denkleminden

(1- e )apy

P = -1 - @—er ve py = @_er + -
T

dir.

14+p1+py>0 1—p;+py>0vel+py> 0 dan sirasiyla

1— —krx* =
(- )apy

0,
kr
. (A—e* " )apy”
2+2e_k”‘+( )ﬁy>o
kr
ve
. (A= )apy”

1+@“x+( )ﬁy>0

kr

€)

(10)

(11)

elde edilir ki bu esitsizlikler (4) esitsizliginin varligi altinda her zaman mevcuttur.

1 —po = 0 denklemi B ya gore ¢oziiliirse B* = k + ks elde edilir.

Ote yandan (6) matrisinin 6zdegerleri

A1,2(B)

e krx’ <k +emk F ﬁ'\/(—l + @) k(k(1— e (1 + 4s)) + 4eer*ﬁ))

- 12
2k (12)
seklinde hesaplanir ve 8 = " i¢in bu kompleks 6zdegerler
1 _rs s s 2rs
L12(B7) =5 e 15 | 14 el+s F iy —1 = 2€T+ + 3elis (13)

olur. Buradan kolayca goriilebilir ki |7h1'2 BH
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= 1 dir. Diger taraftan (B2) kosulundan
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A1,2(B)

e ke’ <k +ekF ﬁ\/(—l + @k (k(1— e (14 4s)) + 4@"”*3))

- 12
2k (12)
seklinde hesaplanir ve f = [* i¢in bu kompleks 6zdegerler
1 _rs s s 2rs
L2(B) =5 € Trs | 1+ elts F iy —1 — 2€T+s + 3elss (13)

olur. Buradan kolayca goriilebilir ki |7\.1'2 (B")| = 1 dir. Diger taraftan (B2) kosulundan

d|4;(B)I e 2 (<ks + @7 s(ks = B))

d - : :
P lp=s \/Eﬁ\/1+@—2k” +2$—%+@"‘” (—2s+%)

#0 (14)

elde edilir ki bu bize Transversality kosulunun saglandigini gosterir. Diger taraftan

trJ(r,) = —p; # 0, —1, nonresonance kosulundan

1+e™* +0,-1, (15)
elde edilir ki bu da

A.(BH#1, k=1234.

olmasi demektir. Sonu¢ olarak (3) sistemi i¢in ks < " =k + ks kosulu altinda
Neimark-sacker ¢atallanmasi mevcuttur.

Simdi ise ¢atallanmaninin tiiriinii belirlemek i¢in a(0) degerini hesaplayalim.

q € R?, J(B*)q = e'%q olacak sekilde J(B*) Jakobyen matrisinin 1;(8*) dzdegerine
karsihk gelen Ozvektorii ve p € R? de JT(B*)p = e %p olacak sekilde JT(B%)
matrisinin 1; (8*) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii olsun. Bu durumda

T

s s 2rs
—(—1+ el+s)kr — i\|—1 — 2el+s + 3el+skr
qa~1 1 TS (16)
2(—=1+ el+s)a /
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Ve

2rs

rs rs
(—=1+ el+s)kr + ﬁ\/—l — 2el+s + 3el+skr

p~ , 1 (17)

ﬁ
2(—1 + el+s)a

dir. Buradan < p,q >= 1 olmasin1 saglayan normallestirilmis vektorler

T
s s 2rs
—(—1+ el+s)kr — i\|—1 — 2el+s + 3el+skr
2(—1+ el+s)a
ve
T
s s 2rs rs
I— iel+s + \/—1 — 2el+s 4+ 3el+s i(—1+ eT+)a \
p= , - (19)
s 2rs TS s
2\/—1 — 2@l+s + 3el+s (—1+et+s)(1 + 3(6’1+S)k7‘/

olarak secilebilir.

N

dontsimii ile E* = (x%,y") = (ﬁ

,2(1 —];—S)) denge noktasi orjine taginilabilir. Bu

durumda (3) sistemi

( &7 (s + fxy(n)) (krs — afx,(n))
[x1(n+1) =
I; (@er*kr(s + Bx, (n)) _ eaxz(n)ﬁ(erl (n) + ax, (n))) 20)
x1(n) _
sz e 1) = 20 ks:ﬁﬂ )+ abr(m)

halini alir. Simdi

X =2zq+ zq

olacak sekilde
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H(z,2) =<p,F(zq + zq,B") > (21)

fonksiyonunu olusturalim. Bu fonksiyonun (z, Z) = (0,0) noktasindaki Taylor serisi

1 .
HGD = ) ogud 74 +00z2Y (22)
zsj'+k§]' '

seklindedir ve gj;, taylor katsayilari hesaplandiktan sonra gatallanmanin yonii

e—i90g21] e [(1 _ Zeieo)e—Zieo

1 1 2
5 2(1 — eifo) 920911 —§|g11| —Z|goz| (23)

a(0) = Re I

formuliinden belirlenir.

Simdi yukarida elde edilen teorik sonuglar1 dogrulugunu niimerik olarak goéstermeye

calisalim.

1.8 T T T T T T T T

1.6T i

1471 ° ® 7]

1.2T1 i

0.6[

041

0.2

Sekil 1. 3" = 0.8 degeri i¢in sistemin Neimark-Sacker catallanmasi.
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Ornek 1. r=12,s =06, a = 1.1, k = 0.5, B* = 0.8 parametre degerleri icin (20)

sisteminin Jakobyen matrisi

~ _ (0.637628 —0.664348
J(B )_(0.545454 1 )

olarak hesaplanir ve bu matrisin 6zdegerleri
A1, = 0.818814 F 0.574059 i = e*i%, 6y = 0.611454

seklindedir. Burada |/11,2| = 1 oldugu agiktir. Ote yandan J(*) matrisinin dzvektorleri

(16) ve (17) esitliklerinden
q~(1, —0.272727 —0.864093 i)"

p~(0.272727 + 0.864093 i, 1)T

seklinde belirlenebilir ve < p,q >= 1 olmasini saglayan normallestirilmis vektorler ise

(18) ve (19) dan

q=(1, —0.272727 —0.864093 i)"

p=(05 —0.157811i, —0.578641)"

olarak hesaplanabilir. (21) ve (22) den ise H(z, Z) fonksiyonunun gy taylor katsayilari
920 = 0.286335 + 0.374542 i, g11 = 0.0142984 + 0.00451291i

921 = 0.647223 — 0.171596 i, 9oz = —1.00559 — 0.601554 i,

olarak bulunur. (23) esitliginden ise a(0) = —0.132963 olarak hesaplanir ki buda bize
B* = 0.8 noktasinda supercritical Neimark-Sacker catallanmasinin olustugunu gosterir.

(Sekil 1, Sekil 2, Sekil 3)
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Sekil 2 B € [0,3] ve x(1) = 2, y(1) = 2 baslangi¢ kosullar1 igin B ya kars1 ¢izilmis (3) sisteminin x(n)
popiilasyonunun catallanmasi.

450 T T T T T
400 ° 1
L]
350 1
300 1
250 7
<
= ¢
2001 7
150 i
e
100 _
° L]
] | 4
50| s & |
™ i o’ *
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Sekil 3 B € [0,3] ve x(1) = 2, y(1) = 2 baslangi¢c kosullar1 i¢in B ya kars1 ¢izilmis (3) sisteminin y(n)
popiilasyonunun catallanmasi.
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SONUC

Bucalismada (2) tam deger fonksiyonlu diferansiyel

denklem sisteminin (€[n,n+1) alt araliklarinda

coziimiinden (3) fark denklem sistemi elde edilmistir.

(3) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinin
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