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ABSTRACT
In this study, using Cayley Formula [1], 4 matrix-positive semi-orthogonal- is obtained
from Darboux matrix [2] of « time-like curve. Taking ¢ =« and by the equality

x=Axy+c, an one parameter H/H Lorentzian motion is specified. It is derived

Darboux vectors of this motion. And then the relation between Darboux matrices and
curvature matrix is given. Moreover, it is shown « time-like curve must be a general
helix on condition that components of Darboux vectors (matrices) are equal.
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BiR PARAMETRELI LORENTZiYAN HAREKET UZERINE

OZET
Bu ¢aligmada, bir @ time-like egrisinin Darboux [2] vektériinden, Cayley formiilii [1]
yardimiyla, pozitif semi ortogonal, A4 matrisi elde edildi. c=qa alnarak

X = Axy + ¢ denklemiyle bir parametreli H /H "Lorentziyan hareketi tanimlandi. Bu

hareketin, Darboux vektorleri (matrisleri) bulundu. Daha sonra Darboux vektorii ile
egrilikler matrisi arasindaki bagmti verildi. Ayrica, Darboux vektorlerinin (matrislerinin)
bilesenlerinin esit olmasi durumunda, & time-like egrisinin, bir genel helis olmasi
gerektigi gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Cayley formiilii, Egrilikler matrisi, Darboux vektorleri, Genel helis.

1. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 1.1. x = (x,,X,,x;) ve ¥ =(,,,,¥;) € E’ olsun.
(,):E*xE’——>R

(x,y) —> (x,y) =40 XY, XY,
metrik tensdriine sahip olan E* uzayma, Minkowski 3-uzayi denir ve E; ile gosterilir [3].

Tanim 1.2. 3- boyutlu standart reel vektor uzayr £ 3 de,
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A, CExEP——E?

(x,y) —xA y)=exny=xney=&(xny)

seklinde tanimlanan bir vektorel ¢arpim iglemine E13 uzaymda vektdrel carpim islemi

denir. x vektoriine karsilik gelen matris X ise her Vy € Ej igin, X.y=xA, y dir. Burada
& = dia(-1,1,]) seklinde bir kosegen matris ve “ A ” notasyonu, 3-boyutlu Oklid uzayindaki
standart vektorel ¢arpim iglemidir.

Tamm 1.3. E’ Lorentz uzayinda A' =&A4’¢ esitligini saglayan 4 matrisine semi-

ortogonal matris denir. Burada ¢ = dia(-1,1,1) seklinde bir kdsegen matristir.

Ayrica, ST =—¢S¢& esitligini saglayan S matrisine de Lorentz anlamunda anti-simetrik
matris veya semi-skew matris denir. Ayrica n=3 ve S <> s ise S.s=0 dir [2].

Teorem 1.1. « , Lorentz manifoldunda bir time-like (zamansi) egri ve n =3 olsun. & 'nin
Frenet vektor alanlari; V;, zamansi vektor alan1 V), ve V3 uzaysi vektor alanlari igin, Frenet
denklemlerini agagidaki gibi yazabiliriz [3].

Dy Vi =kVy, DyVy =kl +kiVs, Dy Vs =—kb,.
2. BIR PARAMETRELiI LORENZiYAN HAREKET

Teorem 2.1. H hareketli, H', sabit uzaylar ve x,, H da sabit bir vektor olsun.
x=Axy +c (2.1)

denklemiyle tanimlanan, H/H' bir parametreli Lorentziyan harekette; Q = A4 esitligi
ile tanimlanan matris, bir semi-anti-simetrik matristir.

ispat. Hareketin donme kismi olan x = Ax, esitliginden x, = A7'x gekilir. Sonra esitligin
tiirevi aliir ve Q= A4 denilirse, x=Qx bulunur. 4 semi-ortogonal bir matris ise
A" =g A"¢ dir. Basit bir hesaplama ile,

e=(4"e)a 22)
bulunur. (2.2) esitliginin diferansiyeli alinir ve ¢ A4 ile ¢arpilirsa,

AT = —ATeda e

52



D.P.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Bir Parametreli Lorentziyan Hareket Uzerine
12. Say1 Aralik 2006
B. BUKCU

elde edilir. Dogrudan bir hesaplama ile,
Q=A44"

ol = AT

(A‘l)r(—ATgAA‘lg)

—eA(eA” &)Qe

=—ed(ed” £)Qe

=—gdA7'Qe¢
=-Q¢

elde edilir. Son esitlik bize Q matrisinin Lorentz anlaminda anti-simetrik oldugunu
gosterir.

Teorem 2.2. El3 Lorentz uzaymnda H = Sp{a(s); T, N,B} veH'= Sp{O; e, e, e3}51ras1
ile hareketli ve sabit uzaylar1 gostersinler. (2.1) ile belirlenen Lorentziyen hareketin semi-
ortogonal matrisi 4 = [T N B] ve ¢ Otelemesi de ¢ = a(s) ile gosterilsin.

x(s) = A(s)xq(s) +c(s) (2.3)

denklemiyle o egrisi boyunca bir kati cismin bir parametreli bir Lorentziyen hareketi
verilmis olsun. (2.3) deki hareketin sabit ve hareketli uzaylara gére Darboux vektorleri
sirast ile,

0=21-k2 + k2] oy iy —hden ) ve w=2(1— k2 + k2 (ke ki —Fiks )
dir.

ispat. s space-like vektoriine (eksenine) karsilik gelen, semi anti-simetrik matris S ise bu
durumda El3 , Lorentziyen uzayindaki Cayley formiiliinden

1+k +k; 2k, 2k k,
A=2(1-+K)| 2% K -E 2k
“2kk, 2k, -k -k

semi-ortogonal matrisi elde edilir [1]. Ayrica & egrisinin Frenet vektorleri,

T=(+k>+k2, 2k, —2kk)), N=(2k, 1+k* -k, —2k,), B=(2kk,, 2k

29
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dir. Uzun ve dogrudan bir hesaplama ile,
2k, [kl + k2 - klkzléz] kym = 2k k,k, kykym + kykon
A=2572  kym—2kkoky 2k — koky) oy + 2k ey 2.4)
—lkym—kkyn = kon = 2kikky 2k, |ky + kikiky — Kok,

tlirev matrisi bulunur, burada
S=1-ki +hk5 ,m=1+kl +k3, m=1-ki +k5
dir. Q=A47" olsun. Q semi-skew matrisine, 4’ ya karsilik gelen hareketin sabit uzaya

(yani H' ye) gore Darboux matrisi denir. Simdi H / H' hareketinin Darboux matrislerini
hesaplayalim:

Q=44"=A4ed"¢
esitliginin sag tarafi

0 ki —(kky, —kky)
Q= k, 0 k, (2.5)
_(klkz _klkz) _k2 0

seklinde bulunur. (2.3) ile belli olan semi anti-simetrik matrisine karsilik tutulan vektor,
sabit uzayin

0=201-k2 + k2" (- oy ey — hifer ) 2.6)

Darboux vektoriidiir. H hareketli uzayindaki H = Sp {a(s),T ,N, B} catisia gore Darboux
vektori,
w=A"o
esitliginden
w=20- k2 k2 Ry kg — kg k)
olarak bulunur.

Teorem 2.3. A’ nin H'ye hareketini veren B matrisi ile, hareketin Q Darboux matrisi
arasinda

Q=2(1-k2+k2) " (BB-BB+B) ve 0=21-k2 +k2] (b Ab+)

bagmtilart vardir. Burada b ve b sirast ile B ve B anti-simetrik matrislerinin iicer
elemanindan meydana gelen vektorlerdir.
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Ispat. Dogrudan bir hesaplama ile,
0 &k 0] 0 & 0 kyk, 0 Kk,
BB=|-k 0 ky|-k O kyl=| 0 kk—-kk, 0
0 —ky, 0| 0 —ky O |—kiky 0 kyk,
bulunur. Benzer sekilde,
0 - (klkz. k)
BB—BB+B= k, 0 k, 2.7)
(ke ki) ks 0
bulunur. (2.7) esitligi ile 2(1 —kl2 + k22 )71 =257 ile carpilirsa,
- o i ik
2572 (BB~ BB+ B)=25"" y 0 ey 2.8)
(ki — ki) —ky 0

elde edilir. (2.8) esitliginin sag tarafi (2.5) esitliginde ) olarak bulunmustu. Boylece
) 2\l R R .
Q=21-k2 +k2) " (BE- BB+ B)
seklinde yazilabilir. Benzer sekilde

bab=(0, bk, —kiks, 0)
bAb+b=(0, kk, —kky, 0)+ (- ky 0. )
262 b Ab+5)=257 (- ks, iy — ki, K

elde edilir. Buradan (2.9) esitliginin sag tarafindaki vektoriin eslendigi matris (2.8)
esitliginin sag tarafindaki matristir. Bu nedenle,

Q=2(1-k2 + k2] (BB - BB+ B)
dir.
o ve w vektorleri arasindaki iligki asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 2.4. H/H'hareketinin sabit ve hareketli uzaylara gore Darboux vektorleri
sirastyla @ ve w olsunlar. @ = w ise « egrisi bir egilim ¢izgisi (helis) dir.

Ispat. Her se I c R, k(s) ve k,(s) egrilikleri sabit olmayan ve yay parametresine gore

verilmig time-like bir egrix olsun. H/H'hareketinde, sabit ve hareketli uzaylardaki
Darboux vektorleri paralel yani @ = w olsun. Bu durumda,
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(- ks iy — s o )= (g Koy — Ky, By )5 Ry — Koy = ks — iy
o d ki,
ds\ k,
kl .
<:>k—: sabit (2.9)

2
bulunur. (2.9) esitligi, « time-like egrisinin bir egilim ¢izgisi oldugunu gosterir.
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