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Ozet
Bilindigi gibi, Lyapunov metodu, genellestirilmis bir enerji fonksiyonunun ¢oziimlerinin kararlilig1 igin
kullanir. Fakat son zamanlarda fark denklem sistemlerinin ¢ziimlerinin kararliligt iginde kullanilmaya
baglanmigtir. Bu calismada, Lyapunov metodu kullanilarak fark denklemlerinin kararliliginin nasil

belirlendigi ele alind1 ve baz1 6rnek problemlere uygulandi.
Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, Lypunov metodu, kararlilik.

Summary
As it is known, Lyapunov method was used for stability of the solution of the generalized energy fonctions,
but recently, this method is used for stability of the difference equations. In this study, We have shown how
to used Lyapunav method for the stability of the difference equations and this method has been applied some
examples.
Keywords: Difference equations, Lyapunov method, stability.

1.GIRIS

{lk olarak, Rus matematikci A.M Lyapunov lineer olmayan diferensiyel denklemlerin kararlihigini incelemek
icin Lyapunov metodu denilen yeni bir metot gelistirmistir. Bu metot zaman icinde diferensiyel denklem
sistemlerinin ¢0ziimi i¢in oldukg¢a yaygin olarak kullanilmig, son zamanlarda da fark denklem sistemleri

icin kullanilmaya baglanmustir.

Yoden Shigeo and Nomura Masako, sonlu-zamanli Lyapunov kararlilik analizi ve barotropic akisin bir
spektral modele uygulamalarini yeniden incelediler. Sonu¢ olarak sonlu —zamanli Lyapunov iistlerin
atmosferik tahmin problemine uygulanabildigini gosterdi. [1]. Daha sonra Lyapunov kararlilik teorisine
dayanan yeni bir kontrol yasas: tanimlandi, ve bu metodun, ii¢ fazlh (PWM) darbe genisligi modiilasyonu
kontrol yasalariyla ac/dc voltaj kaynag doniistiirme problemine uygulanmasi onerildi [2]. Banach uzayinda
lineer olmayan zaman degiskenli dinamik sistemler i¢in Lyapunov kararlilik teorisi verildi [1]. Lyapunov
kararlilik teoremi ve klasik teoride Barbashin-Krasovskii-La Salle degismezlik prensibi sonsuz boyutlu
Banach uzaymna genisletildi. Coziimiin varligi ve hareketlerin toplamsal 6zellikleri varsayim altinda,
diizgiin kararhilik ve diizgiin asimptotik karalilik i¢in gerek ve yeter sartlar1 elde edildi. Bu genisletme siirekli
ve siirekli olmayan sistemlerin kararlilifi igin bir kriter olarak kullanildi[3]. Klasik sistemlerde
parametrelerin kararl bolgeden kararsiz bolgeye degismesi gibi iist quantum Lyapunov iis oranlarinin 0’dan
bir pozitif degere degistigi gosterildi[4]. Diizgiin olmayan saglam global asimptotik kararlilik kavrami
aciklandi. Genel olarak kavram sonlu yada sonsuz boyutlu ayrik zaman sistemler igin RGAS diizgiin
olmayan zaman belirlendi. Bu kararlililk kavrami i¢in Lyapunov karakteristligi gosterildi. Sonuglar sonlu
boyutlu ayrik zaman sistemlere uygulanarak siirekli zaman sistemlerin zaman uygunlugu ile Euler metot
agikca elde edildi[5]. Siirekli ve ayrik Lyapunov matris denklemlerinin ¢oziimii igin tahmin probleminin
birlesik bir yaklasim ile c¢oziilmesi incelendi[6]. Karngik tip Lyapunov denklemi olarak adlandirilan
X = AXB*+BXA*+Q lineer matris denklemininin ¢dziiniirliigii arastirildi ve bununla ilgili bazi sonuglar

verildi[7]. Gecikmeli bir kontrol sistemin saglam geri doniisiimlii kararligi igin Lyapunov  kosullari
verildi[8]. Sonlu zaman kararlilik problemi differensiyel kapsam iginde incelendi. Sonlu zaman kararlilik
igin iki yeter sart, bir diizgiin Lyapunov fonksiyon ve bir diizgiin olmayan Lyapunov fonksiyon kullanilarak
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tanitildi[9]. Kararli ayrk zamanli lineer zaman-degismez (LTI) sistemler igin zayif ve kuvvetli ortak
quadratic Lyapunov fonksiyonlarin (CQLF) varlign arastirildi[10]. Biz bu makalede ise, Lyapunov a gore
fark denklemlerinin kararliligini inceledik ve 6rnekler iizerinde gosterdik.

2. METOT
Bu boliimde, amacimiz,

x(ny) =%y, x(n+1) = f(x(n)), f(0)=0 (1.1
lineer olmayan sistemin x(n) ¢Oziimiinii bulmadan orijindeki denge noktasinin kararlilifini belirlemektir.

Eger (1.1) sistemi bir x* noktasinda her n igin yine bu noktada kaliyorsa x* noktasina (1.1) sisteminin
denge noktasi denir. Simdi

x(n+1) = f(x(n)) (1.2)
otonom fark sistemlerini ele alalim. Burada, f :G —[J, siirekli bir fonksiyon ve G [ ox*,01.2)
sisteminin bir denge noktasi olsun. Bu durumda, f(x*)=x* esitligi saglanir.

V:0* =0 reel degerli fonksiyon olsun. V nin siirekliliginden yeterince kiigiik bir ri¢in, 0<c<r<d
olmak tizere

V kV(v), V(x)2 minV
() <makV(), V()2 min V()

esitsizlikleri yazilir. Burada "xll =r dir. V'’ nin degisimi (1.2) denklemine bagli olarak
AV(x)=V(f(x)-V(x)
seklinde tanimlanir ve buradan
AV (x(n)) =V (f (x(n))) =V (x(n))
=V(x(n+1))=V(x(n))

yazilir.

Tarmm 1. Q < 0 * olmak iizere eger
(i) Qiizerinde V siirekli ve
(ii) x, f(x)e Q iken AV(x) <0

ozellikleri gecerli ise V ye € iizerinde bir Lyapunov Fonksiyonudur denir.

Tamm 2. 0% da, x merkezli ¥ yaricaph agik kiire B(x, %)) seklinde gosterilir ve

B(x,p={ye0*| |y-x<7}
ile tammlanir. B(0, ) kisaca B(y) ile gosterilir.
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Sonuc¢ 1.Eger

i V(x*)=0 ve

ii. V(x)>0 vebir ¥>0 igin biitiin xe€ B(x*,7)
sartlar1 saglanmyorsa V fonksiyonu x* da pozitif tanimlidir.

Simdi asagida ispat1 verilen Lyapunov kararlilik teoreminin iizerinde duralim. Kolaylik icin sistem diizlemsel
alinacak ve x*=0 denge noktasi olarak kabul edilecektir.

V(g x)

X

Sekil 1. ikinci dereceden bir Lyapunov fonksiyonu.

B(9)
Sekil 2. Yiizey egrileri.
Sekil 1. V nin ii¢ boyutlu koordinat sistemindeki grafigini gosterir. Sekil 2. ise diizlemde V nin

V(x,,x,) =c seviye egrilerini gosterir. Eger, £>0 ise o zaman B(&)da V ’ nin seviye egrilerinden
birisini kapsar. Bu V(x)=¢, olsun. J, 0<J<¢ olacak sekilde ise V(x)=c,, B(J) kiiresini de
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kapsar. Eger x(n,0,x,), x,€ B(J) ile baslayan bir ¢oziimse, V(x,)<c, dir. AV <0 oldugundan (1.2)
denkleminin ¢oziimleri iizerinde V monoton artmayan bir fonksiyondur. Bu nedenle her bir n>0 igin
V(x(n))<V(x,)<c,

olurf1].

Baylece x(n,0,x,) ¢oziimii daima B(&) kiiresi iginde kalacaktir. Bu sebeple sifir ¢oziimii kararhdir.

Yukaridaki tartisma Lyapunov kararlilik teoreminin ispatina temel teskil eder. Burada nemli bir nokta da
anlagilmayi kolaylastirmak i¢in, egriler x* =0 denge noktasinin kapsandig diizlemde ¢izilmistir.

Teorem 1.(Lyapunov Kararhlik Teoremi). Eger V, (1.2) denklemi i¢in x* denge noktasinin bir
H komsulugunda Lyapunov fonksiyonu ve V', x* da pozitif tammli ise 0 zaman x* denge noktasi
kararlidir. Ayrica her f(x)e H ve x#x* igin AV(x)<O0 sarti da saglaniyorsa x* asimtotik

kararhdir. Bundan bagka eger G = H = R" ve
“x“ — oo igin V(x) = oo (1.3)

ise x* global anlamda asimtotik kararlidir[11].

Ispat. & >0, B(x*,a,) c GNH olacak sekilde secelim. f nin siirekliliginden eger xe B(x*,c,)
ise f(x)e B(x* &) saglanacak sekilde bir &, >0 vardir.0< € < @, verilsin.

¥ (e)=min{V(x)| e<|r—x¥<e}
olarak tamimlayalim. Ara deger teoremi  geregince "x— x*” < ¢ oldugun da  her zaman

Vix)<¥ (8) olacak sekilde 0 < & < £ vardir. Yani bir 0 >0 mevcuttur.

Simdi, eger x, € B(x*,d) ise her bir n 2.0 icin  x(n)e B(x*,€) oldugu goriiliir. Bu iddia dogrudur. Aksi
takdirde x,€ B(x*,0), I<r<m i¢in x(r)e B(x*,&) ve x(m+1)¢ B(x*,€) saglanacak

sekilde bir m pozitif tamsay1s1 vardir.
x(m)e B(x*,€) c B(x*,a,)

oldugunda
x(m+1)e B(x*,a,)

elde edilir. Sonug olarak
V(x(m+1)2¥(¢e)

saglanir. Ancak
V(x(m+1))<,...,<V(x,) <'¥(e)

oldugundan bu bir ¢eligkidir. Bu durum x* denge noktasinin kararliligini gosterir.

Asimtotik Kararlilygin Ispati. x,€ B(x*,8) olsun. Bu durumda, her bir n>0 igin x(n)e B(x*,€) gegerli
olur. Eger {x(n)}, x*’a yakinsamiyorsa {x(n)} ninye 0 * ya yakinsak olacak sekilde bir {x(n,.)}
altdizisi vardir. x*¢ E olacak sekilde y’ nin E c B(x*,¢;) olmak iizere bir E agik komsulugu var

V(£ ()
V(%)

fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonu her x€ E igin iyi tammli, siirekli ve A(x) <1 olarak diisiinebiliriz.

olsun. £ iizerinde tamimlanmig bir

h(x)=
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Simdi, eger N € (h(y),l) ise xe€ B(y,d) ifadesi h(x)<7 yi gerektirecek sekilde bir & >0 vardir.
Boylece yeterince biiyiik », igin

V(f(x(m)) <V (x(n,=1) <7V (x(n, - 2)) <,...<0"V (x,)
bulunur. Buradan

limV (x(n,))=0

n—eo

olur. Ancak
limV (x(r, ) =V(y)

dir. Buise V(y) =0 ifadesini verir ve sonug olarak y = x* bulunur.

Global Anlamda Asimtotik Kararlihfn Ispati. Burada tim coziimlerin simrh oldugunu gdstermek ve
yukaridaki ispati tekrarlamak yeterlidir. Bir x(n) sinirsiz ¢oziimiiniin oldugunu kabul ederek baglayalim.

Bu durumda, n, — o iken {x(ni)} —> oo altdizisi vardir. (1.3) sarti geredince, bu kabul n, — oo igin
V(x(n;)) = oo sonucunu verir. Bu da bir ¢eliskidir. Zira biitiin { ler i¢in
V(xy)>V(x(n,))

olur. Bu da istenen ispattir.

Sinirlilik iizerinde bu sonug basli basina bir 6neme sahiptir. Bu nedenle onu dikkate alarak asagidaki teoremi
verebiliriz.

Teorem 2. Eger V,{xe 0* | > O} lizerinde bir Lyapunov fonksiyonu ve (1.3) sartin1 da saglarsa (1.2)

denkleminin tiim ¢dziimleri sinirhdir.

3.Uygulamalar
Bu boliimde Lyapunov metodu kullanilarak, fark denklemlerinin kararliligini belirleyebilmek icin bazi

ornekler verilecektir.

Ornek 1: Bir ikinci mertebeden fark denklemi
ox(n—1
LZ) , ﬂ >0
1+ Ax*(n)
olarak verilsin. Bu denklem ¢ogu kez bir gecikme denklemi olarak isimlendirilir.

_(a-1)

Burada ii¢ denge noktasi vardir. Bunlar, eger o >1 ise x*=0 ve x*=+ 7 dir.

x(n+1):

¥ ()= x(n-1)
ve
y,(n) = x(n)
ifadeleri verilen denklemi asagidaki sisteme doniistiirtir:
y(n+1)=y,(n)
ax(n-1)  ay(n)
Bx*(n)+1 N 1+ By (n)

y,(n+1)=
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Burada (0,0) denge noktasinin kararliligini ele alacagz. i1k 6nce
Vi +3,)=y+Y;
ifadesinin bir Lyapunov fonksiyonu olma 6zelligini kontrol edelim. Bu fonksiyon acik olarak siirekli ve [J *

iizerinde pozitif tanimhidir.
AV (3,(n), y,(m) = y{ (n+ 1)+ y; (n+1) =y (n) = y; (n)

Boylece,
a2
AV (3,(n), y,(n) =| —————=~1|y}(n) <(a’ =1) y}(n)
[1+By3(m) ]
bulunur.

Eger @’ <1 ise AV <0dir. Bu durumda denge noktasi sadece x*=0 olur ve Teorem 1 den orijin

kararlidir. Burada

lim V(x)= —co

(B e
oldugundan Teorem 2. tiim ¢dziimlerin simirli olmasim gerektirir, y ekseni iizerindeki tiim noktalar igin
AV =0 oldugundan, Teorem 1. ile bu denklemin asimtotik kararliligi hakkinda birsey sdylenemez. Bu, fen
ve miihendislerin uygulamalarda karsilasilan pek ¢ok problemlerden biridir. Bu durumda daha ince ve daha

kesin bir analiz gerekir. Bu ihtiyag bizi La Salle Degismezlik ilkesine gotiiriir.

Lemmal.V, 0* nin G alt kiimesinde tanimli pozitif bir Lyapunov fonksiyon olsun. Bu durumda,
E={xe G| AV(x)=0}

olarak tanimlanabilir. Buna gore biz, E nin biitiin degismez alt kiimelerinin birlesimi olarak bir M kiimesi
tanimlayabiliriz.

Teorem 3(La Salle Degismezlik Tlkesi). Eger (1.1) denkleminin pozitif tanimli bir V', Lyapunov fonksiyonu
varsa her n>0 i¢in G 0¥ iizerinde (1.1) denkleminin her bir ¢6ziimii ya G de sinirsizdir ya da bir M
kiimesine yaklasir.

Ispat. G siirli ve x(n) tiim n>0 icin G de kalan bir ¢oziim olsun. Bu sartlar altinda x(n) sinirhdir. Tam
sayilarin bir { n,.} altdizisi i¢in

limx(n,)=ye G

nj—eo
oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda V(x(n)) fonksiyonu artmayan ve alttan simirli oldugundan bir ¢
sayis1 icin

lim V(x(n)) =

Bu,
lim AV (x(n)) = }li_IB[V(x(n +1))-V(x(n))]=0

sonucunu verir. AV nin siirekliliginden

1Lm”AV(x(ni)) =AV(y)

buluruz. Boylece AV(y)=0 olur. Sonug olarak ye E dir. Bu gergek bizi Q(x(n)) c E sonucuna
gotiiriir ve bu nedenle Q(x(n)) c M dir.

Diger taraftan, eger G sirsiz ise limx(n) = oo olacak sekilde simirsiz bir x(n) ¢oziimii bulmak

n—eo

miimkiindiir. Bu, eger limV (x) # oo sart1 saglaniyorsa yani V' iistten sinirl ise bu miimkiin olur.
X—00
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Ornek 2. Bir onceki Ornek 1 La Salle Degismezlik ilkesine gore yeniden alinsin. Burada iki durum
incelenecektir.

I. Durum (@’ =1): E kiimesi x ve y eksenleri iizerindeki tiim noktalardan olusur. Bu, beraberinde

farkli iki durumu gosterir:
i. (a=1): Eger y(0)=a ve ,(0)0=0 ise y(1)=0 ve y,(I)=a ve de y,(2)=a ve

¥,(2)=0 olur. Bundan dolay1 her ¢6ziim eksenlerden birinin iizerinde periyodu 2 ile baslayan

herhangi bir ¢6ziim olur ve bundan dolayr M = E dir.
ii. (a=-1): @' (a,0) ={(a,0), (0,-a), (-a,0), (O,a)} dir. Boylece her iki eksenden birinin

iizerinde baslayan her ¢6ziimiin periyodu 4 olur. Buradada M = E dir.

Bu nedenle tiim ¢oziimler ya (a,0), (—a,0), (0,a) dan birine ya da (0,—a) ya yakinsaktir. Yani sifir
¢Oziimii asimtotik kararl degildir.

IL. Durum(¢” <1): Bu durumda E, y-eksenindedir ve M ={(O, 0)} dir. Boylece tiim ¢oziimler orijine

yakinsar. Bu nedenle orijin global asimtotik kararhdir.

IMI. Durum ( o’ >1) seklinde ifade edilir. Bu halde ¢oziimiin kararliligini belirlemede La Salle
degismezlik ilkesi bize yardimci olamaz. Bagka bir ifadeyle kararlilik belirlenemez.
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