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E}de, CAYLEY FORMULU VE BAZI UYGULAMALARI
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Ozet

R,3 uzayinda bir E’/\ &5= S.gf)l esitligini gercekleyen semi antisimetrik
matrisi elde edildi. Dolayisiyla, matris ile vektor eslenmis oldu. Bu semi

antisimetrik matristen yararlanilarak, R13 de Cayley formiilii elde edildi. Rl3 de,
s vektorii (ekseni), bir timelike egrinin egrilikler matrisine kargilik gelen vektor

secilerek, semi ortogonal matrisi bulundu. Bu matrisinin 6zel durumu igin, R12
hiperbolik diizlemdeki, semi ortogonal donme matrisi elde edildi. Ayrica,

3. . . L ST
R1 deki semi ortogonal matrisin s eksenini invaryant biraktig1 gosterildi.

1.Temel Kavramlar

Tamm 1.1 Rl3 Lorentz uzayinda A~ = €A € esitligini saglayan A matrisine,

semi ortogonal matris denir. Buradaki igsaret matrisi, bir kosegen matris olup, ilk
bileseni -1 ve diger iki elemani 1 dir [1].

Tanim 1.2 S’ =S¢ esitligini saglayan S matrisine, Lorentz anlaminda
antisimetrik matris denir.

0 & —b
S=lc 0 —a|matrisi S" =—-&S€ sartini sagladigindan Lorentz
-b a 0

anlaminda antisimetrik matristir. Ayrica § <> Y= (a,b,c) ise S.y =[0];,, dir
[1].
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Tamm 1.3 ¥'= (X, %5,%3), y=(¥,,¥5,¥3) € R’ gibi iki vektdriin Lorentz
anlaminda, standart i¢ ¢carpimu;
<>:RxR’>— R

(B’ﬁ) —></e’§’)>:_x1)’1 X, ), T4,

bi¢iminde tanimlanir. Eger ¥= jf ise ”ﬂ' = 1[|< E,E >| esitligine, x vektoriiniin

normu denir[1].

Tamm 1.4 § = (x,5,2), Y= (a,b,c) gibi iki vektoriin, Lorentz anlaminda

vektorel carpimi,

Yab= (yc—bz,xc —az,ay —bx)
bi¢iminde tanimlanir. yye kargilik gelen matris S ise S.{7’= EI/\ b’ dir.

Teorem 1.1 M; (n 23) bir Yari Riemann manifoldu ve ' : R——-)M:

diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasindaki Frenet
vektorleri, 1V,,V,,A ,V"} ve £_, = g(V,,V.) olmak iizere, Frenet vektorleri ve
tirrevleri arasindaki ilisgki, asagidaki gibidir [2].

@ D,V, =KV,
(i) DV, =-€,,&,, kiVi +k Vi, U<i<n)
(i) DV, =—-€,,€,, k,,V,,

Eger @ Lorentz manifoldunda timelike( zaman benzeri) egri ve n=3 ise bu

durumda, & nin Frenet vektor alanlari ; V, zaman benzeri vektor alami, V, ve V,

uzay benzeri vektor alanlaridir. Buna gore, £, =—1,€, =1,&, =1olacaktr. Bu

durumda Frenet denklemlerini asagidaki gibi yazabiliriz.

Dv,Vl =k\V,. Dvlvz =kV, +k,V;, DV,V3 =—k,V,
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2 LORENTZ UZAYINDA CAYLEY FORMULU

2.1 S Semi Antisimetrik Matrisinin Belirlenmesi
Vabiosh
esitligini saglayan S matrisini bulalim. YA d=(cv-bw,uc—aw,av-bu)

x y zlu
s.h=|k I m|v =(xu+yv+zwku+lv+mw,eu+ fv+ gw)
e f glw
Sab=5&
esitliginin saglanmasi igin,
Ou+cv-bw = xu+yv+zw = x=0 y=c z=-b

ku+lv+mw = k=c [=0 m=-a

cu+0v—aw

-bu+av+0w = eu+fv+gw = e=-b f=a g=0
0 ¢ —-b
sartlar1 saglanmalidir. Bu durumda S matrisi S =| ¢ 0 —a | dir.
-b a O

Teorem 2.1 S Lorentz anlaminda antisimetrik bir matris ve S ile birlestirilmis
vektor, § = (a,b,c) olsun. s spacelike bir vektor ise S nin 6z degerleri 0,-1 ve 1 dir.

ispat: S nin 6z denklemini bulalim.

det(S-AI)=0

-2+ +b*+cH)A=0

-A+1=0

-AAF-1)=0

son denklemden; A = 0,/1 = —1,/1 =1 elde edilir. Eger s timelike bir vektor ise bu
durumda, 6z denklem A’ + A =0 bulunur. Buradanda A =0,4 = —i,A =i elde

edilir.
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2.2 Lorentz Uzayinda Cayley Formiilii

Teorem 2.2 ,Q, ﬁ};e R,3 ; A€ SO(3,1) ve S de ayni mertebeden bir semi

antisimetrik matris olsun.

(i) Eger A, -1 6z degerine sahip degilse, bu durumda A matrisine karsilik gelen semi
antisimetrik matrisi .S,

S = (A—I)(A+I)_l
dir.

(ii) Eger S, -1 6z degerine sahip degilse, bu durumda S ye karsilik gelen pozitif semi
ortogonal matrisi A,

A=(I-S)"U+S)
dir.

Ispat:
(i) Orijin etrafinda bir Lorentziyen bir donme hareketi,
y=Ax,Ae SO3,)
formunda verilir [3]. Bir donme hareketinde uzakliklar degismeyeceginden

<£§4L=<ﬁ§4L

dir. Ayrica,

<§—f,§)+k’>|L =<§»’,§>|L+<§),k’>|L—<32’,§>|L—<k),§)>h
<§—§,§+¥>]L =<§,§>|L—<¥,§>|L
B_RPL 0o o

dir. f= y—k’ve g= %—k’ denirse,
<f.g>,=0

elde edilir.

f=bV-¥=ax-x=4-Dx
.1

g= y+}}:Ax+x:(A+I)x
2.2)
(2.2) denkleminde, A nin 6z degeri -1 den farkli oldugu durumlarda, (A+ 1)~

vardir.
O halde, bu sart altinda x ¢ekilir ve (2.1) denkleminde yerine yazilirsa,

f=(A-D(A+D) g

bulunur.
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S:(A—I)(A+[)wl (2.3)
denirse, f=S.g elde edilir.

(2.3) denklemindeki S matrisinin Lorentz anlaminda antisimetrik oldugunu

gosterelim. Bunun igin, S” = —&S€ esitliginin dogru oldugu gosterilmelidir.
(A+DS =(A+DjA-D(Aa+ D]
(A+1)S=A-1

STA+I) =AT -1
ST(A+ 1) (Ae) = (AT - I)(éA¢€)
ST(A"eAe + eAg) = AT (Ag) - eAe
ST(e’ATeAe + eAe) = €’ AT eAe — eAe
ST(e(eAT€)Ae + eAg) = e(eAT€)Ae — eAe
ST(eA™Ae + eAe) = A" Ae — eAe
ST (ele + eA€) = ele - eAe
ST(I+eAe)=1-eAe
ST(I+eAe)I +eAe)™ = (I - eAe)(I + Ae)™
ST =(ec - eAe)(ee + eAe)™!
=[e(1 - A)ele(1 + A)e]
ez - Aelle a+a)e "
=e(I-A)(ee™)I+A)" e
=e(I-A)(I+A)" e
=—e(A-I)(I+A) "¢ ;e =¢

dir. Verilen esitlik dogrulandigi i¢in (i) sikkinin ispati tamamlanur.

(i1) Simdi, Lorentz anlaminda bir S antisimetrik matrisi verildiginde, A pozitif semi
ortogonal matrisini bulalim. Bunun igin, (2.3) denkleminden A matrisini ¢ekersek,

S(A+D)=(A-1)NA+D)"'(A+])
S(A+I)=(A-1)

SA+S=A+1

SA-A=-S-1
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A-SA=1+S
(I-S)A=1+S ;det(I-S)#0
A= -85)"UI+S)

(2.4)

bulunur.
Tanmim 2.1 (Cayley doniisiimii) S 6zdegeri -1 den farkli bir antisimetrik matris

olsun.
f:50(3,))——>SO(3,1)
S ——=f(S)=A=(I-8)"'UI+S)
bi¢iminde tanimlanan f doniisiimiine S matrisinin Cayley doniisiimii denir. Burada

so(3,1) ve SO(3,1) sirastyla, 3x3 tipindeki Lorentz anlaminda antisimetrik ve semi
ortogonal matrislerin uzayidir.

2.3 Lorentz Uzayinda Cayley Formiiliiniin Bazi Uygulamalari

1) S, Tamim 1.2 ile verilen matris olsun. Bu durumda, A semi ortogonal matrisi S
nin Cayley doniisiimiinii hesaplamak suretiyle bulunur.

A=det(I -S)=1+a*-b*-c?,
l1+a®> c—ab —-ac-b
(I-8S)"'=A"ab+c 1-b* -a-bc

ac-b a-bc 1-¢*

dir.—a® +b* + ¢* =1, oldugunda formiil gegerli degildir. Bu durumda, S

matrisini degisik formda almaliyiz. — a*+b*+c’ #1 oldugu durumlar i¢in, A
semi ortogonal matrisini bulalim.

A=I-85T"U+S)
l+a* c—ab —-ac-b|[ 1 ¢ -b
=A'lab+c 1-b* —-a-bcl|l ¢c 1 -a

ac-b a-bc 1-¢* ||-b a 1

l+a*+b*+¢? 2(c — ab) —2(ac +b)
A=A"l  2@ab+c) 1-a*-b*+¢> -2(a+bo)

2(ac - b) 2(a—bc) l1-a*+b*-¢?

(2.5)
elde edilir. (2.5) denklemindeki S <> V= (a,b,c) ekseni, timelike vektor

segildiginde,bu formiil her zaman gegerlidir. Ciinkii, det(/ —S) # O dir. Fakat
Sol= (a,b,c) spacelike vektor ise ”ﬂ’ # 1 olmasi halinde gegerlidir.
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2) ES de timelike bir egrinin egrilikler matrisi S olsun. Bu durumda, (2.5)

denkleminde,a = —k,,b =0, ¢ = k, alinirsa,

1+k’ +k; 2k, 2k k,
S T
1+k"+k; 3 w3
2k k, 2k, 1-k7 k]
(2.6)
bulunur.

3) (2.5) denkleminde, a =b =0 ve ¢ #1 olsun. Bu durumda,

l+¢*  2¢ 0

A= " ! 5 2¢c  1+c? 0
-c
0 0 1-c?
(142 2c O_
1-c? 1-¢*
A=| 2c 1+c?
1-c2 2 0
- l1-c
| 0 0 1]
bulunur.
2
sinh @ = 26 denirse, cosh @ = s olur. Son iki esitligin kullamimastyla,

2 2

1+o -t
A matrisi asagidaki gibi yazilir.

coshd sinh@ O
A=|sinh@ cosh@ O
0 0 1

Bu matris z eksenini sabit biraktigindan; A matrisi z spacelike ekseni boyunca
Lorentz anlaminda & kadar donmeye kargilik gelir.

Teorem 3.1 (2.5) matrisi y= (a,b,c) vektoriinii (eksenini) invaryant birakir.
ispat: Dogrudan bir hesaplamayla,
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[1+a%+b* +c? 2(c—ab) —2(ac+b) |a
As=A" 2(ab+¢) 1-a*-b*+¢* —2(a+bc) | b
2(ac-b) 2(a-bc) 1-a*+b*-c?|c

Fa+a3 +ab® +ac’ +2bc—2ab* - 2ac* - 2bc
=A"| 2a*b+2ac+b-ba* -b* +bc* - 2ac-2bc?
2a*c-2ab+2ab-2b*c+c—a’c+b’c-¢’

a+a’—ab®-ac’
=A" b-b’ +ba® —bc®
c—c’+ca®—ch?
a(l+a*-b*-c?)
=A"b(l+a’-b*-c?)
c(l+a*-b*-c?)

As= [a b c]T
As=s
bulunur.
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B. BUKCU*

3 ; - . .
Abstract. In the space R1 , the matrix satisfying the S&j = E‘}A 5 is btained.
So we can considered matrix insead of vector. By using this semi skew

. . ' : . p3 ;
smymetric matrix, Cayley Formula is obtained in Rl , and so we have a semi

3 3 ; ;
orthogonal matrix. In Rl the vectors being chosen as a vector corresponding to

the matrices of curvatures of a timelike curve, a semi orthogonal rotation
matrix is obtained for a special case of this matrix. Also, it is shown that the

‘ .. p3 L
semi orthogonal matrix in Rl leaves the axis s invariant .

Keywords: Cayley Formula, Lorentz Space, Timelike curve
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