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EI3 de, CAYLEY FORMULU VE BAZI UYGULAMALARI

B.BUKCU

Ozet

RI3 uzayinda bir !! A !iJ = S.!iJ esitligiru gercekleyen semi antisimetrik

matrisi elde edildi. Dolayisiyla, matris ile vektor eslenrnis oldu. Bu semi

antisimetrik matristen yararlarularak, R? de Cayley forrnulu elde edildi. RI3 de,
s vektoru (ekseni), bir timelike egrinin egrilikler matrisine karsihk gelen vektor

?
secilerek, semi ortogonal matrisi bulundu. Bu matrisinin ozel durumu icin, R1-

hiperbolik duzlerndeki, semi ortogonal donrne matrisi elde edildi. Aynca,

RI3 deki semi ortogonal matrisin s eksenini invaryant biraktigi gosterildi.

I.TemeI Kavramlar

Tamm 1.1 RI3 Lorentz uzayinda A -I = £AT E esitligini saglayan A matrisine,
semi ortogonal matris denir. Buradaki isaret matrisi, bir kosegen matris olup, ilk
bileseni -1 ve diger iki elernaru 1 dir [1].

Tamm 1.2 ST = -ESE esitligini saglayan S matrisine, Lorentz anlarnmda
antisimetrik matris denir.

~ =o~1mold" S' = -ESE sartim sagladigindan Lorentz
S =r ~

-b

anlammda antisimetrik matristir. Aynca S H!! = (a,b,c) iseS.¥ = [0]3xl drr

[1].
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Tamm 1.3 .¥ = (xl'x2' x3), Y = (y, 'Y2' y) E R3 gibi iki vektorun Lorentz
anlarnmda, stand art ic carprrm;

R3xR3
---~<,> : R

(f,g) <f>,g>=-xly, +XZY2 +X3Y3

bicirninde tamrnlarur. Eger l'= Y ise II~I= JI< r, r >1 esitligine, x vektorunun

normu denir[ 1].

Tamm 1.4 t' = (x, Y, Z), ¥ = (a,b,c) gibi iki vekrorun, Lorentz anlarrnnda
vektorel carpurn,

¥ 1\ t' = i yc=br.xc+az.ay=bx)
bicirninde tarumlarnr. ¥ ye karsihk gelen matris S ise S.t' = ¥ 1\ t' dir.

Teorem 1.1 M; (n ~ 3 ) bir Yan Riemann manifoldu ve a: R----7 M ;
diferensiyellenebilir bir egri olsun. Egrinin herhangi bir noktasmdaki Frenet

vektorleri, {VI' V2 ,A ,Vn} ve e, = g (Vi' V;) olrnak tizere, Frenet vektorleri ve
turevleri arasindaki iliski, asagidaki gibidir [2].

(ii) DVYi = -Ei-2Ei-, ki-lV;-1 + kYi+I' (l<i<n)

(iii) D; Vr = - E r_2E r-I k..; Vr_1I

Eger a Lorentz manifoldunda timelike( zaman benzeri) egri ve n=3 ise bu

durumda, a nm Frenet vektor alan Ian ; VI zaman benzeri vektor alarn, V2 ve V3
uzay benzeri vektor alanlandir. Buna gore, Co = -l,ci = 1,c2 = Lolacaktir. Bu

durumda Frenet denklemlerini asagidaki gibi yazabiliriz.

236



oru Fen Bilimleri Enstitusu

8. Sayi Temmuz 2005

£13 de, Cayley Formulu ve Bazt Uygulamalan

B.BOKCO

2 LORENTZ UZA YINDA CAYLEY FORMULU

2.1 S Semi Antisimetrik Matrisinin Belirlenmesi
1'1\J) = SJ)

esitligini saglayan S matrisini bulalim. l'1\J) = (cv - bw, ~c - aw, av - bu)

S M=[: J ; L]= (xu + yv+ zw.ku +lv+mw,eu + fo+ gw)

1'1\J)=SJ)
esitliginin saglanmasi icin,

Ou+cv-bw = xu+ yv+zw ~ x=O y=c z=-b
cu+Ov-aw ku+lv+mw ~ k=c 1=0 m=-a

-bu+av+Ow eu+ Jv+ gw ~ e=-b f=a g=O

sartlan saglanrnahdir. Bu durumda S matrisi S = [ ~
-b

c
o
a

Teorem 2.1 S Lorentz anlammda antisimetrik bir matris ve S ile birlestirilrnis
vektor, l'= (a,b,c) olsun. s spacelike bir vektor ise S nin OZ degerleri 0,-1 ve 1 dir.

ispat: S nin OZ denklemini bulalim.

det(S -).I) = 0

_).3 + (_a2 + b2 + c2»). = 0

_).3 +). = 0

- ).().2 -1) = 0
son denklemden; ). = 0,). = -1,). = 1 elde edilir. Eger s timelike bir vektor ise bu

durumda, oz denklem ).3 +). = 0 bulunur. Buradan da ). = 0,). = -i,). = i elde
edilir.
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2.2 Lorentz Uzaymda Cayley Formiilii

Teorem 2.2 f,~,bE R,3 ; A E 50(3,1) ve S de ayru mertebeden bir semi
antisimetrik matris olsun.

(i) Eger A, -1 oz degerine sahip degilse, bu durumda A matrisine karsihk gelen semi
antisimetrik matrisi S,

S=(A-I)(A+lr'
d,r.

(ii) Eger S, -1 oz degerine sahip degilse, bu durumda S ye karsihk gelen pozitif semi
ortogonal matrisi A,

A=(/-Sr'(/+S)
drr,

ispat:

(i) Orijin etrafmda bir Lorentziyen bir donme hareketi,
y = Ax,AE 50(3,1)

formunda verilir [3]. Bir donrne hareketinde uzakhklar degismeyeceginden

< .tt'>/L = < f, f >/L
dir. Aynca,

< f -1', f + l'>/ L = < f,f >/ L +< f,l'>/ L - < 1',f >/ L - < 1',l'>/ L
< ~-1'j' + l'>/ L = < ~,~ >/ L - < 1',l'>/ L
< ~-f,~+f>/L =0

dir. j = y -1' ve g = y +1' denirse,

< j,g >/L =0
elde edilir.

(2.1)
j = y -1' = Ax - X = (A -I)x

g = y +1'= Ax + X = (A + I)x
(2.2)

(2.2) denkleminde, A run oz degeri -1 den farkh oldugu durumlarda, (A + I)-I
vardir.
o halde, bu sart altmda x cekilir ve (2.1) denkleminde yerine yazihrsa,

j=(A-I)(A+lr'g
bulunur.
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s = (A - I)(A + Ir' (2.3)

denirse, j=S.g elde edilir.

(2.3) denklemindeki S matrisinin Lorentz anlarnmda antisimetrik oldugunu

gosterelirn. Bunun icin, ST = -eSE esitliginin dogru oldugu gosterilrnelidir.

(A + I)S = (A + I)kA -I)(A + I)-I J
(A + I)S = A - I

ST(A+I)T =AT-I

ST (A + I)T (mE) = (AT -1)(mE)

ST (AT mE + mE) = AT (mE) - mE

ST (E2ATmE + mE) = E2ATmE - mE

ST (E(mT E)AE + mE) = E(mT E)AE - mE

ST (m-IAE + mE) = m-IAE - mE

ST (EIE + mE) = EIE - mE

ST (l + mE) = I - mE

ST (l + mE)(l + mE)-1 = (l- mE)(l + mErl
ST = (EE- mE)(EE + mE)-1

= [E(l- A)E ][c(l + A)E]

=[c(l- A)E ][E-I (l + A)E-I tI"
= E(l- A)(EE-I)(l + A)-' E-I

= E(l- A)(l + A)-' E-I

= -E(A - I)(l + A)-I E ;E-I = E

ST=-eSE

dir. Veri len esitlik dogrulandigi icin (i) sikkmm ispati tarnamlarur.

(ii) Simdi, Lorentz anlarnmda bir S antisimetrik matrisi verildiginde, A pozitif semi
ortogonal matrisini bulalrm, Bunun icin, (2.3) denkleminden A matrisini cekersek,

SeA + I) = (A -I)(A + I)-I (A + I)

S(A+I)=(A-I)

SA+S =A+I

SA-A=-S-I
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A-SA= I +S
(l- S)A = I + S ;det(l- S):;i: 0
A=(l-S)-'(l+S)
(2.4)
bulunur.
Tamm 2.1 (Cayley donusumu) S ozdegeri -1 den farkh bir antisimetrik matris
olsun.

I: so(3,1)---7S0(3,l)

S ---7 I(S) = A = (l-Sr'(l + S)
biciminde tarumlananj donusumune S matrisinin Cayley donusumu denir. Burada
sot 3, J) ve SOC3, J) srrasiyla, 3x3 tipindeki Lorentz anlarnmda antisimetrik ve semi
ortogonal matrislerin uzayidir.

2.3 Lorentz Uzaymda Cayley Formiiliiniin Bazi Uygulamalan

1) S, Tamm 1.2 ile veri len matris olsun. Bu durumda, A semi ortogonal matrisi S
nin Cayley donusumunu hesaplamak suretiyle bulunur.

L1= det(l - S) = 1+ a2
- b2

- e2
,

(/ -Sri = K'[~:::
ac+b a-be

c +ab

1-b2
-ae-bl
+a+bc

1-e2

dir, - a' + b2 + e2 = 1, oldugunda forrnul gecerli degildir. Bu durumda, S

matrisini degisik formda almahyiz. - a2 + b2 + e2 :;i:1 oldugu durumlar icin, A
semi ortogonal matrisini bulahm,

A=(/-S)-'(/+S)

[,+a' e-ab -ac-1' e -bl= ~-' ab+c 1-b2 - a +bc e 1 -a
ac+b a-be 1- e2 +b a 1

[' + a' + b' + c'
2(e-ab) - 2(ac+ b) 1

A=~-' 2(ab+e) 1-a2-b2+e2 -2(a+be)
2(ae-b) 2(a - be) 1-a2 +b2 _e2

(2.5)
elde edilir. (2.5) denklemindeki S H ¥ = (a,b,e) ekseni, timelike vektor

secildiginde.bu forrnul her zaman gecerlidir. Cunku, det(/ - S) :;i:0 drr, Fakat

S H ¥ = (a,b,e) spacelike vektor ise "~I:;i: 1 olmasi halinde gecerlidir.
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2) EI3 de timelike bir egrinin egrilikler matrisi S olsun. Bu durumda, (2.5)

denkleminde, a = -k2' b = 0, c = k, almirsa,

[

1+kI2 +k;
A= 1 2k

l+e+e 1
1 2 2kk

1 2

(2.6)
bulunur.

3) (2.5) denkleminde, a = b = 0 ve C f:. 1 olsun. Bu durumda,

I [1+Cl 2c

• J
A=-- 2c 1+c2

l-c2

0 0

1+c2 2c
0

l-c2 l-c2

A= 2c 1+c2

0
l-c2 l-c2

0 0 1
bulunur.

. 2c 1+ c2

sinh e = --2 denirse, cosh e = --2 olur. Son iki esitligin kullamlmasiyla,
l+c l-c

A matrisi asagidaki gibi yazrhr.

[

cosh e
A = sin; e

sinh e ~lcosh e
o

Bu matris z eksenini sabit birakngmdan: A matrisi z spacelike ekseni boyunca

Lorentz anlarmnda e kadar donrneye karsilik ge!ir.

Teorem 3.1 (2.5) matrisi ¥ = (a,b,c) vektorunu (eksenini) invaryant birakrr.

ispat: Dogrudan bir hesaplarnayla,
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[

1+a2+b2+e2 2(e-ab)
AS=~-l 2(ab+e) l-a2-b2+e2

2(ae -b) 2(a -be)

- 2(ae + b) lral
-2(a+be) b

l-a2+b2-e2 e

[

a + a3 + ab' + ac' + 2be - 2ab2 - Zac' - <.
=KI 2a2b+2ae+b-ba2 _b3 +be2 -2ae-2be2

2a2e- Zab+ 2ab - 2b2e+e- a2e +b2e _e3

= ~_l[:::::::: =;;:l
e-e3 +ea2 -eb2

[

a(1+a2 _b2 -e2)l
=~-l b(1+a2 _b2 _e2)

e(1+a2 _b2 _e2)

As = [a b eY
As=s

bulunur.
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Abstract. In the space Rl3 , the matrix satisfying the StV = ¥ /\ tV is btained.

So we can considered matrix insead of vector. By using this semi skew

smymetric matrix, Cayley Formula is obtained in Rl3 , and so we have a semi

orthogonal matrix. In Rl3 the vectors being chosen as a vector corresponding to

the matrices of curvatures of a timelike curve, a semi orthogonal rotation
matrix is obtained for a special case of this matrix. Also, it is shown that the

semi orthogonal matrix in R? leaves the axis s invariant.
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