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Tarihsel ge¢misi, bicimsel ve bilissel dogasiyla 'matematigin kraligesi' olarak kabul
edilen sayilar teorisi, matematiksel kavramlarin gelisimine ve problem ¢6zmeye ¢ok
6nemli katkilarda bulunmaktadir. Bu arastirmanin amaci, 6grencilerin sayilar
teorisinin bazi kavramlariyla ilgili hata ve kavram yanilgilarmi, soyutlamanmn
indirgenmesi  perspektifinden analiz etmektir. Soyutlamanin indirgenmesi,
ogrencilerin kavramlarm smifta tanitildigi diizeyden daha diisiik bir soyutlama
diizeyinde ¢alisma egilimlerini inceleyen teorik bir gergevedir. Calisma grubu, N.E.U.
AXK. Egitim Fakiiltesi [lkdgretim ve Ortadgretim Matematik Ogretmenligi
boliimlerinde 6grenim goren 136 matematik Ogretmeni adayindan olusmaktadir.
Veriler arastirmacilar tarafindan gelistirilen sayilar teorisi soru formundan ve yari
yapilandirilmis  6grenci miilakatlarindan toplanmistir. Soyutlamanin  indirgenmesi,
zorunlu olarak kavram yanilgilar1 veya matematiksel hatalarla sonuglanan zihinsel bir
siire¢ olarak anlasilmamalidir. Ancak bu arastirmada, bu teorik ger¢evenin 6grencilerin
hatalarini ve kavram yanilgilarini analiz etmek igin de kullanilabilecegi gosterilmistir.

Number theory as the ‘queen of mathematics” with its history, formal and cognitive
nature, makes significant contributions to the development of mathematical concepts
and problem-solving. The aim of this research is to analyse the students” errors and
misconceptions related to some concepts of number theory from the perspective of
reducing abstraction. Reducing abstraction is a theoretical framework that examines
students’ tendency to work at a lower level of abstraction than the one which the
concepts are introduced in class. The study group consists of 136 pre-service
mathematics teachers from the Primary and Secondary Mathematics Teacher Education
departments of N.E.U A.K. Faculty of Education. The data were collected from the
number theory question form which is developed by the researchers and semi-
structured student interviews. Although reducing abstraction should not be understood
as a mental process which necessarily results in misconceptions or mathematical errors,
in this research, we show that this theoretical framework can also be used to analyse
the students’ errors and misconceptions.
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Sayilar Teorisiyle Ilgili Hata ve Yanilgilarin Soyutlamanin Indirgenmesi Teorik Cercevesinde Incelenmesi
(Analysis of Errors and Misconceptions About Number Theory Through the Theory of Reducing Abstraction)

* Bu makale Saban Can SENAY'1n “Matematik Ogretmen Adaylarinin Sayilar Teorisine Yonelik Soyutlamay: indirgeme Egilimlerinin Diisiinme Stilleri ve
Matematik Oz Yeterlikleri ile iligkisinin incelenmesi” isimli doktora tezinden {iretilmis olup ilk hali Uluslararasi Matematik ve Matematik Egitimi
kongresinde (ICMME 2019) sozlii bildiri olarak sunulmustur.

1. GIRIS

Glintimiizde yiiksek aritmetik olarak da adlandirilan, tam sayilarin ve o6zellikle de pozitif tam sayilarin
gizemli 6zellikleri {izerine kurulmus olan sayilar teorisi bilimlerin temeli olan matematigin en eski dalidur.
Biitlin zamanlarin en biiyiik matematikgisi olarak kabul edilen Gauss, sayilar teorisi i¢in su meshur ifadeyi
kullanmistir: “Matematik bilimlerin prensi, ancak sayilar teorisi de matematigin prensidir.” (Senay, 2007,
s.1). Bununla birlikte, bilissel ve formel yapisi, aritmetik ve cebirle iliskisi, bilgisayar bilimleri ve kriptoloji
gibi bir¢ok uygulama sahasi olmasindan dolayi sayilar teorisi matematik egitiminde de iizerinde 6zellikle
durulmasi gereken bir alandir.

[lk ve ortadgretim matematik dersi 6gretim programlarindaki (Milli Egitim Bakanligi [MEB], 2018a, 2018b)
sayilarla ilgili kazamimlar dikkate alindiginda, 6gretmen adaylarinin sayilar teorisi kapsamindaki kavram
ve teoremleri algilayislarinin, alan bilgilerinin gekillenmesi, matematigi dogru olarak anlayabilme ve
anlatabilmeleri i¢in ne kadar 6nemli oldugu daha iyi goriilecektir. Zaskis ve Campbell (2011) da sayilar
teorisinin temel kavramlarinin her yastan dgrenicilerin matematiksel yap1 ve prensipleri kesfedebilmesi
i¢in ulasilabilir bir zemin hazirlamasindan dolay1 bu kavramlarin 6gretmenlerin matematigi derinlemesine
aktarabilmelerine katki saglayacagin ifade etmislerdir.

Matematik 6gretmenlerinin alan bilgisi i¢in 6nemine ragmen yakin zamana kadar matematik egitimi
arastirmalarinda sayilar teorisine kisitl yer verilmistir. Bu ¢alismalarin bir kisminda da elementer sayilar
teorisi kavramlarinin sadece farkli sorunlarin arastirilmasi igin matematiksel bir igerik olarak kullanildig:
goriilmektedir (Zaskis & Campbell, 2011). Ornegin, Martin ve Harel (1989) béliinebilme kavram iizerinden
Ogretmen adaylarinin matematiksel ispatla ilgili anlayislarini, Lester ve Mau (1993) da asal ¢arpan kavrami
tizerinden ilkdgretim 6gretmen adaylarinin problem ¢6zme becerilerini incelemislerdir. Papadopoulos ve
Iatridou (2010) ise, dgrencilerin problem ¢ozerken kullandiklar1 matematiksel modellemeleri incelemek
icin dikdortgenin alam ile ilgili geometrik bir problemi, 6grencilerden Diofanten denklemleri kullanarak
modellemelerini istemistir. Yapilan c¢alismalarin bazilar1 da elementer sayilar teorisi kavramlarinin
anlagilmasi ve iligkilendirilmesi iizerinedir. Ornegin Ball (1990), ilkégretim ve ortadgretim 6gretmen
adaylarinin bolme kavramini anlayiglarini; Zazkis ve Campbell (1996), 6gretmen adaylarinin dogal sayilarm
béliinebilirligini ve carpimsal yapisim: anlamalarini; Bolte (1999), 6gretmen adaylarinin kavram haritalarin
kullanarak asal ¢arpan, bolen, béliinebilme gibi sayilar teorisi kapsamindaki 20 terimi iliskilendirmelerini;
Smith (2002), lisans Ogrencilerinin kongriianslar ile ilgili anlayislarini; Zazkis ve Liljedahl (2004) de
ilkogretim 6gretmen adaylarinin asal say: kavramini nasil algiladiklarm incelemiglerdir.

Matematiksel kavramlarin soyutlugu ve birbirleriyle olan karmasik iligkisi, kisilerin matematigi
Ogrenirken zorlanmalarina, kavramlar: yanlis anlamalarina ve zihinlerinde yanlis yapilandirmalarina yol
a¢maktadir. Matematik 6grenimi ile ilgili yasanan giigliikler sonucunda ortaya ¢ikan “kavram yanilgilar1”
ve “hatalar” da bu baglamda degerlendirilmelidir (Bingolbali ve Ozmantar, 2012). Arastirma sonuglarina
gore matematiksel kavram yanilgilar1 ve hatalarin, dgrencilerin uzun vadeli matematik 6grenmeleri
tizerinde Onemli etkileri bulunmaktadir (Nesher, 1987). Bu nedenle, kavram yanilgilarinin ve hatalarin
tanimlanmasi ve diizeltilmesi kritik dneme sahiptir.

1.1. Soyutlamanin indirgenmesi Teorisi

Matematiksel bir kavramin nasil anlasildigi, hangi siireclerden gecerek anlamli hale geldigi veya
matematiksel bilginin yapilandirilmas: siirecinde nelerin etkili oldugu gibi sorularin cevab: matematiksel
soyutlama kavraminin i¢inde yatmaktadir. Soyutlamanin matematik 6grenimindeki bu 6neminden dolay1
matematik egitimcileri bir¢ok farkli agidan bu konuyu incelemis, tartismis ve soyutlamayla ilgili cesitli
teoriler gelistirmislerdir. Bunlardan biri olan soyutlamamn indirgenmesi teorisi (Reducing abstraction
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theory), ilk olarak Hazzan (1999) tarafindan, lisans 6grencilerinin soyut cebir kavramlarim algilayislarin
agiklamak icin gelistirilmis ve genellikle de ileri matematiksel diisiinceyle ilgili alanlar (bilgisayar bilimleri
gibi) ve lisans seviyesindeki matematik konular: ile iliskilendirilmis (Hazzan, 2001, 2003a, 2003b;
Raychaudhuri, 2014; Senay & Ozdemir, 2014) bir teoridir. Soyutlama seviyesinin indirgenmesi (kisaca
soyutlamamn indirgenmesi) teorisi 0grencilerin, karsilastiklari kavramlarin gerektirdigi soyutlamadan veya
uzmanlarin (0gretmenler, matematikgiler vb.) kendilerinden beklediginden daha diisiik bir soyutlama
seviyesinde calisma egilimlerine dayandirilabilir. Soyutlama seviyesinin indirgenmesi ayni zamanda,
Ogrencinin karsilastigi yeni kavramlarin tistesinden gelebilmek igin gesitli yollar bulmasmin da
gostergesidir. Ogrenciler bu yollarla, kavramlari zihinsel olarak erisilebilir hale getirip onlarla diisiinebilir
ve biligsel olarak ele alabilirler. Soyutlamanin indirgenmesi teorisi, literatiirdeki soyutlama ile ilgili farkh
yorumlardan hareketle gelistirilmis {i¢ alt temadan olusmaktadir. (Hazzan, 1999, 2001). Asagida,
soyutlamanin indirgenmesi teorisinin alt temalar1 6rneklerle agiklanacaktir.

1.1.1. Diisiiniilen nesne ile onu diisiinen insan arasindaki iliskinin kalitesi bakimindan
soyutlamanmn indirgenmesi

Soyutlamanin indirgenmesi ile ilgili bu alt tema, Wilensky” nin (1991) “herhangi bir seyin soyut ya da
somut olmasi, o seyin dogal bir 6zelligi olmay1p kisi ile o sey arasindaki iligkinin niteliginden kaynaklanir”
iddiasindan hareketle gelistirilmistir. Buna gore, her kavram ve her kisi i¢in ikisi arasindaki énceki iliskiyi
yansitan farkli bir seviyedeki soyutlamay1 gozleyebiliriz. Bir kisi bir nesneyle ne kadar ¢ok bag kurmussa
bu nesneyi o kadar daha somut (veya daha az soyut) hisseder. Bu bakis agis1, baz1 6grencilerin zihinsel
siireclerindeki tanudik olmayan bir diislinceyi daha tarudik yapma veya soyutu somut yapma egilimlerini
yansitmaktadir (Hazzan, 1999). Ornegin, (1001)2+ (11)2iglemi, ilkokuldan beri bildigimiz “eldeli toplama”
yaklagimu ikilik sistemde kullanilarak dogrudan hesaplanabilir fakat verilen sayilar: ilk 6nce kendisinin
alisik oldugu onluk sisteme cevirip sonrasinda toplama islemini yapma egiliminde olan bir 6grenci,
soyutlama seviyesini indirgemistir.

1.1.2. Siire¢-nesne ikiliginin yansimast bakimindan soyutlamanin indirgenmesi

Soyutlamanin indirgenmesi ile ilgili bu alt tema, matematik egitiminde kavramlarin zihinsel
yapilandirilmasina iliskin bazi teorilerde Onerilen siire¢c—nesne ikilig¢ine dayamir. Bu ikilige dayanan
teorilerde (APOS teorisi gibi), matematiksel diistincelerin, siire¢ olarak kavranisi ile nesne olarak kavranisi
birbirinden ayrilir ve matematiksel bir kavramin bir siire¢ (ardisik islemler) olarak kavranmasinin nesne
olarak kavranmasindan dnce ve daha az soyut oldugu belirtilir. Bu teorilerden hareketle, matematiksel bir
kavramin siire¢ olarak kavranisi, nesne olarak kavranisindan daha diisiik bir seviyede soyutlama (yani
soyutlamarn indirgenmesi) olarak aciklanabilir (Hazzan, 1999).

Soyutlama seviyesinin indirgenmesi ile ilgili bu tema aym1 zamanda (a) boliimiinde agikladigimiz temayla
da iliskilidir ¢linkii kisi ilk basta siire¢ olarak algiladig: bir kavramla ne kadar ¢ok ugrasirsa o kavram ona
daha tanidik gelmeye baglar ve sonunda onu nesne olarak kavrayabilir. Buna ilave olarak, soyutlama
seviyesinin indirgenmesi ile ilgili bu temayi, bir kavramun siire¢ olarak algilanmasina dayanan asagida
verecegimiz iki ayr1 bakis agisiyla da agiklayabiliriz:

i. Ogrencinin birinci salis dili kullanarak formel ifadeleri ve mantiksal argiimanlari kisisellestirmesi,
ii. Ogrencinin problem ¢dzerken standart yontemleri kullanma egilimi.

Birinci sahis dilinin kullanilmasi, diisiiniilen kavramin bir siire¢ olarak algilanmasinin, yani soyutlamanin
indirgenmesinin bir gostergesi olarak su Ornekle agiklanabilir: Degisme Ozelligi ile ilgili olarak; “Reel
sayilar kiimesinin * islemine gore degisme 06zelligi varsa, reel sayilar kiimesinin her alt kiimesi i¢in de bu
Ozellik vardir.” ifadesini kullanan birinin, degisme 6zelligini bir nesne olarak kavradigini sdyleyebiliriz. Buna
karsin, “carpimdaki sayilarin yerlerini degistirdigimde farkli bir sonug elde ediyorsam onlar degismeli
degildir.” ifadesini kullanarak degisme 6zelligini kendi fiilleriyle, yani birinci sahis dili ile agiklamaya
calisan kisi, soyutlama seviyesini indirgemistir.
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Standart yontemler ise karsilasilan problemle otomatik olarak tetiklenen yontemlerdir. Standart yontemlerin
kullanimi, problemin dogasindan kaynaklanabilecegi gibi, 6grencinin daha 6nce karsilastif1 benzer bir
problemin ¢6ziimil icin uygulanan yontemle iliski kurmasmin bir sonucu olarak da gerceklegebilir.
Standart yontemler, problemde gecen matematiksel kavramlarin 6zellikleri analiz edilmeden, yani kavram
nesne olarak goz Oniine alinmadan hatta o yOntemin arka planindaki matematiksel diisiincelerin
anlasilmasina gerek olmadan problemin ¢oziilmesine firsat verdiginden dolay1 6grenciler tarafindan daha
¢ok tercih edilmekle birlikte hatalara da sebep olabilmektedir (Hazzan, 1999).

1.1.3. Diisiiniilen matematiksel kavramin karmasikliginin derecesi bakimindan
soyutlamamn indirgenmesi

Bu alt temay1 bir 6rnekle su sekilde agiklayabiliriz: Reel sayilar kiimesi, kiimedeki herhangi bir elemandan
yani bir reel sayidan daha karmasik bir matematiksel yapidir. Bu gergek, elbette ki karmasik nesnelerle
diisiinmenin her zaman daha zor olacagini gerektirmez. Burada, “matematiksel bir yapi ne kadar
karmagiksa o kadar da soyuttur” varsayimindan hareket edilmektedir; ¢linkii, bir yap: biitiin olarak analiz
edildiginde ayrintilar goz ardi edilmelidir. Bundan dolayi, 6grencilerin karsilastiklar1 karmasik bir
matematiksel kavram yerine onunla iligkili olan veya iliskili oldugu diisiiniilen daha basit bir kavramla
calisma egilimi gostermesi soyutlama seviyesinin indirgenmesi olarak yorumlanabilir (Hazzan, 1999).

Hazzan’a (1999) gore, soyutlama seviyesinin indirgenmesi yukaridaki alt temalarla yorumlanmakla
birlikte bu temalar birbirlerini ne tamamen dislamakta ne de tamamen kapsamaktadirlar. Ayrica,
soyutlamanin indirgenmesi siireci mutlaka matematiksel bir yanilgi veya hatayla sonuglanan bir zihinsel
siire¢ olarak da anlasilmamalidir. Bununla birlikte, soyutlamanin indirgenmesi siireci ¢ogu zaman bilingli
olarak gerceklesmedigi icin kavram yanilgilarina ve hatalara da sebep olabilmektedir. Nitekim,
soyutlamann indirgenmesi teorisi cercevesinde yapilan ¢alismalarda (Hazzan, 2001, 2003a, 2003b; Hazzan &
Zaskis, 2005; Raychaudhuri, 2014; Senay, 2014; Senay & Ozdemir, 2014) esas amag kavram yanilgis1 ve
hatalarin incelenmesi olmasa da analiz edilen 6grenci cevap ve yaklasimlarinin ¢cogunda 6grencilerin gesitli
kavram yarnilgilarinin oldugu ve hatalar yaptiklar1 gozlenmistir. Ayrica, Senay (2024), iislii ve kokli
ifadelere yonelik kavram yanilgilar1 ve hatalari inceledigi calismasi ile bu teorik gercevenin kavram
yanilgilar1 ve hatalarin analizi i¢in de kullarigh bir ara¢ oldugunu gostermistir. Bu diisiincelerden
hareketle, soyutlamanin indirgenmesi teorisi bu ¢alismanin teorik ¢ergevesi olarak kabul edilmistir.

Aragtirmamizin amaci, Ogretmen adaylarimin sayilar teorisi kapsamindaki bazi kavramlarla ilgili
yarulgilarini ve yaptiklar1 hatalar1 soyutlamanin indirgenmesi teorik cercevesinde incelemektir. Bu
yaklagimin nedeni, bu kavramlarla ilgili kavram yanilgilar: ve hatalarin olas: sebeplerini farkl: bir bakis
agistyla yorumlayarak 6gretmenlere ve matematik egitimcilerine 6grenci anlayislar1 hakkinda yeni bir fikir
sunmaktir. Ayrica, bu teorik gergeve ile lisans seviyesindeki baz1 kavramlara yonelik kavram yanilgilari ve
hatalarin ilk defa incelenecek olmasi da ¢alismanin literatiire katkisi bakimindan 6nemlidir.

2. YONTEM

2.1. Arastirmanin Modeli

Calismamizda nitel arastirma modellerinden biri olan durum ¢alismasi modeli kullanilmigtir. Durum
calismasinda amag, belirli bir durumun derinlemesine incelenerek, ayrintih sonuglarin ortaya
¢ikarilmasidir. Durum ¢alismasinin sonuglarinin genellenebilme 6zelligi olmamasina ragmen bu sonuglar,
benzer bagka bir durum ¢alismasinda veri olarak kullanlabilir (K&se, 2010, s. 107).

2.2. Calisma Grubu
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Arastirmamizda, sayilar teorisi kapsamindaki kavramlarla ilgili yarnulgilar ve hatalar incelenecegi icin
uygulamalara, Sayilar Teorisi veya Elementer Sayilar Teorisi derslerini almis veya almakta olan dgretmen
adaylarindan goniillii olanlar katilmistir. Buna gore calisma, 2012-2013 giiz doneminde, NEU A. K. Egitim
Fakiiltesinin [Ikégretim Matematik Ogretmenligi Boliimii 4. sinif ve Ortadgretim Matematik Ogretmenligi
Boliimii 3., 4. ve 5. sinuflarindaki 136 6gretmen adayi ile yiirtitiilmiistiir.

2.3. Veri Toplama Aragclar ve Siireci

Bu arastirmanin amaci dogrultusunda, veri toplama araci olarak Senay’in (2014) ¢alismasinda kullandig1
Sayilar Teorisi Soru Formu (STSF) ile elde edilen yazili cevaplardan ve yar1 yapilandirilmis goriismelerden
uygun olanlar segilmistir. Asagida, STSF'nin hazirlanma siireci ve goriismelerle ilgili bilgi verilecektir.

2.3.1. Sayilar teorisi soru formu

Soru formunun hazirlanmasi asamasinda bir grup uzmanin goriislerinden faydalanilmistir. Bu grup,
uygulamalara katilan ilkdgretim matematik 6gretmen adaylarina Elementer Sayilar Teorisi dersini veren bir
Ogretim elemani ve farkli {iniversite ve boliimlerde uzun yillar Sayilar Teorisi dersini vermis iki ayr1 6gretim
elemanindan olusmaktadir. Calismanin hangi kavramlar {izerinden yiiriitiilecegine karar vermek icin ilk
olarak, ilkogretim ve ortadgretim matematik 6gretmenligi lisans programlarindaki Elementer Sayilar Teorisi
ve Sayilar Teorisi derslerinin igerigi, ortaokul ve lise matematik dersi 6gretim programlarinda yer alan
(MEB, 2013a, 2013b) sayilar 6grenme alanindaki kazanimlar incelenmistir. Yapilan bu inceleme sonunda
uzmanlarin goriisleri de alinarak formun, bélme, boliinebilme, ebob, Oklid algoritmasi, ekok, asal sayilar,
aralarimda asal sayilar, Euler (@, fi) fonksiyonu, lineer kongriianslar, lineer Diofantine denklemler ve Cin kalan
teoremi (CKT) ile ilgili sorulardan olusturulmasina karar verilmistir. Bunun igin gesitli iiniversitelerde
Sayilar Teorisi ders ve kaynak kitabi1 olarak kullanilan {i¢ farkl eser (Altindis, 2005; Ozdemir, 2001; Senay,
2007) taranarak yukarida belirtilen teorem ve kavramlarla ile ilgili 30 klasik sorudan olusan bir soru
havuzu olusturulmustur. Sorularmn, katilimcilarin motivasyonlarini bozmadan cevaplayabilecegi siire
dikkate alinarak ve zorluk derecelerinin calisma grubuna uygunlugu bakimindan uzmanlarmn tam
uyumunun saglandig1 7 tanesi segilerek formun son hali elde edilmistir. segilerek formun son hali elde
edilmistir.

2.3.2. Goriismeler

Calismamizda, Ogretmen adaylarmin STSF’ye verdikleri yazili cevaplarin daha derinlemesine
incelenebilmesi ve sorularin ¢oziimlerinde kullandiklar1 yontemleri tercih sebeplerinin belirlenebilmesi
icin rastgele drneklem yoluyla secilen 25 6gretmen adayi ile birebir gerceklestirilen yar1 yapilandirilmig
goriismelerden elde edilen veriler kullanilmistir

2.3.3. Verilerin toplanmast

Uygulamalar icin gerekli izinler alinarak ilkogretim ve ortadgretim matematik 6gretmen adaylarma ayr1
ayr1 olmak {izere, ilk olarak STSF uygulanmuistir. Ogretmen adaylarinin STSF'yi 60 dakikalik siire icinde
yazili olarak cevaplamalari istenmistir. Sayilar Teorisi dersini yeni almakta olan katilimcilar igin ¢alisma
kapsamindaki kavram ve teoremleri derslerinde gormelerinden sonraki bir zamanda STSF'nin
uygulanmasma ayrica dikkat edilmistir. STSF’ nin uygulanmasindan bir hafta sonra belirlenen 25
ogretmen adayu ile iki farkl giinde ortalama 10’ar dakika siiren birebir goriismeler yapilmis ve goriismeler
dijital ortamda kayit altina alinmistir.

2.4. Verilerin Analizi

STSF’ye verilen yazili cevaplar ve goriismelerden elde edilen veriler igerik analizi ve betimsel analiz
yontemleri ile incelenmistir. Buna gore, arastirmanin amact dogrultusunda Senay’in (2014) calismasindan
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secilen ve Euler (@, fi) fonksiyonu, lineer kongriianslar, lineer Diofantine denklemler ve Cin kalan teoremi ile ilgili

sorulara verilen cevaplar {izerinden belirlenen kavram yanilgilari ve hatalar, dogrudan alintilar yapilarak
soyutlamann indirgenmesi teorik gercevesine gore gerekgeleriyle birlikte agiklanmistir. Dogrudan alintilarda
katilimailar, O1, Oz, Os, ... seklinde kodlanarak gosterilmistir.

3. BULGULAR

Bu boliimde, matematik 6gretmen adaylarinin sayilar teorisinin bazi kavramlarina yonelik yamlg: ve
hatalari, STSF'den segilen sorulara verdikleri cevaplar tizerinden agiklanacaktir.

Soru 1. 60’a kadar olan sayilardan 60 ile aralarinda asal olanlarin sayisin1 bulunuz.

Bu soruya verilen cevaplar {izerinden Euler ¢(n) fonksiyonu ile ilgili yanilg: ve hatalar incelenmistir. Buna
gore, 0gretmen adaylarindan bazilarinin, ¢ (n) fonksiyonunun ¢arpanlanabilirlik 6zelligini dogru bir sekilde
kullanmadiklar1 goriilmiistiir. Sekil 1. ve Sekil 2’de bu 0gretmen adaylarinin ¢oziimlerinden ornekler
verilmistir.

bO :Q¢341~:—;\

Wba) = Co2). QD). plSY= 1.2 \= ¥

Sekil 1. Ow7'nin ¢oziimii

0= W(tys)
g™ QLs)

Qo = T

Qg = (Y B

Qe ¥ 2
Qo = =Y

Sekil 2. Ous'min ¢oziimii

Sekil 1. ve Sekil 2’deki ve benzer ¢oziimleri yapan 6gretmen adaylarinin, ¢ (n) fonksiyonunu matematiksel
bir nesne olarak kavrayamadiklarindan ve fonksiyonun 6zelliklerini sadece kendilerini sonuca gotiirecek
islemler (siire¢) seklinde diisiinmelerinden dolay1 soyutlama seviyesini, siireg-nesne ikililiginin yansimast
bakimindan indirgediklerini soyleyebiliriz.

Soru 2. Ali'nin elinde biri 17 digeri 55 litre su alan 6lc¢eklendirilmemis iki bidon vardir. Ali, bu iki
bidonu kullanarak bos bir kab1 1 litre su ile doldurabilir mi? Doldurabilirse bunu nasil yapabilir?
Aciklayiniz.

Bu soruya verilen cevaplar iizerinden lineer Diophantine denklemler ile ilgili yamilg: ve hatalar
incelenmistir. Buna gore, 6gretmen adaylarindan bazilar1 probleme uygun olan 17x + 55y = 1 lineer
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Diophantine denklemini olusturmus fakat bu denklemin tam sayilarda ¢dziimiiniin varligini incelemeden
denklemi ¢dzmeye ¢alismislardir. Sekil 3'te bir 6gretmen adayinin bu yaklagimi 6rnek olarak verilmistir.

SR Ve 19 A eboby  ShiMd .?»:queb«

cC= .34 L~d®-4y
%> H.\Y *@ = |3} - L',Q‘ﬁ‘-l’}ﬂ)
Y=dy 4o = \F - 4. 554 10

=13 - SS

1% e 3 UWUL &l&g/l)f]ﬂl\
Y kex SN Litrel il bogolh vao A Myre elde _efug slunng

Sekil 3. O1'in coziimii

Sekil 3’teki ve benzer ¢oziimleri yapan 6gretmen adaylari, bir lineer Diophantine denkleminin ¢dziimiiniin
varligina iliskin sartlar1 goz ardi ederek yani kavramin nesne olarak analizini yapmadan dogrudan
islemlere (siirec) yOnelerek soyutlama seviyesini, siire¢-nesne ikililiginin yansimas: bakimindan
indirgemislerdir.

Probleme uygun olan 17x + 55y =1 denkleminin tam sayilardaki bir ¢oziimii x =13 ve y =—4
seklindedir. Buna gore problemin agiklamasi da “17 litrelik bidon ile uygun bir kaba 13 defa su
doldurulduktan sonra 55 litrelik bidon ile kaptaki su 4 defa bosaltildiginda kapta geriye 1 litre su kalir”
seklinde olmalidir. Baz1 6gretmen adaylar ise dogru ¢oziimii bulmalarina ragmen kendilerine daha kolay
gelen veya ¢oziimii dogru olarak belirtmeyen ifadelerle agiklama yaparak soyutlama seviyesini, diisiiniilen
nesne ve diisiinen insan arasindaki iliskinin kalitesi bakimuindan indirgemislerdir. Sekil 4’te bir 0gretmen
adaymin bu yaklasimi 6rnek olarak verilmistir.

5;&7 4,?’5%— f

5 =1+ 4 o $5-317 =4
N=(4+1 = 19 L(554-3.172)=/
LsCTI2.172-

O/; @5;-

/? {Hlfe/lé é:(jww {j ée; P/rD/c/va}? 28 /’("’/é /'tz/c"m éﬁr"¢/’é’”3' 25 ﬁh/"
btl”" 0//‘/47, 2emen dibernz G5 litrehl  bidoas b boz A“Ja/?L/'/AV) soara /2 likehd

é, ,L,,,J, { /r/fc S [p//

Sekil 4. O1s1'in ¢oziimii

Soru 3. Asagidaki denklemlerin ¢6ziimiinii elde ediniz.
a) 3x = 2(mod 8)
b) 6x = 5(mod 9)
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c) 4x = 6(mod 10)

Bu soruya verilen cevaplar tizerinden 6gretmen adaylarinin lineer kongriianslar ile ilgili yanilg: ve hatalar:
incelenmistir. Ogretmen adaylarindan bazilari, “ax = b(mod m) kongriians denkleminin ¢dziimiiniin
olabilmesi i¢in (a,m)|b olmalidir” sartin1 kontrol etmeden islemlere gecerek ¢oziime ulasmaya calismistir.
Sekil 5’te bir 6gretmen adaymin bu yaklasimi 6rnek olarak verilmistir.

Lr = & Leod 1© )

AR E Q2 (mcdn’} L% ;?Lmods)

1A% = 32 (%) 2.4x = 2:5(9) 5-ux s.bkmod\t’,

LAT}

ax = £ (7) Ix. = 4 (9) Qio(mﬁé\‘a)

( X = 5(3),/] 3.‘31(’3 a4 (9) o = ©q+0
\
= — e & ]
\ X:%\:_-»bAf e = QKOT’) l‘wtjov

[ cdadm do“'\“r

Sekil 5. Oeo’n ¢oziimii

Oss ile yapilan goriismenin 115-180. sn. arasindaki kismi da 6gretmen adaylarimin bu egilimlerini
gostermektedir:
A: Soruyu nasil ¢dzdiin, onu anlatir misin?
(Oos ¢6ziimiinii anlattiktan sonra)
A: Peki bu denklemleri ¢ozmeden 6nce ¢oziimiiniin olup olmadigini kontrol etmek gerekir mi?
Oos: ...(diisiiniiyor)

A: Yani burada gordiigiime gore sen direkt hemen ¢oziime baslamigsin.

Ovs: (vurgulayarak) Hemen ¢oziime basladim.

Sekil 5'teki ve benzer yaklasimi gosteren 0gretmen adaylarinin, 6zellikle sorunun (b) sikkinda verilen
6x = 5(mod 9) denkleminin, (6,9) =3 ve 345 oldugundan ¢6ziimiiniin olmamasina ragmen denklemi
¢ozmeye calistiklar: goriilmiistiir. Bu 6gretmen adaylarinin bir lineer kongriians denkleminin ¢dziimiiniin
varligiyla ilgili durumlari i¢sellestiremedikleri goriilmektedir. Bu 6gretmen adaylariin, matematiksel bir
yapiylr nesne olarak kavrayamadiklarini yani denklemlerin ¢oziimlerinin varliginin analizinde
kullanamadiklarini ve sadece karsilastiklari soruyla tetiklenen standart yontemlere (islemlere) yoneldiklerini
boylece de siireg-nesne ikililiginin yansimas: bakimindan soyutlama seviyesini indirgediklerini soyleyebiliriz.

Ogretmen adaylarindan bazilar1 da “ax = b(mod m) kongriians denkleminin ¢ziimiiniin olmasi igin
(a,m)|b olmalidir” bilgisini kullanmak yerine yanlis olarak “(a,m) =1 ise ax = b(mod m) kongriians
denkleminin tek ¢oziimii vardir.” bilgisini kullanarak denklemleri ¢ézmiislerdir. Sekil 6’da bir 6gretmen
adaymin bu yontemle yaptig1 ¢oziim 6rnek olarak verilmistir.

Sekil 6’daki ve benzer ¢oziimleri yapan 6gretmen adaylarinin, kendilerine (a, m)|b nesnesinden daha az
karmasik gelen (a,m) = 1 nesnesi ile ¢alisma egilimi gostererek soyutlama seviyesini diisiiniilen kavramin
karmagikli§inmin derecesi bakimindan indirgediklerini sdyleyebiliriz.
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Son vol -
o) 3x= 2 (moedd) eb\,(g,g):( oldugundan  LEFOBM
3x-2 =8k burndan X= 6
b) bx =5 (mod 9)
o\dugun dan wdrwm 3oLhAr.

baf6,9= 0

3 (mod 5) (2 5\ =l sldugundan cddmver

&) Lx = b (medio) X
-6 = 10k bumelan X=U
ox-8 =Sk

Sekil 6. Oro1'in ¢oziimii

Soru 4. Bir ¢coban koyunlarini 5er saydiginda 2, 7’ser saydiginda 4, 9'ar saydiginda 6 koyun artmaktadir.
Buna gore, ¢cobanin en az ka¢ koyunu vardir?

Bu soruya verilen cevaplar iizerinden 6gretmen adaylarinin CKT ile ilgili yanilg: ve hatalar1 incelenmistir.
Birinci dereceden bir kongriians sisteminin ¢oziimiinde CKT'nin kullamilabilmesi i¢in sistemdeki
modiillerin kargihkli olarak aralarinda asal olmasi gereklidir. Ogretmen adaylarindan bazilar1 bu sart1 géz

ardi ederek teoremi kullanmiglardir. Sekil 7'de, bir 6gretmen adayinin bu sekilde yaptig1 ¢6ziim 6rnek
olarak verilmistir.

Sekil 7'deki ve benzer ¢dziimleri yapan 6gretmen adaylari, bir teoremin gegerli olabilmesi i¢in hipotezinin
saglanmasi gerektigini goz ardi etmis ve hipotezin dogrulugunu kontrol etmeden teoremi kullanmiglardir.
Bu 0gretmen adaylarinin, teoremi hipotezi ile bir biitiin (nesne) olarak ele almak yerine, sadece verilen

problemi ¢6zmek i¢in kullanilan bir yontem (siire¢) olarak gordiiklerini ve soyutlama seviyesini siirec-nesne
ikililiginin yansimas: bakimindan indirgediklerini sOyleyebiliriz.

K = 2=(S)
X z=u®
xz4 )

M=52.3=315

I».A:_—;_—(:QL’) 63.% = ((mod T) X = 2(mod5) Xz 1
my =35 - Uy Us. %= { (mod?) Xz¥ (madd) ¥r=7
E)
=& VYz=- ¥
myz 31T _ay 3s.x = | (mad3) Xz & (modS) 3
)
3
X = Suiaix - 63.2.24 U5.S.W+ 35.%. L
o=l

=151 +300 4 68D

K =7283%

X=2832 (mod 3IS) & Y31 L=l 343)

Ke=312 +3(5 ¢ + €

Sekil 7. Our'nin ¢oziimii
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4. TARTISMA, SONUC ve ONERILER

Matematiksel kavramlarla ilgili yanilgilar1 ve hatalari incelemek igin arastirmacilar tarafindan gesitli
yaklasimlar kullanilmustir. Belli bir hata modelinin var olup olmadigini 6rnegin; 6grencinin tutarli bir
sekilde aynu tiir hatay1 yapip yapmadigini belirlemek i¢in hatalarin derinlemesine incelenmesi gerekir. Bu
calismada digerlerinden farkli olarak, matematik Ogretmen adaylarinin sayilar teorisinin bazi
kavramlarina yonelik yanilg: ve hatalari soyutlamanin indirgenmesi teorik gercevesinde incelenmistir.
Analiz sonuglarina gore, 6gretmen adaylarmin ¢ogunlukla kendilerine daha tarudik veya kolay gelen
yontemleri kullanma egiliminde olduklar1 gézlemlenmistir. Bu egilimin, gesitli kavram yanilgilarindan
kaynaklandig1 ve hatalara sebep oldugu soylenebilir.

Calismamizda, Smith’'in (2002) bulgularina benzer sekilde, 0gretmen adaylarmin g¢ogunun lineer
kongriianslarin daha ¢ok islemsel yoniine agirlik verdikleri ve lineer kongriians denklemlerinin
¢ozlimiintin varligiyla ilgili sartlar1 goz ardi ettikleri gozlenmistir. Benzer sekilde, bir kisim 6gretmen
adayinn da ilgili hipotezi dogrulamadan veya tam olarak uygulamadan lineer Diophantine denklemini
¢ozmeye ¢alismalar1 ve CKT"yi kullanmalari, matematiksel bir yap1 olan teoremlerin bir biitiin olarak degil
de sadece belirli bir soru tipinin ¢éziimiinde kullanilan bir formiil veya yontem olarak algilandiginm
gostermektedir. Ogretmen adaylarindan bazilarinin, Euler'in ¢(n) fonksiyonunun carpanlanabilirlik
Ozelligini dogru bir sekilde kullanamamalar1 da fonksiyonun o&zelliklerini sadece kendilerini sonuca
gotiirecek islemler (siireg) seklinde diisiinmelerinden kaynaklanmaktadir. Hazzan’a (2003a) gore,
matematiksel bir kavramin nesne olarak kavranmasi, onun tam ve eksiksiz bir yap1 olarak ele alinmasi
demektir. Bu sayede o kavrami baska bakis agilarindan ele alabilir, 6zelliklerini, diger matematiksel
kavramlarla iligkisini analiz edebilir ve tizerinde islemler yapabiliriz. Bundan dolayi, bir kavramin sadece
sonuca gotiirecek islemler toplulugu (siire¢) olarak goriilmesi ve 6zelliklerinin analiz edilememesi, onun
bir nesne olarak kavranisindan daha diisiik seviyede bir soyutlama olarak kabul edilebilir.

Sonug olarak 6gretmen adaylarinin, kavram ve teoremlerin analizini yapmak gibi daha iist seviyede bir
soyutlama gerektiren bir yaklasim gdstermek yerine daha alt seviyede bir soyutlama olan islemlere (siireg)
yonelerek soyutlama seviyesini indirgedikleri gdzlemlenmistir. Ogretmen adaylarmin bu egilimleri,
kavramlarin ve ilgili teoremlerin matematiksel bir nesne olarak kavranamadiginin ve
igsellestirilemediginin bir gostergesidir. Soyutlamanin indirgenmesi teorisi Hazzan’a (1999) gore, dgrenci
hata ve yanilgilarini incelemek i¢in gelistirilmis bir teori olmasa da ¢alismamizdaki 6rneklerle, soyutlama
seviyesinin bilingsizce indirgenmesinin 6grencileri hata ve yanilgilara sevk edebilecegi; dolayisiyla bu
teorik cercevenin, 6grenci hata ve yanilgilarinin incelenmesinde de kullanilabilecegi gosterilmistir. Benzer
sekilde, Senay (2024) da bu teorinin Ogrenci hata ve yanilgilarinin sebeplerini agiklamada
kullanlabilecegini gostermistir.

Sayilar Teorisi ve benzer dersler kapsaminda verilen kavramlarin soyutluk seviyeleri ve bu derslerin iglenis
sekli, 6grencilerin karsilastiklar1 yeni matematiksel yapilari onceki bilgileriyle birlikte 6ziimsemelerini
engelleyebilmektedir. Bilgisayar ve teknoloji kullaniminin, 6grencilerin teorik agirlikli derslere iligkin
negatif tutumlarini degistirecegi ve ilgilerini artiracag (Sinclair vd., 2003) dikkate alinarak farkli 6gretme
siirecleri tasarlanmalidir. Ornegin, GeoGebra gibi yazilimlarin sagladig1 gorsellik sayesinde 6grencilerin say1
ortintiilerindeki diizen vb. yapilar: fark edip genellemeleri kendilerinin olusturmalari ve bu genellemelerin
dogrulugunu test etmeleri, 6grencilerin kavramlari daha kolay ve dogru bir sekilde 6grenmelerine yardimci
olabilir. {lkdgretim ve ortadgretim matematik dgretmenligi programlarindaki “Sayilar Teorisi” veya ilgili
derslerin teorik igerigi azaltilarak sayilar teorisinin giinliik hayattaki uygulamalarina yonelik problemler,
etkinlikler, 6devler ve projelerle zenginlestirilmesi de 6gretmen adaylarinin ogretilen kavramlar: tam ve
kalici bir sekilde 6grenmelerinde faydal: ve etkili olacaktir.
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EXTENDED ABSTRACT

1. INTRODUCTION

Due to its cognitive and formal structure, its relationship with arithmetic and algebra, and its many
applications in computer science and cryptology, number theory is an area that should be emphasized in
mathematics education. Zaskis and Campbell (2011) also stated that since the basic concepts of number
theory provide an accessible ground for learners of all ages to explore mathematical structures and
principles, it will contribute to teachers' ability to explain mathematics in depth.

Despite its importance for mathematics teachers' content knowledge, number theory has been given limited
attention in mathematics education research until recently. In some of these studies, it is seen that
elementary number theory concepts are used only as a mathematical content to investigate different
problems (Zaskis & Campbell, 2011), and some of the studies have focused only on understanding and
relating the concepts of elementary number theory.

According to research results, mathematical misconceptions and errors have significant effects on students'
long-term mathematics learning (Nesher, 1987). Therefore, it is critical to identify and correct
misconceptions and errors.
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Due to the importance of abstraction in mathematics learning, mathematics educators have examined and
discussed this issue from many different perspectives and developed various theories about abstraction.
Reducing abstraction theory, which is one of them, was first developed by Hazzan (1999) to explain
undergraduate students' perceptions of abstract algebra concepts and is generally associated with fields
related to advanced mathematical thinking (such as computer science) and undergraduate mathematics
subjects (Hazzan, 2001, 2003a, 2003b; Raychaudhuri, 2014; Senay & Ozdemir, 2014). The theory of reducing
abstraction is based on the tendency of students to work at a lower level of abstraction than the abstraction
required by the concepts they encounter or what experts (teachers, mathematicians, etc.) expect of them.
This theory consists of three sub-themes developed from different interpretations of abstraction in the
literature:

a) Reduction of abstraction in terms of the quality of the relationship between the object of thought and
the person thinking it.

b) Reduction of abstraction as the reflection of process-object duality.

¢) Reduction of abstraction in terms of the degree of complexity of the mathematical concept being
thought.

Although the main purpose of the studies conducted within the framework of the theory of reducing
abstraction was not to examine misconceptions and errors, it was observed from these research that
students had various misconceptions and made mistakes. The aim of our research is to examine the
misconceptions and errors of pre-service teachers about some concepts in number theory within the
theoretical framework of reducing abstraction. The reason for this approach is to interpret the possible
reasons for misconceptions and errors about these concepts from a different perspective and to provide
teachers and mathematics educators with a new idea about student understanding. In addition, the fact
that this theoretical framework will be used to examine misconceptions and errors about some concepts at
the undergraduate level for the first time is important in terms of the contribution of this study to the
literature.

2. METHOD

In our study, the case study model, one of the qualitative research models, was used. The study was
conducted in the fall semester of 2012-2013 with 136 pre-service teachers in the 4th grade of the Department
of Elementary Mathematics Teaching and in the 3rd, 4th and 5th grades of the Department of Secondary
Mathematics Teaching at N.E.U. A. K. Faculty of Education. In line with the purpose of the study, the
appropriate ones were selected from the written answers obtained from the Number Theory Question
Form used by Senay (2014) and semi-structured interviews as data collection tools. Accordingly, the
misconceptions and errors related to Euler’s function, linear congruences, linear Diophantine equations
and Chinese remainder theorem (CRT) were explained with their justifications according to the theoretical
framework of reduction of abstraction by using direct quotations.

3. FINDINGS, DISCUSSION AND RESULTS

In our study, similar to the findings of Smith (2002), it was observed that most of the pre-service teachers
focused more on the operational aspects of linear congruences and ignored the conditions related to the
existence of the solution of linear congruence equations. Similarly, the fact that some pre-service teachers
tried to solve the linear Diophantine equation without verifying or fully applying the relevant hypothesis
and used the CRT shows that theorems, which are a mathematical structure, are not perceived as a whole
object but only as a formula or method used to solve a certain type of question. The fact that some of the
pre-service teachers could not use the factorizability property of Euler's function correctly stems from the
fact that they only think of the properties of the function as operations (processes) that will lead them to
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the result. According to Hazzan (2003a), understanding a mathematical concept as an object means treating
it as a full and complete structure. In this way, we can consider the concept from different perspectives,
analyze its properties, its relationship with other mathematical concepts, and perform operations on it.
Therefore, considering a concept only as a collection of operations (process) leading to a result and not
analyzing its properties can be considered as a lower level of abstraction than understanding it as an object.

Although, according to Hazzan (1999), the theory of reduction of abstraction is not a theory developed to
examine student errors and misconceptions, the examples in our study show that unconscious reduction
of the level of abstraction can lead students to errors and misconceptions; therefore, this theoretical
framework can also be used to examine student errors and misconceptions.

The level of abstractness of the concepts given in Number Theory and similar courses and the way these
courses are taught may prevent students from assimilating the new mathematical structures they encounter
with their prior knowledge. Considering that the use of computers and technology can change students'
negative attitudes towards theoretical courses and increase their interest (Sinclair et al., 2003), different
teaching processes should be designed. Reducing the theoretical content of Number Theory or related
courses in elementary and secondary mathematics teaching programs and enriching them with problems,
activities, assignments and projects related to the applications of number theory in daily life will be useful
and effective in helping pre-service teachers learn the concepts taught in a complete and permanent way.

ARASTIRMANIN ETIK iZNi

Bu calismada “Yiiksekogretim Kurumlar: Bilimsel Arastirma ve Yayin Etigi Yonergesi” kapsaminda
uyulmasi gerektigi belirtilen tiim kurallara uyulmustur. Yonergenin ikinci boliimii olan “Bilimsel
Arastirma ve Yaym Etigine Aykir1 Eylemler” bashg1 altinda belirtilen eylemlerden higbiri
gerceklestirilmemistir.

ARASTIRMACILARIN KATKI ORANI

1. yazarin arastirmaya katki orani %50, 2. yazarin arastirmaya katki orami %50’dir. Arastirmacilar su
asamalarda arastirmaya katki sunmuslardir:

Yazar 1: Verilerin toplanmasi ve analizi, raporlastirma.

Yazar 2: Yontemin belirlenmesi, danismanlik, gecerlik ve giivenirlik ¢calismalari.

CATISMA BEYANI

Cikar catismasi tegkil edebilecek durumlar yoktur.
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