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Ozet

Bu makalede dual kuaterniyonlar iizerinde simplektik grup, simplektik vektor
uzay1 ve simplektik carpma verilerek dual simplektik matrisler incelenmistir.
Ayrica birim dual kiire tizerinde simplektik yapi verilerek bu kiirenin bir
hemen hemen Hermityen manifold oldugu gésterildi.
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1.Giris
1.1 Simplektik Manifold

Tanmmm 1.1.1. M diferensiyellenebilir p-boyutlu reel bir manifold olsun. Bir
Qe M) igin asagidaki ozellikler saglaniyorsa ) ya M iizerinde bir
simplektik form, (M, €2) ikilisine de bir simplektik manifold denir.

i) dQ=0 (Q formu kapalidir )

ii) Her m €M noktasinda T,, (M) tanjant uzay: iizerinde X € T,, (M) olmak
tizere her yeT, (M) icin Q_(X,y)=0 =X=0 dir. (non-degenerate
szelligi)

Bu durumda her m €M noktasinda T,, (M) bir simplektik uzay olur. Boylece

boy M = p icin p =2n yani gift olmak zorundadur.

Tanom 1.1.2. (M,Q)ve (M',Q") iki simplektik manifold olsun.
F:M —>M' diferensiyellenebilir doniisiimii icin F'Q'=Q ise F ye bir

simplektik doniisiim denir. Burada F ", F * nin ek doniisiimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Dual simplektik doniisiim, Dual simplektik grup,

Dual simplektik matris, Dual kuaterniyonlar, Hermityen manifold,

Kompleks yap1, Reel kuaterniyonlar, Simplektik doniisiim, Simplektik

grup, Simplektik matris. 221
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Eger F simplektik doniisiimii birebir ve érten ise F ’ye bir simplektomorfizm
denir. M iizerindeki tiim simplektomorfizmlerin ciimlesi S,(M) ile gosterilir.

Tamm1.1.3. M diferensiyellenebilir reel bir manifold olsun.
VX € M noktasindaki tanjant uzay T,, (X) olmak iizere J :T,, (X)—>T, (X)

lineer endomorfizmi igin |° =—I ise ] ye M iizerinde bir hemen hemen

kompleks yap1 denir. Burada | , 6zdeslik déniisiimiidiir.

Uzerinde bdyle bir kompleks yap1 bulunduran M manifolduna ise hemen hemen
kompleks manifold denir.

Tamiml.1.4. Hemen hemen | kompleks yapisina sahip bir hemen hemen

kompleks manifold M olsun. M iizerindeki bir § Riemann metrigi igin

g(J(. i(y)=g(x.y). ¥x,y € 2(M)
ise § ye M iizerinde bir Hermityen metrik denir.

Uzerinde bir Hermityen metrik bulunduran hemen hemen M kompleks
manifolduna bir hemen hemen Hermityen manifold denir.

1.2. Reel Kuaterniyonlar

Tanmim1.2.1. Bir reel kuaterniyon ¢ =d + a€, + b€, +c€, , a,b,c,d € IR
bi¢iminde ifade edilir. Burada
eg’=g"=6"=-1

ii) €, NE, =—€, A€ =§,, €, NE, =—€, AE, =6 ,
€, NE =—€ AE, =8, dir.

Bir reel kuaterniyonu, skalar kism S, = d ve vektorel kismu

V, = ag +DE, +CE, olmak iizere iki kisma ayirabiliriz. Boylece Q reel

kuaterniyonu ¢ =S, + \7q seklinde yazilabilir.

Tiim reel kuaterniyonlarin climlesini k' ile gosterelim. Bu ciimle toplama ve

skalarla carpma islemiyle birlikte reel sayilar cismi {izerinde bir vektdr uzayi,
kuaterniyon ¢arpimu ile de birimli ve birlesimli bir halka yapisina sahiptir. [1]

1.3. Dual Kuaterniyonlar

Tanm1.3.1. q=d +a€, +he, +Cc€, ve q"=d” +a’e, +b’e, +C'¢, iki

reel kuaterniyon olmak iizere bir dual kuaterniyon
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Q=q+¢&q", e=0,e¢IR
seklinde tanimlanir. Ayrica Q dual kuaterniyonu,
D=d+¢d", A=a+¢ca",B=b+¢b",C=c+¢c”
olmak tizere
Q=D+ Ag, +Be, +Ce,
seklinde de yazabiliriz. Burada D, A B,C dual sayilan Q’nun dual
bilesenleridir.
Bir dual kuaterniyonu, skalar kismi S, =D ve vektorel kismi

Vo = A€, + BE, + CE; olmak iizere iki kisma aymrabiliriz. Boylece Q  dual

kuaterniyonu Q = SQ +\7Q biciminde de yazilabilir.

Bir dual kuaterniyonun skalar kismi bir dual say1, vektorel kismi bir dual vektordiir.
Tiim dual kuaterniyonlarin ciimlesini &K', ile gosterecegiz. Bu ciimle toplama ve

skalarla ¢arpma islemiyle birlikte reel sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayi,
kuaterniyon ¢arpimi ile de birimli ve birlesimli bir halka yapisina sahiptir.[1]

Simdi &'\ dual kuaterniyonlar halkas: iizerinde temel bazi iglemleri verelim.

v Q =Sq +Vo . Q, =Sg +Vy €k igin

Esitlik; S = Sq, ve \7Ql =\7Q2 ise Q, =Q, di.

Carpma; Q, xQ, = SQI SQz —<\7Ql ’\7Q2>+ SQ1\7Q2 + SQ2\7Q1 4—\7(‘)1 /\\7QZ
olur. Herhangi Q=D+ A€, +Bg, +C€, exp icin Q nun eslenigi
Ko =D—(Ag +Bg, +C¢), nomu N, =D>+A*+B*+C’° ve

inversi Q_1 =9 seklinde tanimlanir.
Q
2. Dual Simplektik Grup

Ko dual kuaterniyonlar halkasi olmak iizere K|y = K5 XK|p X...X K,y igin

KlnD :{Q:(qpqp---,qn)iqi €K|D,1SiSn}

climlesini tanimlayalim. Bu ciimle, {izerindeki toplama
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Dk XKp = K|p
(Q, P) > Q®P=(q,+ p,,0, + Pp»nl, + P,)
Q:(qlaqza'“:qn);qi GK|D,1£iSn

p € K, ve skalar garpma,
...n n
® K\ XK ip = Kp

(Q’ p) - Q® p :(ql x p>q2 X pa---aqn X p)
islemleriyle birlikte &', dual kuaterniyonlar halkas: iizerinde bir modiil yapisina

sahiptir. Bu yapu ile birlikte x° InD nin elemanlarina birer dual vektor diyecegiz.

2.1 Dual Simplektik Vektor Uzayi

Tanim 2.1.1.
<,> K XKy =K p

@. B) > (3.F) =3 K@)p,

Qﬁ:((ql’qz’---aqn); qi EK@,ISiSn
|3=(p1, Paseees pn); P, EKp,1<1<N

seklinde taniml1 déniisiime K,n p tzerinde bir dual simplektik ¢arpma denir. Burada

K(Q;), g; dual kuaterniyonun eslenigidir. Dual simplektik ¢arpma agagidaki

Ozelikleri saglar.

i) <(j1 +(§2>ﬁ> :<61’§>+<62aﬁ> > le,éz,ﬁ < KInD

Tamm 2.1.2. Uzerinde dual simplektik ¢arpma taniml1 olan K‘,nD vektdr uzayina
dual simplektik vektor uzayi denir.
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Tanim 2.1.3. K InD bir simplektik vektor uzayi olsun.
...n n
O . Kp —> K\p
lineer doniisimii VQ, P € k', igin
(0(Q).0(P))=(Q.F)

esitligi saglaniyorsa 0 ya K |n p uzerinde bir dual simplektik doniisiim denir.

Onerme 2.1.1. 0 : K |”D —> K |”D bir dual simplektik doniigiim olsun. Bu durumda
O, birebir ve ortendir.

Ispat. o lineer bir doniisiim oldugundan her V(j € Kk igin
c(Q)=0=Q=0

oldugunu gostermeliyiz. Vd, Pe KlnD icin o bir dual simplektik doniisiim

oldugundan

(0(Q),0(F)) =(Q,P)
yazabiliriz. Ozel olarak Q =P alisak
(0(0),0(Q))=(3.Q)
olur. O'((j) =0 olsun. Bu durumda
0= <(§,(§> =Q=0
elde edilir. O halde o birebirdir. & nin tanim ve deger uzaylart ayn1 oldugundan

ortenligi aciktir. Buradan o dual simplektik doniisiimii bir lineer endomorfizm
olur.

Onerme 2.1.2. 0, Kk, tizerinde bir dual simplektik doniisiim ise o nn tersi

olan o' doniisiimii de K tizerinde bir dual simplektik doniisiimdiir.

Ispat. o™ in lineerligi aciktir. Biz burada i¢ carpimi korudugunu gosterelim.
VQ,P e K\ igin O'(Q),G(ﬁ) € Kk, dir. Buradan

<a" (G(Q)), o (0'( IS))> = <(§, I5>
olur. Ayrica o bir simplektik doniisiim oldugundan

(0(Q),0(P))=(Q.F)
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dir. O halde

(o (e@)o (oP)) = (0@0(P))

elde edilir ki bubize &' in Kp tizerinde bir dual simplektik doniisiim oldugunu
gosterir.

Sonug olarak dual simplektik doniisiimlerin climlesi bileske islemine gore bir grup
olusturur. Bu gruba dual simplektik grup denir ve S o (N, x,p) ile gosterilir.

Buradan

Sp(ﬂ,K'ID )= {a‘a k" o>k, VQ,P ekl icin <0'((§),0(F3)> = <(§, F3>}
olur.

Teorem 2.1.1. K, iizerindeki standart baz {él,éz,...,én} olmak iizere
QQJ €EKp birim dual vektor ise O (él):(j olacak sekilde bir

o KFD - KFD dual simplektik doniistimii vardir.

Ispat. {(51 R (32 yeues Qn } climlesi K |nD in herhangi bir ortonormal bazi olmak iizere

oyl O (éi) = Qi , 1 <1< n olacak sekilde tanimlarsak bir lineer endomorfizm
olur. Buradan

(o@)0))=(3,.0,)
= Oy
- <éi & >

elde edilir ki bu bize & nin bir dual simplektik doniisiim oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.2. O, K‘,nD tizerinde bir dual simplektik doniisiim olsun. Eger o ya
karsilik gelen matris Q = [qijJ ise [K(Q)]T Q= [5”] dir.

Ispat. &', vektor uzaymimn standart bazi € = (5i1,5i2,...,5in) olmak iizere

{é1 €5 0es € } olsun. Bu durumda

o(8)= Zéjqji ve o(&)= Zéjqjk
j=1 =1

yazabiliriz. ¢ bir dual simplektik doniisiim oldugundan
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(o(€),0(8,))=(¢.8,)

= i_ K(qji)qjk =0y
= [K(qji)]-r [qjk] = [5ik]
= [K@J Q =[5,]

elde edilir. Ayrica Q = I_QijJ olmak iizere Q; =Dy + A€, + B;€, +C;€;,
1<i,J<n olsun. SQij = Dij ve \7Qij = Aijél + Bijéz + Cijé3 icin
Qij = SQiJ +\7QIJ seklinde yazabiliriz.

K(Qy) = Sq, _VQ"- j[K(Qij)]T = [SQij _VQijJ

olur. Buradan

[K(Qij)]TQ = [5ij]:>[soij _VQ” ] [SQi,- +\7Qi,- ]: [5ij]
=D} + A +B] +C] =1

€
Z[SQij SjS + <\7Qij ’\7jS > - SQij\7jS + SjS\7Qij _\7Qij /\\7jS ]: 0 (I * J)
i

bulunur.

Tanmm 2.1.4. Dual simplektik doniisiimlerin grubunu izomorf olan matrislerin
grubuna dual simplektik matrislerin grubu denir. Matrislerin bu grubunu da yine

Sy (n) ile gosterecegiz. O halde

S,(m=1{Qexp| KQTQ=1, |
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olur. Ozel olarak n =1 icin
S,(D=1Qexp|Ng =1}

birim dual kuaterniyonlarin climlesini elde ederiz.

3. Birim Dual Kiire Uzerinde Simplektik Yapi

M manifoldu olarak S’?m = {5( € K|3D ‘ ”)?” = (1,0)} ciimlesini, yani 1D - modiil
de birim dual kiireyi alalim. Birim dual kiireye iizerindeki bir p noktasinda teget

olan  vektdrler, kiirenin bu noktasindaki tanjant uzayini olustururlar. S z.o

iizerindeki standart simplektik form i¢ ve dis ¢arpimlar yardimiyla tanimlanir. Yani
Q: y(M)xy(M) ->C*(M, D)
olmak iizere her p € M igin
Q, Ty (P)xTy (P) —kp
(AB) - Q (A,B):<p,A><B>
= det(p, A, I§)
doniisiimiiniin bileneer ve alterne oldugu agiktir. Non-dejenere 6zelligine sahip

oldugunu  gosterelim. A€ Ty (p) i¢in VB e Tw(p) olmak iizere
Q,(A,B)=0 olsun.

Qp(A,B)=0:><p,Ax§>:o
=AxB=0, VBeT, (p)
—A=0
olur. O halde Q non-dejenere ozellige sahiptir. Ayrica € formu dual kiire

{izerinde ikinci dereceden bir form oldugundan kapalidir. Yani dQQ = 0 dir. Sonug
olarak € bir simplektik form ve (|\/| R Q) ikilisi bir simplektik manifold olur.
Eger dual birim olarak & = 0 almirsa IR® deki S? kiiresi iizerinde simplektik

form elde edilir.
Simdi ise birim dual kiirenin hemen hemen kompleks yapiya ve buradan da bir

(j, g) hemen hemen Hermityen yapiya sahip oldugunu gosterelim.

K |3D iizerindeki i¢ ¢arpim birim dual kiire tizerinde dogal bir § metrik tensor alam
verir.
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X e Sim igin T, (X) tanjant uzay1, dogal olarak X ’e ortogonal olan K
XID
iin alt uzayi ile izomorf yapilabilir.

Ty ()T,

K

(X)

Y > (Y)= X xY
doniisiimil tanimlayalim. Bu bir lineer endomorfizmdir. Ayrica
N =ix (ix (1)
=] X (X xY )
=Xx (X ><Y)
=(X,Y)X =(X,X)Y
=—(X,X)Y
=Y
ise jr =—I olur. Ohalde X —> j, eslemesi j° =—1| olacak sekilde bir ]
tensor alani tanimlanir. Buise | nin S ;D iizerinde bir kompleks yap1 oldugunu

gosterir. Diger taraftan

9(ixY,ixZ)=9(Y,Z) ¥Y,Z T, (X)

oldugundan birim dual kiire bir (j, g) hemen hemen Hermityen yapisina sahiptir.
Buradan birim dual kiire bir hemen hemen Hermityen manifold olur.
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