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DUAL KUATERNİYONLAR  ÜZERİNDE SİMPLEKTİK 
GEOMETRİ 

 
 
 

E. ATA ∗  
 
 
 

Özet 
 
 

Bu makalede  dual kuaterniyonlar üzerinde simplektik grup, simplektik vektör 
uzayı ve simplektik çarpma verilerek dual simplektik matrisler incelenmiştir. 
Ayrıca birim dual küre üzerinde simplektik yapı verilerek bu kürenin bir 
hemen hemen Hermityen manifold olduğu gösterildi. 

∗  Ankara Üniversitesi, Fen Fakültesi, Matematik Bölümü, 06100 Tandoğan 
/ANKARA 
     
1.Giriş 
 
1.1 Simplektik  Manifold 
 
Tanım 1.1.1.  M diferensiyellenebilir  p-boyutlu  reel bir manifold olsun. Bir 
Ω∈Ω2( M ) için  aşağıdaki özellikler sağlanıyorsa  Ω  ya M üzerinde bir 
simplektik form, ),( ΩM  ikilisine de bir simplektik manifold denir.  
i)  0=Ωd  (Ω  formu kapalıdır ) 
ii) Her  m ∈M noktasında  )(mTM  tanjant uzayı üzerinde )(mTx M∈  olmak 

üzere her  )(mTy M∈  için 00),( =⇒=Ω xyxm  dır. (non-degenerate 
özelliği) 
 
Bu durumda her  m ∈M noktasında )(mTM  bir simplektik uzay olur. Böylece 

pMboy =  için np 2=  yani çift olmak zorundadır. 
 
Tanım 1.1.2. ),( ΩM ve ),( Ω′′M  iki simplektik manifold olsun. 

MMF ′→:   diferensiyellenebilir dönüşümü için  Ω=Ω′∗F  ise F  ye bir 

simplektik dönüşüm denir. Burada ∗F , F ’ nin ek dönüşümüdür.  
 

Anahtar Kelimeler:  Dual simplektik dönüşüm, Dual simplektik grup, 
Dual simplektik  matris, Dual kuaterniyonlar, Hermityen manifold, 
Kompleks yapı,   Reel kuaterniyonlar, Simplektik dönüşüm, Simplektik 
grup, Simplektik matris. 
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Eğer F simplektik dönüşümü birebir ve örten ise F ’ye bir simplektomorfizm 
denir. M  üzerindeki tüm simplektomorfizmlerin cümlesi )(MS p  ile gösterilir. 

Tanım1.1.3. M diferensiyellenebilir reel bir manifold olsun. 
Mx∈∀ noktasındaki tanjant uzay )(xTM  olmak üzere  )()(: xTxTJ MM →  

lineer endomorfizmi için Ij −=2  ise j  ye M  üzerinde bir hemen hemen 
kompleks yapı denir. Burada I , özdeşlik dönüşümüdür.  
Üzerinde böyle bir kompleks yapı bulunduran M  manifolduna ise hemen hemen 
kompleks manifold denir. 
 
Tanım1.1.4. Hemen  hemen j  kompleks yapısına sahip bir hemen hemen 
kompleks manifold  M  olsun. M  üzerindeki bir g  Riemann metriği için  

( ) ),()(),( yxgyjxjg = , )(, Myx χ∈∀  
ise g  ye M  üzerinde bir Hermityen metrik denir. 
Üzerinde bir Hermityen metrik bulunduran hemen hemen M  kompleks 
manifolduna bir hemen hemen Hermityen manifold denir. 
 
1.2. Reel Kuaterniyonlar 
 
Tanım1.2.1. Bir  reel kuaterniyon  321 ecebeadq vvv +++=  , IRdcba ∈,,,  
biçiminde ifade edilir. Burada  
i)  12

3
2

2
2

1 −=== eee vvv
 

ii) 31221 eeeee vvvvv =∧−=∧ ,  12332 eeeee vvvvv =∧−=∧  , 

23113 eeeee vvvvv =∧−=∧  dir.  

Bir reel kuaterniyonu, skalar kısmı dsq =  ve vektörel kısmı  

321 ecebeavq
vvvv ++=   olmak üzere iki kısma ayırabiliriz. Böylece q   reel 

kuaterniyonu  qq vsq v+=  şeklinde yazılabilir. 
 
Tüm reel kuaterniyonların cümlesini IRκ  ile gösterelim. Bu cümle toplama ve 
skalarla çarpma işlemiyle birlikte reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı, 
kuaterniyon çarpımı ile de birimli ve birleşimli bir halka yapısına sahiptir. [1] 
 
1.3. Dual Kuaterniyonlar 
 
Tanım1.3.1. 321 ecebeadq vvv +++=  ve  321 ecebeadq vvv ∗∗∗∗∗ +++=  iki 
reel kuaterniyon olmak üzere bir dual kuaterniyon  
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∗+= qqQ ε ,  IR∉= εε ,02  
şeklinde tanımlanır. Ayrıca Q  dual kuaterniyonu,  

∗+= ddD ε ,  ∗+= aaA ε , ∗+= bbB ε , ∗+= ccC ε  
olmak üzere  

321 eCeBeADQ vvv +++=  

şeklinde de yazabiliriz. Burada  CBAD ,,,  dual sayıları  Q ’nun  dual 
bileşenleridir. 
Bir dual kuaterniyonu, skalar kısmı DSQ =  ve vektörel kısmı  

321 eCeBeAVQ
vvvv

++=  olmak üzere iki kısma ayırabiliriz. Böylece Q   dual 

kuaterniyonu  QQ VSQ
v

+=   biçiminde de yazılabilir.  
 
Bir dual kuaterniyonun skalar kısmı bir dual sayı, vektörel kısmı bir dual vektördür. 
Tüm dual kuaterniyonların cümlesini IDκ  ile göstereceğiz. Bu cümle toplama ve 
skalarla çarpma işlemiyle birlikte reel sayılar cismi üzerinde bir vektör uzayı, 
kuaterniyon çarpımı ile de birimli ve birleşimli bir halka yapısına sahiptir.[1] 
Şimdi  IDκ  dual kuaterniyonlar halkası üzerinde temel bazı işlemleri verelim.  

∀ 
111 QQ VSQ

v
+= ,  

222 QQ VSQ
v

+= IDκ∈  için 

Eşitlik; 
21 QQ SS =   ve  

21 QQ VV
vv

=  ise  21 QQ =  dır. 

Çarpma; 
2112212121

,21 QQQQQQQQQQ VVVSVSVVSSQQ
vvvvvv

∧+++−=×  

olur. Herhangi  IDeCeBeADQ κ∈+++= 321
vvv

 için Q  nun eşleniği   

( )eCeBeADKQ
vvv ++−= 21 , normu  2222 CBADNQ +++=  ve 

inversi 
Q

Q

N
K

Q =−1  şeklinde tanımlanır. 

 
 
2. Dual Simplektik Grup 
 

IDκ  dual  kuaterniyonlar halkası olmak üzere  IDIDID
n
ID κκκκ ×××= ...   için  

( ){ }niqqqqQ IDin
n
ID ≤≤∈== 1,:,...,, 21 κκ

r
 

cümlesini tanımlayalım. Bu cümle, üzerindeki toplama  
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( )nn

n
ID

n
ID

n
ID

pqpqpqPQPQ +++=⊕→

→×⊕

,...,,),(

:

2211

rrrr
κκκ

 

( ) niqqqqQ IDin ≤≤∈= 1,;,...,, 21 κ
r

 

IDKp∈ ve skalar çarpma, 

( )pqpqpqpQpQ n

n
IDID

n
ID

×××=⊗→

→×⊗

,...,,),(

:

21

rr
κκκ

 

işlemleriyle birlikte  IDκ  dual kuaterniyonlar halkası üzerinde bir modül yapısına 

sahiptir. Bu yapı ile birlikte n
IDκ  nin elemanlarına birer dual  vektör diyeceğiz. 

 
 
2.1 Dual Simplektik Vektör Uzayı 
 
Tanım 2.1.1.  

∑
=

=→

→×
n

i
ii

ID
n
ID

n
ID

pqKPQPQ
1

)(,),(

:,
rrrr

κκκ
 

( ) niqqqqQ IDin ≤≤∈= 1,;,...,, 21 κ
r

 

( ) nippppP IDin ≤≤∈= 1,;,...,, 21 κ
r

 

şeklinde tanımlı dönüşüme n
IDκ  üzerinde bir dual simplektik çarpma denir. Burada  

)( iqK , iq  dual kuaterniyonun eşleniğidir. Dual simplektik çarpma aşağıdaki 
özelikleri sağlar. 

i)    PQPQPQQ
rrrrrrr

,,, 2121 +=+  , n
IDPQQ κ∈∀

rrr
,, 21  

ii)   2121 ,,, PQPQPPQ
rrrrrrr

+=+  

iii) qPQqPQ
rrrr

,., = , IDq κ∈∀  

iv) PQqKPqQ
rrrr

,)(,. =  

 
Tanım 2.1.2. Üzerinde  dual simplektik çarpma tanımlı olan n

IDκ  vektör uzayına  
dual simplektik vektör uzayı denir. 
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Tanım 2.1.3. n
IDκ  bir simplektik vektör uzayı olsun. 

n
ID

n
ID κκσ →:  

lineer dönüşümü  n
IDPQ κ∈∀

rr
,  için  

PQPQ
rrrr

,)(),( =σσ  

eşitliği sağlanıyorsa  σ  ya  n
IDκ  üzerinde bir dual simplektik dönüşüm denir. 

 
Önerme 2.1.1. n

ID
n
ID κκσ →:  bir dual simplektik dönüşüm olsun. Bu durumda  

σ , birebir ve örtendir. 
 
İspat. σ  lineer bir dönüşüm olduğundan  her n

IDQ κ∈∀
r

 için   

00)(
rrr

=⇒= QQσ  

olduğunu göstermeliyiz. n
IDPQ κ∈∀

rr
,  için  σ  bir dual simplektik dönüşüm 

olduğundan 

PQPQ
rrrr

,)(),( =σσ  

yazabiliriz. Özel olarak PQ
rr

=    alırsak  

QQQQ
rrrr

,)(),( =σσ  

olur. 0)(
rr

=Qσ  olsun. Bu durumda   

0,0
rrrr

=⇒= QQQ  

elde edilir. O halde σ  birebirdir. σ  nın tanım ve değer uzayları aynı olduğundan 
örtenliği açıktır. Buradan σ  dual simplektik dönüşümü bir lineer endomorfizm 
olur. 
 
Önerme 2.1.2. σ , n

IDκ  üzerinde bir dual simplektik dönüşüm ise  σ  nın tersi 

olan 1−σ   dönüşümü de  n
IDκ  üzerinde bir dual simplektik dönüşümdür. 

 
İspat. 1−σ  in lineerliği açıktır. Biz burada iç çarpımı koruduğunu gösterelim. 

n
IDPQ κ∈∀

rr
,  için n

IDPQ κσσ ∈)(),(
rr

 dir. Buradan  

( ) ( ) PQPQ
rrrr

,)(,)( 11 =−− σσσσ  

olur. Ayrıca σ  bir simplektik dönüşüm olduğundan  

PQPQ
rrrr

,)(),( =σσ  
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dır. O halde  

( ) ( ) )(),()(,)( 11 PQPQ
rrrr

σσσσσσ =−−  

elde edilir ki bu bize  1−σ  in n
IDκ  üzerinde bir dual simplektik dönüşüm olduğunu 

gösterir. 
 
Sonuç olarak dual simplektik dönüşümlerin cümlesi bileşke işlemine göre bir grup 
oluşturur. Bu gruba  dual simplektik grup denir ve ),( IDp nS κ  ile gösterilir. 
Buradan  

( ) { }PQPQiçinPQnS n
ID

n
ID

n
IDIDp

rrrrrr
,)(),(,,:, =∈∀→= σσκκκσσκ

 
olur. 
 
Teorem 2.1.1. n

IDκ  üzerindeki standart baz { }neee vvv ,...,, 21  olmak üzere 

IDQ κ∈−1
r

  birim dual vektör ise Qe
rv =)( 1σ  olacak şekilde bir  

n
ID

n
ID κκσ →: dual simplektik dönüşümü vardır. 

 
İspat. { }nQQQ

rrr
,...,, 21  cümlesi  n

IDκ  in herhangi bir ortonormal bazı olmak üzere 

σ  yı  ii Qe
rv =)(σ , ni ≤≤1  olacak şekilde  tanımlarsak bir lineer endomorfizm 

olur. Buradan  

ki

ik

kiki

ee

QQee

vv

rrvv

,

,)(),(

=

=

=

δ

σσ

 

elde edilir ki bu bize  σ  nın bir dual simplektik dönüşüm olduğunu gösterir. 
 
Teorem 2.1.2. σ , n

IDκ  üzerinde bir dual simplektik dönüşüm olsun. Eğer σ  ya 

karşılık gelen matris  [ ]ijqQ =   ise  [ ] [ ]ij
T QQK δ=)(  dır. 

İspat. n
IDκ  vektör uzayının standart bazı  ( )iniiie δδδ ,...,, 21=v

 olmak üzere 

{ }neee vvv ,...,, 21  olsun. Bu durumda  

∑
=

=
n

j
jiji qee

1
)( vvσ    ve   ∑

=

=
n

j
jkjk qee

1
)( vvσ  

yazabiliriz. σ  bir dual simplektik dönüşüm olduğundan  
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]ik
T

ikjk
T

ji

ikjkji

n

sj

kisksjji

n

sj

kisksjij

n

sj

ki

n

s
sks

n

j
jij

kiki

QQK

qqK

qqK

eeqeeqK

eeqeqe

eeqeqe

eeee

δ

δ

δ

σσ

=⇒

=⇒

=⇒

=⇒

=⇒

=⇒

=

∑

∑

∑

∑∑

=

=

=

==

)(

)(

)(

,,)(

,,

,,,

,)(),(

1,

1,

1,

11

vvvv

vvvv

vvvv

vvvv

 

elde edilir. Ayrıca [ ]ijQQ =  olmak üzere 321 eCeBeADQ ijijijijij
vvv +++= , 

nji ≤≤ ,1  olsun. ijQ DS
ij
=   ve  321 eCeBeAV ijijijQij

vvvr
++=  için  

ijij QQij VSQ
r

+=  şeklinde yazabiliriz. 

[ ] [ ]
ijijijij QQ

T
ijQQij VSQKVSQK

rr
−=⇒−= )()(  

olur. Buradan  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1

)(

2

1

222 =+++⇒

=+−⇒=

∑
=

ij

n

i
ijijij

ijQQQQij
T

ij

CBAD

VSVSQQK
ijijijij

δδ
rr

 

ve 

[ ] )(0,
1,

jiVVVSVSVVSS
n

ji
QQQQQQQQQQ jiijijjijiijjiijjiij

≠=∧−+−+∑
=

rrrrrr
 

bulunur. 
 
Tanım 2.1.4. Dual simplektik dönüşümlerin grubunu izomorf olan matrislerin 
grubuna  dual simplektik matrislerin grubu denir. Matrislerin bu grubunu da yine 

)(nSP  ile göstereceğiz. O halde 

[ ]{ }n
Tn

IDP IQQKQnS =∈= .)()( κ  
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olur. Özel olarak  n =1 için  
{ }1)1( =∈= QIDP NQS κ  

birim dual kuaterniyonların cümlesini elde ederiz. 
 
3. Birim Dual Küre Üzerinde Simplektik Yapı 
 
M manifoldu olarak   { })0,1(32 =∈= xxS IDID

rr κκ  cümlesini, yani ID - modül 

de birim dual küreyi alalım. Birim dual küreye üzerindeki bir p noktasında teğet 
olan  vektörler, kürenin bu noktasındaki tanjant uzayını oluştururlar. 2

ID
Sκ  

üzerindeki standart simplektik form iç ve dış çarpımlar yardımıyla tanımlanır. Yani  
),()()(: IDMCMM ∞→×Ω χχ  

olmak üzere her Mp∈  için  

( )BAp

BApBABA

pTpT

p

IDMMp

rr

rrrrrr

,,det

,),(),(

)()(:

=

×=Ω→

→×Ω κ

 

dönüşümünün bileneer  ve alterne olduğu açıktır. Non-dejenere özelliğine sahip 
olduğunu gösterelim. )( pTA M∈

r
 için )( pTB M∈∀

r
 olmak üzere 

0),( =Ω BAp

rr
 olsun.  

 

0

)(,0

0,0),(

rr

rrrr

rrrr

=⇒

∈∀=×⇒

=×⇒=Ω

A

pTBBA

BApBA

M

p

 

olur. O halde pΩ  non-dejenere özelliğe sahiptir. Ayrıca Ω  formu dual küre 

üzerinde ikinci dereceden bir form olduğundan kapalıdır. Yani 0=Ωd  dır. Sonuç 
olarak Ω  bir simplektik form ve ( )Ω,M  ikilisi bir simplektik manifold olur. 

Eğer  dual birim olarak 0=ε  alınırsa 3IR  deki  2S  küresi üzerinde simplektik 
form elde edilir. 
Şimdi ise birim dual kürenin hemen hemen kompleks yapıya ve buradan da bir 
( )gj,  hemen hemen Hermityen yapıya sahip olduğunu gösterelim. 

3
IDκ  üzerindeki iç çarpım birim dual küre üzerinde doğal bir g  metrik tensör alanı 

verir. 
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2
ID

SX κ∈  için  )(2 XT
IDSκ

 tanjant uzayı, doğal olarak X ’e ortogonal olan 3
IDκ  

ün alt uzayı ile izomorf yapılabilir. 

YXYjY

XTXTj

X

SX
IDKSIDK

×=→

→

)(

)()(:
2

2

 

dönüşümü tanımlayalım. Bu bir lineer endomorfizmdir. Ayrıca 
( )
( )
( )

Y
YXX

YXXXYX
YXX

YXj
YjjYj

X

XXX

−=

−=

−=

××=
×=

=

,

,,

)()(2

 

ise  IjX −=2  olur. O halde  XjX →  eşlemesi Ij −=2  olacak şekilde bir  j  

tensör alanı tanımlanır. Bu ise j  nin  2
ID

Sκ  üzerinde bir kompleks yapı olduğunu 
gösterir. Diğer taraftan  

( ) ( ) )(,;,, 2 XTZYZYgZjYjg
ID

XX κ
∈∀=  

olduğundan birim dual küre bir ( )gj,  hemen hemen Hermityen yapısına sahiptir. 
Buradan birim dual küre bir hemen hemen Hermityen manifold olur. 
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