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Lisans Ogrencilerinin Limit Tanimini Yorumlama Becerileri*

Interpredations Skills of Undergraduate Students Towards the Definition of

Limit

Muhammet DORUK™ Murat DURAN™"

0Oz. Bu calismanin amaci lisans égrencilerinin limit tanimini nasil yorumladiklarini
ortaya gikarmaktir. Bu amagla 6grencilerin limitin formel tanimina yonelik anlayislari
detayl bir sekilde irdelenmistir. Nitel arastirma desenlerinden buttncil ¢oklu durum
calismasina gore desenlenen bu ¢alisma, 2014-2015 6gretim yili bahar déneminin
basinda gerceklestirilmistir. Calismanin katilimcilari, Dogu Anadolu Bélgesi'ndeki bir
devlet Universitesinin ilkdgretim matematik 6gretmenligi bolimuinde 6grenim goéren
ikinci (n=31) ve dordinci (n=29) sinif 6grencileridir (n=60). Calismanin veri toplama
araci, 6grencilerin limit tanimini nasil yorumladiklarini ortaya ¢ikarmak amaciyla
arastirmacilar tarafindan gelistirilen Limit Tanimina Yonelik Anlayis Formudur (LTYAF).
Ogrencilerin géruslerinden elde edilen verilerin ¢dziimlenmesinde icerik analizi
kullaniimistir. Calisma sonucunda 6grencilerin buydk ¢ogunlugunun limitin formel
tanimini yorumlamakta gliclik cektikleri tespit edilmistir. Ogrencilerin cogunun limitin
formel taniminin altinda yatan sezgisel anlamalarin farkinda olmadiklarini séylemek
muUmkindir. Bu durumun égrencilerin limit taniminda bulunan topolojik kavramlari
ve sembolleri (epsilon-delta) yorumlama ve anlamlandirmadaki gugcluklerinden
kaynaklandigi dustnilmastir. Ayrica 6grencilerin limiti aranan noktanin yigiima
noktasi olmasini g6z ardi ettikleri belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Limit, limit tanimi, lisans 6grencileri, matematik egitimi.

Abstract. The purpose of this study was to find out how undergraduate students
interpret the definition of limit. For this purpose, understanding of students related
to the formal definition of limit was examined in detail. This study was designed
according to the holistic multiple case study of qualitative research designs and
carried out at the beginning of spring semester of 2014-2015 academic year. The
participants of the study (n=60) were sophomore (n=31) and senior (n=29) students
studying in the department of primary mathematics teacher training in a state
university in the province of Eastern Anatolia of Turkey. Data collection tool of the
study was Understanding Protocol for Limit Definition (UPLD) developed by the
researchers to reveal how students interpret the definition of limit. The content
analysis was used in the analysis of data obtained from the views of the students. As
a result of the study, it was determined that most of the students had difficulty in
comprehending the formal definition of limit. It was possible to suggest that most of
the students were not aware of the intuitive meanings underlying the formal
definition of limit. It was reckoned that this case was the result of the difficulties in
the process of interpreting and comprehending the meaning of the topological
concepts and symbols (epsilon-delta) in the definition of limit. It was also determined
that the students ignored the fact that the point where limit was searched was the
accumulation point.

Keywords: Limit, the definition of limit, undergraduate students, mathematics
education.
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Galismanin amaci ilkogretim
matematik ogretmenligi
bélimunde 6grenim goren 60
6grencinin limit tanimini nasil
yorumladiklarini ortaya
ctkarmaktir. Calisma sonunda

ogrencilerin, limitin  bilinen
sembolik tanimini
yorumlamada zorluk
yasadiklar sonucuna
ulasilmistir. Buna gore
ogrenciler limit taniminda
bulunan sembolleri ve
kavramlari  anlamlandirirken

gucluk yasamaktadir.
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reveal how 60 learners
studying in the department of
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training interpret the definition
of limit. At the end of the
study, students were found to
have difficulty in interpreting
the known symbolic of the
definition of limit. Accordingly,
students have difficulty in
understanding the symbols
and concepts in the definition
of limit.
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1. GIRIS

GUnUmuzde matematik agirlikli lisans programlarinin 6nemli dersleri arasinda analiz dersleri yer
almaktadir. Universitelerdeki geleneksel analiz derslerinde yogun olan icerik bir diizene gére
kategorilere ayrilir ve bu dersler belli bir sira gozetilerek islenir (Barak, 2007). Matematigin ardisik
ve yigiilmali bir bilim dali olmasindan dolayi izlenen bu sirada limit, analiz derslerinin temelini teskil
eden kavramlardan biridir. CunkU analiz derslerinde sureklilik, tirev, diferansiyel ve integral gibi
temel kavramlar ile devamindaki diziler, seriler, yakinsama-iraksama gibi kavramlar limit kavrami
yardimiyla agiklanir ve anlam kazanir (Bukova, 2006). Bu yuzden limit, tek basina énemli bir kavram
olmasinin yaninda analizin diger temel kavramlarini anlayabilmek icin de bir 6n sart olma degeri
tasir. Turkiye'de o6grenciler limit kavrami ile lise son sinifta tanismaktadirlar. Ortadgretim
matematik dersi 6gretim programinda (Milli Egitim Bakanlig [MEB], 2013) limit, tarev baslgi altinda
yer almaktadir. S6z konusu programda 6grencilerden bir fonksiyonun bir noktadaki limitini, soldan
limitini ve sagdan limitini tablo ve grafik kullanarak agiklamalari istenmektedir. Programda ayrica
temel seviyede limit alma islemlerine yer verilmektedir. Limit kavrami da bir bagimsiz degiskenin
verilen bir saylya yaklasmasindan yola ¢ikarak agiklanmaktadir (MEB, 2013). Bu kazanimlardan yola
cikarak 6grencilerden 6gretim slreci sonunda limit kavramini sezgisel olarak anlamalari ve limitle
ilgili islemleri yapabilir seviyede olmalari beklenmektedir. MEB'in 12. sinif matematik dersi icin
onerdigi kaynak kitaplarda (Cakimci ve Kabasakal, 2016; Keskin, 2017) limit kavramina sagdan ve
soldan yaklasma kavramlari aciklanarak giris yapilmaktadir. Fonksiyonun bir noktadaki limiti
tanimi, noktaya sagdan ve soldan yaklasildiginda fonksiyonun aldig1 degerlerin bir saylya
yaklasmasi seklinde aciklanmaktadir. Kaynak kitaplarda ayrica bir fonksiyonun bir noktada limitinin
olmasi icin fonksiyonun o noktada tanimli olmasinin gerekmedigi vurgulanmaktadir. Lise
duzeyindeki limit 6gretiminin; limitin 6zellikleri, parcali ve mutlak degerli fonksiyonlarin limitleri,
genisletilmis gercek sayilar kiimesinde limit ve belirsizlikler (%, z) konulari ile sinirli oldugu tespit
edilmistir (Cakimci ve Kabasakal, 2016). Ogrenciler liselerden mezun olduktan sonra Universite
O0grenimleri boyunca, 6grenim gordukleri bolumlere gbére limit kavrami ile tekrar
karsilasabilmektedirler. ilkégretim matematik égretmeni adaylarina limit kavraminin 6gretimi
Analiz | dersi kapsaminda yapiimaktadir. Yiksek Ogretim Kurumu tarafindan sunulan Analiz-I dersi
icerigi (Yuksek Ogretim Kurumu [YOK], 2014) ve ilgili derste kullanilan populer ders kitaplari
incelendiginde (Balci, 2008; Kadioglu ve Kamali, 2003; Musayev, Alp ve Mustafayev, 2007) Universite
dizeyindeki limit 6gretiminin lise Ogretimine gore icerik agisindan benzerlik gosterdigi ancak
Ogretim yontemi bakimindan bazi farkliliklar tasidigi gérilmustdr. Limit kavramina limitin formel
tanimi verilerek giris yapilmaktadir. Ogretim limit taniminin uygulamalari ile devam etmektedir.
Lise dizeyinde ispatsiz olarak verilen limite ait 6zellikler ve teoremler formel tanim kullanilarak
ispatlanmaktadir. Ogrencilerin limite yénelik daha énce informel olarak égrendikleri kavramlar
matematiksel olarak tanimlanmaktadir. Ogrenciler Analiz-I dersi ile limitin formel tanimiyla ilk defa
karsilasmakta ve bu tanim sayesinde ispatlar yapabilmektedirler. Bu baglamda &gretmen
adaylarinin  matematigin sistematik ve deduktif yapisini daha yakindan kesfetme firsatini
yakaladiklari séylenebilir.

Limitin epsilon-delta tanimi olarak bilinen formel taniminda, limit kavrami matematiksel olarak
kesin bir sekilde tarif edilmektedir. Balci (2008: 82) tarafindan yapilan limit tanimi su sekildedir:

“A C R, f:A - R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Her € > 0 icin, eger 0 <
|x —al <& oldugunda |f(x)—L| <e kalacak sekilde bir & >0 sayisi bulunabiliyorsa x, a’ya
yaklastiginda f nin limiti L dir denir”

Tanim incelendiginde dncelikle limiti aranacak noktanin fonksiyonun tanim kiimesinin bir yigiima
noktasi olmasi gerektigi vurgulanmaktadir. Limitin formel taniminda bulunan topolojik ifadeler de
matematiksel anlam tasirlar. Ornegin “0 < |x —a| < 8" ifadesi anin & delik komsulugunu ifade
etmektedir. Diger bir deyisle bu ifade a noktasinin dahil olmadigl, a merkezli § yaricaph acik yuvari
temsil etmektedir. 6 nin sifira cok yakin bir pozitif say1 olacagi disunulerek x bagimsiz degiskeninin
o noktasina yaklasacagini séylemek midmktndar. Bu kimedeki x degerleri arasinda a sayisinin
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olmadigini da dikkate almak gerekmektedir. Formel tanimda yer alan |f(x) — L| < ¢ ifadesi de
benzer bir toplolojik anlam tasir. Bu tanimdaki kilit nokta sembollerde ve varliksal niceleyicilerde
gizlidir. Tanimda, verilen her pozitif kiglk & sayisina karsilik epsilona bagh en az bir pozitif §
sayisinin bulunabilmesi istenir. Yani potansiyel limit degerimiz olan L sayisinin her komsulugunun
ters goruntUsdndn, limiti arastirilan a noktasinin en az bir delik komsuluguna dusmesi gerekir.
Diger bir ifade ile matematiksel limitte esas olan limit degerinin istendigi kadar kuguk segilen bir
komsulugunda, limiti aranan noktanin fonksiyon altinda resmedilecek bir delik komsulugunun
bulunmasidir (Ozmantar ve Yesildere, 2013; Tall ve Vinner, 1981). En azindan, 6grencilerin bu
tanimin altindaki sezgisel anlamanin x degiskenlerinin a gibi bir saylya sagdan ve soldan
yaklastiginda, bu degerlere karsilik gelen gortintulerin de bir reel sayiya yaklasmasi (Arslan ve Celik,
2013) oldugunu kavramalari istenmektedir.

Ogrencilerin limit kavrami gibi matematiksel kavramlari formel ya da informel (sezgisel) olarak
zihinlerinde nasil olusturduklarini ortaya ¢ikarmak i¢in alanyazinda calismalar yapilmistir. Bu
calismalar neticesinde ortaya ¢ikan Bloom taksonomisi ve onunla iliskili kavramsal-islemsel bilgi
teorileri ortaya atilmis, sonraki calismalarda bu teoriler siklikla kullaniimistir. Benjamin Bloom
tarafindan 1956 yilinda Chicago Universitesinde ortaya atilan ve égrencilerin bir kavram ile ilgili
sahip olduklari bilissel diizeylerin basitten karmasiga dogru “bilgi-kavrama-uygulama-analiz-sentez-
degerlendirme” seklinde siralandigl siiflandirma alanyazinda “Bloom Taksonomisi” olarak
bilinmektedir. Bu siniflandirma, eksikliklerinin giderilmesi ve daha modern hale donustirmesi
amaciyla revize edilmistir (Anderson ve Krathwohl, 2001). Revize edilen yeni taksonomi ile birlikte
o6grenmeleri veya hedefleri, sadece bilgi acisindan degil ayni zamanda stre¢ acisindan da
degerlendirme imkani ortaya cikmistir (Bekdemir ve Selim, 2008). Bazi arastirmacilar da
matematiksel bilgiyi kavramsal ve islemsel olarak iki gruba ayirmislardir.

islemsel bilgi; matematik sembollerini ve gdsterimlerini tanima, kural ve formdlleri bilme, verilen
bir algoritmay! islem basamaklarina uygun bi¢cimde yuruUtebilme gibi becerileri gerektiren ve
kavramaya dayanmayan tamamen mekanik bir bilgidir (Birgin ve Gurblz, 2009). islemsel
6grenmeye alisik bir 6grenci, neyin nereden geldigine bakmaksizin tanimi, kural veya iliskiyi
kendisine sunuldugu gibi aklinda tutmaya calisir (Baki, 2014). Kavramsal bilgi ise matematiksel
kavramlari sembollestirebilme, onlari farkl bir bicimde sunabilme, onlar arasinda iliski kurabilme
ve gerekli islemleri yapabilme gibi becerilerin olusturdugu kavramaya dayali bir bilgidir (Birgin ve
GUrbuz, 2009). Kavram bilgisi sadece kavrami tanimak veya kavramin tanimini ve adini bilmek
degil, ayni zamanda kavramlar arasindaki karsilikli gegisleri ve iliskileri gorebilmektir (Baki, 2014).
Matematikte islemsel ve kavramsal bilgi birbirinden ayri gibi dustunulse de temelde birbirini
tamamlayan bagimli iki bilesendir (Birgin ve Gurbuz, 2009).

Matematikte herhangi bir konunun 6gretimi surecinde, 6grencilerin karsilasabilecekleri glcltklerin
veya kavram yanilgilarinin farkinda olarak yapilacak 6gretimin mevcut 6gretime goére daha faydali
olacagl aciktir. Cunki kavram vyanilgisina sahip olan bir 0Ogrenciye dersin tekrar tekrar
anlatilmasinin bir yarari yoktur (Resnick, 1983'den akt. Barak, 2007). Ozellikle limit konusunda
yasanilan zorluklar turev ve integral gibi onunla baglantili diger kavramlarda da zorluklar
yasanmasina sebebiyet vermektedir (Orton, 1983; Tall, 1992). Bu distncede olan arastirmacilar,
analizin en zor kavramlarindan biri olan limit kavraminin (Cornu, 1991; Orton, 1983) 6gretiminde
yararli olacagl dustincesiyle 6grencilerin sahip olduklari imajlara ve glcliklere yonelik calismalar
yapmislardir.

Ogrencilerin limit konusunda karsilastiklari giicliikleri inceleyen calismalarda égrencilerin limiti
konusunda bircok kavram yanilgisina sahip olduklari sonucuna ulasiimistir. Cottrill, Dubinsky,
Nichols, Schwingendorf, Thomas ve Vidakovic (1996), limit kavraminin ¢ogu 6grenci icin blyuk
zorluklar barindirdigini ve 6grencilerin bu 6nemli matematiksel distincenin anlasiimasinda ¢ok az
basari elde edebildiklerini belirtmislerdir. Yapilan arastirmalarda analiz 6grencilerinin bir kisminin
limiti gecilemeyen bir sinir (Akbulut ve Isik, 2005; Cottrill vd., 1996; Davis ve Vinner, 1986; Jordaan,
2005; Williams, 1991), ug deger (Davis ve Vinner, 1986; Orton, 1983), sonsuzluk islemi (Orton, 1983;
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Williams, 1991) ve yaklasma (Williams, 1991) olarak algiladiklari ortaya ¢ikmistir. Bazi 6grenciler
limit degerine asla ulasilamayacagini disunmuslerdir (Akbulut ve Isik, 2005; Davis ve Vinner, 1986;
Jordaan, 2005). Ogrencilerde goérilen en yaygin kavram yanilgilarindan biri limit hesaplama
islemine yoneliktir. Ogrenciler bir fonksiyonun bir noktadaki limitinin, fonksiyonun o noktadaki
degerine esit olduguna inanmislardir (Barak, 2007; Bezuidenhout, 2001; Davis ve Vinner, 1986;
Jordaan, 2005). Bazi arastirmalarda da o6grenciler, limit kavrami ile tanimlilik, sureklilik ve tirev
kavramlarmni birbiri yerine kullanmiglardir (Akbulut ve Isik, 2005; Barak, 2007; Bastlrk ve Donmez,
2011; Bezuidenhout, 2001; Jordaan, 2005). Ogrencilerin limit konusunda karsilastiklari bu
glcluklerin sebepleri arasinda kullanilan gutnlik konusma dilinin égrencilerdeki limit imajini
olumsuz yonde etkilemesi yer almaktadir (Davis ve Vinner, 1986). Ayrica 6grencilerin diger
matematiksel kavramlarin gelisiminde limitin ne kadar énemli oldugunun farkinda olmamalari
onemli bir etkendir (Sanchez, 1996'dan akt. Bukova, 2006).

Limit kavraminin 6gretiminde analiz 6grencilerinin en ¢ok zorlandiklari konulardan birisi de limitin
formel tanimini anlama ve uygulama olmustur (Akbulut ve Isik, 2005; Baki ve Cekmez, 2012; Barak,
2007; Jordaan, 2005; Juter, 2006; Kabael, Barak ve Ozdas, 2015). Esasinda limitin formel tanimi,
dinamik ve sayisal yaklasimlarla birlikte limit kavraminin 6gretiminde bir yéntemdir ve 6grencilerin
yorumlamakta dahi zorlandiklari bir yaklasimdir (Bukova, 2006; Doruk, 2016; Ervynck, 1981;
Quesada, Richard ve Wiggins, 2008). Ayrica 6grencilerin informel ve dinamik limit imajlari onlarin
formel tanimi yapilandirmalarinin éntinde bir engel teskil etmektedir (Cottrill vd., 1996). Yapilan
literatlr incelemesinde analiz 6grencilerinin limit konusunda karsilastiklar guclikler veya sahip
olduklari kavram yanilgilarina yonelik calismalar yapilmasina karsin formel limit tanimina
odaklanan ¢alismalarin sayica az oldugu sonucuna ulasiimistir (Baki ve Cekmez, 2012; Glgler, 2013,
2014). Swinyard (2011) arastirmalarin c¢ogunlukla &grencilerin limit tanimiyla ilgili informel
anlayislari ve sahip olduklari kavram yanilgilari Gzerine odaklandigini belirterek 6grencilerin limitin
formel tanimini anlayislarini betimleyen ¢ok az sayida ¢alisma oldugunu vurgulamistir.

Ogrencilerin formel limit tanimini anlayislari Gizerine yapilan arastirmalar incelendiginde (Baki ve
GCekmez, 2012; Juter, 2006; Kabael vd., 2015), calisma verilerinin, 6grencilerin limit tanimini
yapmalari ya da limit taniminin uygulanmasi istenen sorulara verilen cevaplar ile elde edildigi
gorulmustir. Bazi arastirmacilar formel limit taniminin anlasilmamasinin sebebinin tanimda yer
alan "her” ve “en az bir" varliksal niceleyiciler olduklarini belirtmislerdir (Cottrill vd., 1996; Tall ve
Vinner, 1981). Gugler (2014) calismasinda sembollerin matematiksel iletisimdeki rolinu limit
notasyonu Uzerinden arastirmistir. Arastirmada 6grencilere limitin formel taniminda ne anladiklari
sorulmustur. Ogrenciler, bu tanimin cogunlukla islemsel ve siirec odakh oldugunu ifade
etmislerdir. Gucler (2013) calismasinda analize giris dersinde, limit kavrami Uzerinde ortaya ¢ikan
soylemleri incelemistir. Calismada o6grencilere formel limit tanimi verilip ne anladiklari
soruldugunda ise limit tanimiyla ilgili olarak islemsel ve sureklilik hareketi metaforu temelli
sézcukler kullandiklarini belirtmistir. “Yeterince yakinlasma” ve “giderek yaklasma” kelimelerini
kullanmalarina ragmen fonksiyonun limite yaklasmasi yerine limitin fonksiyona yaklastigini ifade
etmislerdir. ilgili litaratirden de anlasildigl (zere ogrencilerin formel limit tanimini nasil
yorumladiklari Uzerine detayli bir arastirmanin yapilmadigl séylenebilir. Dolayisiyla formel limit
tanimina odaklanilarak, 6grencilerin bu tanimin hangi kisimlarinda zorluk yasadiklarini ortaya
koyabilecek detayli bir calismaya ihtiyac oldugu soylenebilir. Yapilacak bu ydndeki ¢alismalarla
6grencilerin formel limit tanimina yonelik ne tur zorluklara sahip olduklari hakkinda bilgiler elde
edilebilir. Ogrencilerin tamimi yorumlamada yasadiklari giclikler dikkate alinarak 6gretim
yapilabilir. Hi¢ siphesiz 6grencileri sahip olduklari zorluklar ve yanhs yorumlardan kurtarabilmek
icin onlari yanilgilari ile yuzlestirmek gerekir. Daha iyi 6grenme icin 6grencilerin sahip olduklar
alternatif géruslere yer verilmelidir (Osborne ve Freyberg, 1985). Glgler (2014) analiz dersinde limit
dgretimi sirecinde siniftaki iletisimi giclendirmek icin sembollerin icerdigi anlamin acikhiga
kavusturulmasini 6nermistir. Yapilacak bu yénde egitimlerde 6grencilerin formel limit taniminda
yer alan semboller ve toplojik kavramlar hakkindaki dustincelerinin bilinmesi yararl olacaktir. Bu
nedenle 6grencilerin anlamakta ve yorumlamakta zorlandiklari formel limit taniminin 6grenciler
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tarafindan nasil yorumlandigl, ne tir gugltklerle karsilasildigi noktasinda bilgi sahibi olunmasi
oénemlidir. Bu ¢alismanin amaci da ilkdgretim matematik 6gretmenligi bolimu égrencilerinin limit
tanimina yonelik yorumlarini ortaya ¢ikarmaktir. Bu amacla 6grencilerin limitin formel tanimina
yonelik anlayislari detayl bir sekilde irdelenmis ve asagidaki arastirma sorularinin cevaplari
aranmistir.

e Ogrenciler limit tanimini nasil yorumlamaktadir?

e Ogrencilerin limit tanimina yénelik yorumlari égrenim gérdikleri sinif duzeylerine gére nasil
farkhlasmaktadir?

2. YONTEM

Galismada nitel arastirma yaklasimi esas alinmistir. CinkU nitel arastirmalar, insanlarin bireysel ya
da toplu olarak sosyal eylemlerini, distncelerini, inanclarini ve algilarini analiz eder ve betimler.
Nitel arastirma yaklasiminin dogal ortama duyarlilik saglamasi, arastirmacinin katilimci rolt olmasi,
battincul bir yaklasima sahip olmasi, algilarin ortaya konmasini saglamasi, arastirma deseninde
esnekligi olmasi ve timevarimci bir analize sahip olmasi énemli 6zellikleridir (Yildirim ve Simsek,
2011). Bu 6zellikler cercevesinde kullanilacak en iyi arastirma deseninin 6zel durum ¢alismasi (Case
Study) oldugu kanisina varilmistir. Bu ¢alisma icin en uygun durum calismasi deseninin butincudl
¢oklu durum calismasi oldugu sonucuna varilmistir. Cinkd bu desende, birden fazla kendi basina
batuncul olarak algilanabilecek durum s6z konusudur. Her bir durum kendi icinde butincul olarak
ele alinir ve daha sonra birbiriyle karsilastirilir (Yildirrm ve Simsek, 2011). Bu c¢alismada da
6grencilerin limit tanimini yorumlama becerileri gesitli acilardan incelenmistir.

2.1 Evren Orneklem

Galismanin katilimcilarini 2014-2015 egitim 6gretim yilinin bahar yariyilin baslangicinda bir devlet
Universitesinin ilkogretim matematik 6gretmenligi boluminde 6grenim goéren 31'i ikinci sinif ve
29'u dordincl sinif olmak Uzere toplam 60 6grenci olusturmaktadir. Calismada amagl 6rnekleme
yontemlerinden olcut o6rnekleme yoéntemi kullaniimistir. Calismada dikkate alinan dlcit,
6grencilerin ilkégretim matematik 6gretmenligi bélimudnde limit kavraminin 6gretiminin yapildig
Analiz-I dersini almis ve basari ile ge¢cmis olmalaridir. Ogrencilerin iki farkli gruptan secilmesinin
sebebi ise analiz-l dersini henlz tamamlamis 6grenciler ile mezun durumundaki 6grencilerin limit
tanimina yénelik anlayislarinin nasil farklhlastigini incelemektir. Ayrica ilgili literatlrde birinci ve son
sinifta 6grenim goren analiz 6grencileri ile ¢calismak 6dnemsenen bir durumdur (Barak, 2007). Bu
calismada ikinci sinif 6grencileri ile dérdinct sinif dgrencilerini karsilastirmak dolayli da olsa
ilkogretim matematik o6gretmenligi boliumuinde yer alan matematik agirlikli derslerin  bir
degerlendirilmesi olarak da dikkate alinabilir. ClnkU 6grenciler formel limit tanimi ile ilk defa ikinci
sinftaki Analiz | dersi ile karsilasmaktadirlar. Ogrenciler dérdiinci sinifa kadar Analiz II, Analiz 11l ve
Kompleks Fonksiyonlar Teorisi gibi derslerde cesitli limit durumlari ile tanismaktadirlar. Bu nedenle
ilkogretim matematik 6gretmenligi programindaki egitimini tamamlamaya yakin olan égrencilerin
limit kavramina yonelik daha olgun diuslincelere sahip olmasi beklenir.

2.2 Veri Toplama Yéntemi

Galismanin verileri arastirmacilar tarafindan gelistirilen Limit Tanimina Yonelik Anlayis Formu
(LTYAF) yardimiyla toplanmistir. LTYAF'de limitin epsilon-delta tanimi olarak bilinen formel tanimi
ile birlikte bes adet acik uclu soru bulunmaktadir. Formda bulunan bes soru yardimiyla 6grencilerin
bu tanimi nasil yorumladiklari ortaya ¢ikarilmak istenmistir. LTYAFnin gelistiriimesi asamasinda
analiz alaninda uzman bir akademisyenin yardimi alinmistir. Tablo 1'de LTYAF'ta yer alan tanim ve
sorular ile dlculmek istenen dzellikler belirtilmistir.
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Tablo 1. LTYAFta Yer Alan Tanim ve Sorular

Formel limit Tanimi

A C R,f:A - R bir fonksiyon, a da A kiimesinin bir yigilma noktas! olsun. Her & > 0 icin, eger 0 <
|x —al < & oldugunda |f(x) — L| < & kalacak sekilde bir & > 0 sayisi bulunabiliyorsa x, a noktasina
yaklastiginda f fonksiyonunun limiti L dir denir.

Sorular Amag

Soru 1: Bu tanim sizin icin ne anlama Limit tanimini kendi cUmleleri ile matematiksel

geliyor? Kendi cimleleriniz ile izah ediniz. olarak dogru bir sekilde ifade edip edilemedigini
ortaya c¢ikarmak. Bu anlamda 6grencilerin tanima
yonelik kavramsal bir anlayis gelistirip
gelistiremediklerini belirlemek.

Soru 2: Tanimda bulunan “0 < |[x —a| < a noktasinin delta delik komsulugundaki noktalari
&" ifadesinin ne anlama gelmektedir? temsil eden topolojik kavramin 6grenciler tarafindan
nasil yorumlandigini ortaya ¢ikarmak.

Soru 3: Tanimda bulunun olan L noktasinin epsilon komsulugundaki fonksiyonun
“If(x)— Ll <&” ifadesi ne anlama goruntllerini temsil eden topolojik kavramin
gelmektedir? Ogrenciler tarafindan nasil yorumlandigini anlamak.

Soru 4: Tanimda yer alan ¢ (epsilon)ile 8 Ogrencilerin tanimda yer alan ilgili sembollerin
(delta) sembolleri arasinda ne gibi bir islevleri hakkinda ne tur dusuncelere sahip

iliski vardir? olduklarini belirlemek.

Soru b5: lirpzx/i biciminde verilen bir Ogrencilere alisik olmadiklari tarzda bir soru sorarak
ifadenin limiti hakkinda ne limit kavrami hakkinda ddstinmelerini saglamak.
séyleyebilirsiniz? Limiti aranan noktalarin ne gibi &zelliklere sahip

olmasi gerektigini dusundirmek. Bu incelemelerin
sonucunda o6grencilerin limit taniminda bulunan
yigilma noktasi kavramini dikkate alip almadiklarini
belirlemek.

Galismanin verileri 6grencilerin formu yazih olarak doldurmalari vasitasiyla toplanmistir. Veri
toplama araci 6grencilere sinif ortaminda uygulanmis ve sure kisitlamasi yapilmamistir. LTYAF'nin
Ogrencilere yazili olarak uygulanmasinin amaci, 6grencilerin formu daha rahat ve matematiksel
bilgilerini gbz dnune alarak daha matematiksel aciklamalar yapmalarini saglamaktir. Bilindigi gibi
birebir gorismeler sirasinda 6grenciler arastirmacidan c¢ekinebilmekte ve davranislarinin kayit
altina alinacagini bildiginden dolayl tedirgin olabilmektedir. Bu sekilde elde edilen verilere
ogrencilerin gunlik konusma dilleri de yansiyabilmektedir. Ayrica gorUsmelerde &grenciler
zihinlerinde dolasan bircok dusunceyi birlestirerek uygun bir dil ile ifade etmede gugcluk
yasayabilmektedirler. Goruslerin yazili sekilde alinarak 6grenci dislncelerinin daha rahat ifade
edilmesi saglanmistir. Bununla birlikte, calisma 6grencilerin limit tanimini yorumlamalarina
odaklandigi icin daha formel bir dil kullanimi gerektirmektedir. Ornegin 6grencilere tanimda yer
alan topolojik bir ifadenin matematiksel olarak ne anlama geldigi soruldugunda, o konu hakkindaki
tum bilgilerini yoklayarak elde ettigi en makul aciklamayr yazili olarak ifade edebildikleri
gozlemlenmistir. Bu sayede calisma verilerinin daha gecerli ve glvenirliginin daha yiksek olacagi
dusundlmustar.

2.3 Verilerin Analizi

Ogretmen adaylarinin goérislerinden elde edilen verilerin ¢déziimlenmesinde icerik analizi
kullanilmistir. icerik analizi ydntemlerinden de tiimevarim icerik analizi tercih edilmistir. Timevarim
icerik analizinde nitel verileri dizenlemek icin kodlama, kategoriler yaratma ve &zetleme yapilir
(Kiziltepe, 2015). Oncelikle égrencilerin verdikleri cevaplar birinci yazar tarafindan incelenmis ve
taslak kategoriler olusturulmustur. Daha sonra yazarlar bir araya gelerek veriler ve kategoriler
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tekrar incelenmis ve kategorilere son sekli verilmistir. Elde edilen kategorilerin guvenirligini
saglamak igin iki uzmanin gorusu alinmistir. Uzmanlardan birisi Analiz alaninda, digeri matematik
egitimi alaninda uzman iki akademisyendir. Uzmanlara ¢alismadan elde edilen tim kategoriler ve
bu kategorilerin olusmasini saglayan 6rnek 6grenci cevaplari sunulmustur. Uzmanlardan hem
kategorilerin uygunlugu hakkinda hem de calismada yapilan matematiksel yorumlarin dogrulugu
hakkinda gortus alinmistir. Uzmanlar c¢alismada kullanilan kategorilerin elde edilen verilerle
cogunlukla uyumlu oldugu konusunda gorus bildirilmistir. Yalnizca, daha dnceden “Sembolik”
olarak belirtilen kategorinin bu kategorideki cevaplari tam olarak yansitmada sinirli kaldigini
belirterek ilgili kategorinin “Sembolik-Ylzeysel” olarak genisletiimesinin uygun olacagini
belirtmislerdir. Uzmanlarin gorusleri dogrultusunda, ilgili kategoride ve kategorilerden elde edilen
sonuglarin matematiksel olarak yorumlanmasinda dizenlemeler yapilmistir. Bu calismada birden
cok bélumde icerik analizi yapilarak kategoriler elde edildigi icin bu sekilde bir ghvenirlik stratejisi
belirlenmistir. Ogrencilerin cogu sadece bir kategoride yanitlar verirken, bazi 6grenciler birden ¢cok
kategoriye girebilecek ifadeler kullanmislardir. Calismada kullanilan alt kategoriler genellikle
ogrencilerin ifadelerinin yansimasi seklindedir.

3. BULGULAR

Ogrencilere ilk olarak limitin “A < R, f:A — R bir fonksiyon ve a da A kiimesinin bir yigilma noktasi
olsun. Her € > 0 icin, eger 0 < |x — a| < § oldugunda |f(x) — L| < € kalacak sekilde bir & > 0 sayisi
bulunabiliyorsa x, a noktasina yaklastig§inda f fonksiyonunun limiti L dir denir." seklindeki formel
tanimi sunulmustur. Ogrencilerden bu tanimdan ne anladiklari kendi cimleleri ile izah etmeleri
istenmistir. Ogrencilerin ifadeleri analiz edildiginde, égrencilerin limit tanimindan anladiklarini dért
boyutta ve 11 farkl sekilde izah etmeye calistiklari ortaya ¢ikmistir. Tablo 2'de 6grencilerin limit
tanimini yorumlamalarina yonelik elde edilen kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 2. Ogrencilerin Limit Tanimina Y6nelik Aciklamalari

Kategoriler  Alt Kategoriler ikinci Doérdinct  Toplam
Sinif (%) Sinif (%) (%)

islemsel Islemsel aciklamalar 20 11 16
Yaklasma a ya sagdan ve soldan yaklasma 11 11 11

x, a yayaklastiginda f(x) in L degerini almasi 0 11 5

x ler a ya yaklasirken goruntulerinin de L ye 5 4 5

yaklasmasi

Fonksiyonun bir degere yaklagmasi 3 8 5
Sembolik- |x —al| & dan kicuk iken |f(x) — L| nin € dan 14 8 11
Yizeysel kiguk olmasi

Fonksiyon ile limit arasinda € kadar fark 9 0 5

olmasi

Limitin tanimi 11 4 8
Komsuluk x degerlerinin a nin 8§ komsulugunda kalmasi 9 4 6

x in a nin delik komsulugunda |f(x) —L| <& 11 4 8

olmasi

x ler a nin 8 komsulugunda kaldiginda f(x) in 3 11 6

de L nin € komsulugunda kalmasi

Bos 0 23 10

Toplam 100 100 100

Tablo 2'deki veriler genel olarak degerlendirildiginde, 6grenciler en ¢ok yaklasma kelimesini
kullanarak limit tanimini agiklamaya calismislardir (%26). Bu kategorideki 6grencilerin bazilari
sadece fonksiyonun tanim kiimesine ya da deger kiimesine odaklanmislar, “a ya sagdan ve soldan
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yaklasmadir" ve “Fonksiyonun bir degere yaklasmasidir' seklinde yorumlar yapmislardir. Bazilari da
hem tanim hem deger kiimesini dikkate almislardir. Bu 6grencilerden bir kismi limit tanimini “x ler
a ya yaklasirken gorintiilerin de L sayisina yaklasmasi” olarak aciklarken bir kissm 6grenci de bu
ogrencilerden farkli olarak fonksiyonun L degerini almasinin gerekli oldugunu ifade ederek “x ler a
ya yaklasirken gériintiilerinin de L ye yaklasmasidir' seklinde acgiklama yapmislardir. Ogrencilerin
%24'Gnun limit tanimini sembolik olarak ifade etmeye calistiklari belirlenmistir. Bu 6grenciler limit
taniminda bulunan ifadeleri ¢cogunlukla okumaya calismislardir. Limit taniminin matematiksel ve
sezgisel anlamindan daha ¢ok sembolleri okumaya odaklanmiglardir. Bu kategorideki 6grenciler
digerlerinden ayiran 6zellik, tanimi kendi cimleleri ile agiklama yerine tanimda yer alan ifadeleri
kullanarak yorumlamaya ¢alismalaridir. S6z konusu yorumlar tanimda bulunan sembolleri oldugu
gibi okumaya dayal olan ytzeysel aciklamalardir. Bu 6grencilerin bir kismi tanimda bulunan
esitsizlikleri dogrudan okuyarak limit taniminin “|x — a| & dan kiictk iken |f(x) — L| nin & dan kiicik
olmasi” oldugunu ifade etmislerdir. Bazi 6grenciler limit tanimini “Fonksiyon ile limit arasinda & kadar
fark olmasidir” ve “Bu limitin tammidir” seklinde yorumlamiglardir. Ogrencilerin %20'si limit tanimin
komsuluk kavrami ile agiklamaya calismistir. Bu 6grencilerin yaklasik tgte ikisi sadece fonksiyonun
tanim kimesine odaklanarak “x degerlerinin a nin § komsulugunda kalmasidir" ve “x in a nin delik
komsulugunda |f(x) — L| < € olmas/” yorumlarini yaparken Ugte biri limit tanimini, “x ler a nin &
komsulugunda kaldiginda f(x) in de L nin & komsulugunda kalmasidir’ agiklamasini yaparak, kendi
camleleri ile dogru bir sekilde izah etmislerdir. Ogrenciler son sirada, limit tanimini kullanarak
uygulama yapmaya dayali olan islemsel ifadeler kullanarak aciklamaya calismislardir (%16).
islemsel aciklama yapan égrenciler cogunlukla daha énceki limit sorularinda yaptiklari ¢éziimlere
dair 6zel bilgiler vermeye calismislardir. Bu bilgiler & sayisinin bulunmasi strecindeki bilgilerdir. Bu
yorumlardan bazilari “|f(x) — f(a)| da |x — a| bulup benzetmeliyiz", "8 = & gibi bir esitlik elde ediliyorsa
limit vardir”, “|x — al| < & ifadesini kullanarak f(x)-L yi € gibi bir degerden kiiciik kalip kalmadigina bakilir,
delta epsilona bagh ¢ikar” seklindedir.

ikinci ve dérdunci sinif égrencilerinin limit tanimina yénelik anlayislan karsilastirildiginda, ikinci
sinif 6grencilerin dérdincu sinif 6grencilerine gére daha ¢cok oranda islemsel, sembolik aciklamalar
yaptiklari ortaya cikmistir. Komsuluk kavramini kullanarak agiklama yapmada birbirine yakin
oranlarda aciklama yapmuslardir. ikinci sinif 6grencileri bu soruya yanit verirken dérdinci sinif
ogrencilerin yaklasik beste biri bu soruya bir agiklama getirememistir. Bu tanimi matematiksel
gerceklerle uyumlu bir sekilde aciklayabilen 6grencilerde de dérduncd sinif 6grencileri oransal
olarak daha basarili olmuslardir.

Ogrencilerin limit taniminda bulunan matematiksel ifadeleri nasil yorumladiklarini ortaya cikarmak
icin tanimda bulunan “0 < |x — a| < é" ifadesinin ne anlama geldigi sorulmustur. a noktasinin &
delik komsulugu anlaminda olan bu ifadeye yonelik 6grencilerin gdrislerinin toplam U¢ kategori ve
11 alt kategori altinda toplandigl tespit edilmistir. Tablo 3'te kategoriler hakkinda bilgiler
sunulmustur.

Tablo 3. Ogrencilerin Limit Taniminda Bulunan “0 < |x — a| < §” ifadesini Yorumlama Sekilleri

Kategoriler Alt Kategoriler ikinci Dérdincli  Toplam
Sinif (%) Sinif (%) (%)
Komsuluk anin 8 komsulugu 19 33 27
a nin § delik komsulugu 16 4 10
|x — al, 8 komsuluktadir. 3 0 2
x in a komsulugu 3 7 5
a nin x komsulugu 3 0 2
Sembolik- x ile a nin farki ¢ok kuigtik pozitif bir sayidir 23 0 12
Ylzeysel sifir kGigUktar mutlak x eksi a kiglktir delta 6 15 10
x-a, 0 ile 8§ arasinda 19 0 10
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Yakinsama- X ayayakinsar

Yaklagma x-a nin § ya yaklasmasi 0 15

Sinir Yigilma noktasinin siniri 3 7 5
Bos 0 15 7
Toplam 100 100 100

Tablo 3'teki bulgular genel olarak degerlendirildiginde, 6grencilerin bu ifadeyi agiklarken komsuluk,
yaklasma-yakinsama ve sinir kavramlarini kullandiklari ya da séz konusu ifadedeki sembollere
odaklanarak tekrarladiklari ortaya c¢ikmistir. Ogrencilerin yaklasik yarisi komsuluk kavramini
kullanarak agiklama yapmaya ¢alismislardir (%46). Bu 6grenciler bu topolojik ifade icin sirasiyla “a
nin & komsulugu”, “a nin & delik komsulugu”, “x in a komsulugu”, “|x — al, &§ komsuluktadir" ve “a nin x
komsulugu” ifadelerini kullanmislardir. Ogrencilerin %37'si bu ifadenin matematiksel anlami ile
drtiisebilecek dogru aciklamalar yapmislardir. Ogrencilerin %32'sinin gorisleri de cogunlukla
ifadelerin tekrar edilmesine dayanan yuzeysel agiklamalardir. Bu aciklamalarda sembollerin
okunuslari 6n plandadir. “x ile a nin farki cok kiiciik pozitif bir sayidir “x-a, 0 ile & arasinda”
aciklamalart ile “sifir kiigiiktiir mutlak x eksi a kiigtiktiir delta” gibi ifadenin dogrudan okunusu ile ilgili
olan aciklamalarbu kategori altinda toplanmistir. Ogrencilerin %10'luk bir kismi da “x a ya yakinsar”
ve “x-a nin & ya yaklasmasr” yorumlarini yaparak yaklasma-yakinsama terimlerini kullanmislardir.
Ogrencilerin %5'i séz konusu ifadenin “Yigilma noktasinin sinirini” temsil ettigini belirtmistir.
Ogrencilerin %7'si ise bu soruyu bos birakmislardir.

Siniflar bazinda bir degerlendirme yapildiginda komsuluk kategorisinde birbirine yakin oranlarda
aciklamalar yapildigi gortlmastir. ikinci sinif 6grencilerin yaklasik yarisi sembolik agiklama
yapmislardir (%48). Dordincu sinif 6grencileri ise daha ¢ok yaklasma-yakinsama terimlerini
kullanmis ve soruyu bos birakmislardir.

Ogrencilerin formel limit taniminda bulunun diger topolojik ifade olan “|f(x) — L| < &” ifadesinin ne
anlama geldigi sorulmustur. Buradaki topolojik ifade L nin epsilon komsulugundaki fonksiyon
goruntilerini temsil etmektedir. Ogrencilerin ifadelerinin 12 alt kategori ve dért kategoride
toplandigi tespit edilmistir. Tablo 4'te kategoriler hakkinda bilgiler sunulmustur.

Tablo 4. Ogrencilerin Limit Taniminda Bulunan “|f(x) — L| < " ifadesini Yorumlama Sekilleri

Kategoriler Alt Kategoriler ikinci Dordunci Toplam
Sinif (%) Sinif (%) (%)
Sembolik- Fonksiyon ile limiti arasindaki fark 44 4 25
Yizeysel yeterince kucuk pozitif sayi
|f(x) — L| < € olmalidir 24 16 20

a noktasinin f(x) deki limiti
€ dan kicuk L sayisi vardir

Komsuluk f(x), L nin € komsulugundadir 10 20 14
[f(x) —L| nin & un komsulugunda 3 0
olmasi
L, f(x) in komsulugunda 3 4
Yaklasma f(x) in L ye yaklasmasi 0 4
Limit degerinin € a yaklasmasi 0 4
Yigilma L noktasi, fonksiyonun yigilma noktasi 3 12 7
noktasi
Suareklilik Surekli fonksiyon 3 0 2
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Maksimum Fonksiyonun alacagi en buyuk deger 3 0 2
Bos 3 16 9
Toplam 100 100 100

Tablo 4 incelendiginde 6grencilerin yarisina yakininin sembolik agiklamalar yapmaya calistig yani
aciklamalarinin ifadenin tekrar edilmesi seklinde oldugu ve 6grencilerin topolojik kavrami kendi
cumleleri ile ifade edemedikleri tespit edilmistir (%52). Bu 6grenciler cogunlukla sembolik ifadeleri
okumaya calismislardir. S6z konusu topolojik kavrami “Fonksiyon ile limiti arasindaki fark yeterince
kiictik pozitif sayr”, “| f(x) — L| < &€ olmalidir", “a noktasinin f(x) deki limitidir” ve “& dan kiictik L sayisi
vardir" seklinde yorumlamislardir. Sembolik-ytzeysel kategorisi disindaki yorumlarda 6grenciler
farkli kavramlarla iliskilendirerekagiklamalar yapmislardir. Ogrencilerin beste biri bu ifadeyi
komsuluk kavrami ile agiklamaya calismistir. Bu ifadenin “f(x), L nin & komsulugunda olmasr”,
“If (x) — L| nin & un komsulugunda olmasi “ ve “L, f(x) in komsulugunda olmasi” anlamina geldigini
belirtmislerdir. Ogrencilerin %14'G bu topolojik ifadenin matematiksel karsiligi olan L nin &
komsulugu ifadesini kullanmistir. Ogrencilerin %8 yaklasma kavramini kullanarak agiklama
yapmaya calismislardir. Bu kategorideki 6grenciler ifadeyi “f(x) in L ye yaklasmasi “ ve “Limit
degerinin € a yaklasmasr” olarak yorumlamislardir. Ogrencilerin %7'si bu ifadenin “L noktasinin
fonksiyonun yigilma noktasi olmasini” ifade ettigini belirtmistir. Cok az sayida da olsa (%4), bu
ifadenin “Fonksiyonun siirekli olmasi” ve “Fonksiyonun alacagi en blyik deger” anlami tasidigini
belirten égrenciler olmustur. Ogrencilerin %9'u bu soruya yanit vermemistir.

Sinif duzeylerine gore bir degerlendirme yapildiginda ikinci sinif 6grencilerin dérdidnci sinif
Ogrencilerine gore daha ¢ok sembolik-yuzeysel agiklamalar yapmaya calistiklari ortaya ¢ikmistir
(%71-%32). Komsuluk kavramini kullanarak agiklama yapan 6grencilerin siniflar bazinda oranlari
birbirine yakin seviyededir (%16-%24). Yaklasma kelimesini kullanarak agiklama yapan 6grenciler
sadece dorduncu sinif 6grencileridir. Bu soruya cevap vermek istemeyen 6grenciler dérduncu
sinifta ¢ogunluktadir.

Tanimi irdelemek amaciyla sorulan son soru ise tanimda yer alan € (epsilon) ile 8 (delta) arasinda
ne gibi bir iliskinin olduguna ydneliktir. Bilindigi gibi bu tanimda verilen her epsilon degerine
karsilik epsiona bagl en az bir pozitif delta sayisinin bulunmasi gerekmektedir. Dolayisiyla burada
beklenen cevap, tanimda bulunmasi istenin delta sayisinin epsilona bagl bir deger olmasi
seklindedir. Ogrencilerin bu soruya verdikleri yanitlarin (i kategori ve bu kategoriler altinda toplam
dokuz alt kategori altinda toplandigl ortaya ¢ikmistir. Tablo 5'te kategoriler hakkinda bilgiler
verilmistir.

Tablo 5. Ogrencilerin g ile § Arasindaki iliskiye Yénelik Gorisleri

Kategoriler  Alt Kategoriler ikinci Dorduncu Toplam
Sinif (%) Sinif (%) (%)
Ozellik ikisi de sifirdan blyiik yeterince kiiciik 32 18 25
sayilardir
8§ yiglma noktasinin & fonksiyonun 11 7 9
araligidir
8 sabit, € degiskendir 0 4 2
8 artma, € yaklasmadir 0 7 4
Nicelik €= 8 olmalidir 21 0 11
€< & olmahdir 4 15 9
Bagimhhk § ile € birbirine baglidir 7 0 4
€, 8 ya baghdir 7 15 11
8, € a baglidir 18 15 16
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Bos 0 19 9
Toplam 100 100 100

Tablo 5 incelendiginde &grencilerin epsilon ile delta sayilari arasindaki iliskiyi; bu sayilarin
ozellikleri, nicelikleri ve degiskenlerin birbirine bagliliklariagisindan degerlendirdikleri ortaya
ckmustir. Ogrencilerin %40'1 bu sayilari 6zellikleri bakimindan degerlendirmistir. Ogrenciler “ikisi de
sifirdan buytk yeterince kiictik sayilardir”, "8 yigilma noktasinin € fonksiyonun araligicdir”, "8 sabit, €
degiskendir" ve “8 artma, & yaklasmadir’ yorumlarini yapmislardir. Ogrencilerin bu kategorinin
olusmasini saglayan goruslerin tanimdan ¢ikarilabilecek sonuclar olmadigl gorulmektedir.
Ogrencilerin beste biri ise iki saylya niceliksel olarak yaklasmislardir. Bu iki sayi i¢in biyUklik-
kagukluk kiyaslamasi yapmaya calismislardir. Bu konuda “e = & olmalidir’ ve “e < & olmaldir’
seklinde iki karsilastirma ortaya cikmistir. Son olarak, 6grencilerin %31’ iki saylyr birbirine
bagimliliklart acisindan incelemislerdir. Ogrenciler “8 ile € birbirine baglidir”, “g, & ya baghdir” ve “§,
€a baghdir” yorumlarini yapmislardir. Ogrencilerin kendilerinden beklenen yanit olan deltanin
epsilona bagl olmasi gerektigi yaniti sadece 6grencilerin %16'si tarafindan verilmistir.

Siniflar duzeyinde bir karsilastirilma yapildiginda ise bu iki sayr arasindaki iliskiyi 6zellik ve nicelik
bakimindan en ¢ok oranda agiklama yapan 0Ogrencilerin ikinci sinif 6grencileri oldugu tespit
edilmistir. Bagimllik agisindan aciklama yapan 6grencilerin oranlari iki sinifta da benzer orandadir.
Bu soruya yanit vermeme orani dérdincu siniflarda bariz bir sekilde daha yuksektir.

Ogrencilerin limit taniminda limitin arastirildigi noktalarin ézelliklerini dikkate alip olmadiklarini
ortaya cikarmak icin bir problem sorulmustur. Ogrencilere “ limzx/i biciminde verilen bir ifadenin
X——

limiti hakkinda ne soyleyebilirsiniz?” seklinde problem sorulmustur. Bu soruda o6grencilerden
beklenen cevap, limit taniminda belirtildigi Gzere, limiti aranacak noktanin fonksiyonun tanim
kiimesinin bir yigiima noktasi olmasi gerektigini ifade edip limitin -2 noktasinda aranamayacagini
belirtmesidir. Ogrencilerin ¢ézumlerindeki argiimanlarin gerekgeleri incelenmistir. Tablo 6'da
ogrencilerin bulduklari limit degerleri ve gerekgeleri sunulmustur.

Tablo 6. Ogrencilerin Fonksiyonun Limitine Yénelik Verdikleri Yanitlar ve Gerekceleri

Limit Gerekge ikinci Simif ~ Dérdiinci Toplam
(%) Sinif (%) (%)
-2 noktasinda fonksiyon tanimsizdir 84 45 64
Yoktur -2 noktasi tanim kimesinin yigilma noktasi 13 0 7
degildir
Aciklama yok 0 21 10
Mevcuttur  Limiti aranan noktanin tanimli olmasi gerekmez 0 3 2
Aciklama yok 3 3
Bos 0 28 14
Toplam 100 100 100

Tablo 6 incelendiginde 6grencilerin cogunun net bir sekilde bu limitin olmadigini belirttikleri ortaya
cikmistir (%81). Bu karari vermedeki gerekcelerine bakildiginda ise, “-2 noktasinin fonksiyonda
tanimsiz olmasinin” diusUnuldGgu acik bir sekilde gorulmektedir. Bilindigi gibi asil gerekce bu
olamaz. CUnku limiti aranacak olan nokta fonksiyonda tanimli olmak zorunda degildir. Sekil 1'de bu
yanlis gerekceye dayanarak karar veren érnek 6grenci ifadesi sunulmustur.

=
\L‘M{LZ -do'\u‘rdc Cand 0 m\(_%cm\a- -Lomm\l A_Lfl‘

Sekil 1. Yanls gerekge
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Dogru gerekceyi ifade eden 6grencilerin sadece ikinci sinif dgrencilerinden geldigi ve toplamda
sadece ogrencilerin %7'si tarafindan dile getirildigi ortaya cikmistir. Buna goére 6grencilerin limit
taniminda yer alan ve limiti aranacak olan noktanin yigilma noktasi olmasi bilgisini gbz ardi ettikleri
ya da dnemsemedikleri ortaya ¢ikmistir. Limitin mevcut oldugu sdyleyen ¢ok az sayidaki 6grenciler
de uygun bir gerekce Uretememislerdir. Yine dérduncu sinif 6grencileri bu soruyu bos birakma
davranisi sergilemislerdir. Sekil 2'de dogru gerekge sunan 6rnek 6grenci ifadesi sunulmustur.

x-2 ; . l o k-
l Jouta Lares (o042} olur = [ored) w39
) Paa Jonwt ki

[LAAf M “{‘nkﬂtu{.

&er\&.’c Bu 44de i |

Sekil 2. Dogru gerekce

4. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Ogrencilerin limit tanimina yonelik yorumlarinin irdelendigi calismada ilk olarak limitin epsilon-
delta tanimi égrencilere sunulmus ve bu tanimdan ne anladiklari sorulmustur. Ogrencilerin
cogunun limitin formel tanimini kendi cimleleri ile ifade edemedikleri tespit edilmistir. Ogrenci
ifadelerinin ¢ogu formel tanimin belirttigi matematiksel gerceklerle uyusmamistir. Ogrencilerin
limit tanimina yodnelik yorumlari incelendiginde, yapilan bazi aciklamalarin tanimda bulunan
ifadelerin tekrar edilmesine dayanan sembolik-ylizeysel anlamaya dayali oldugu ortaya c¢ikmistir.
Bazi 6grencilerin ifadelerinde yaklagma ve komsuluk kavramlari yer almistir. Ogrencilerin bir kismi
da limit tanimini aciklarken sadece islemsel aciklamalar yapmaya calismislardir. Bu 6égrenciler
muhtemelen tanim kullanilarak yapilan limit bulma islemlerinde yaptiklarini hatirlamaya
calismislardir. Buna gore ogrencilerin ¢ogunun formel limit tanimini igsellestiremedikleri
soylenebilir. Gugler (2014) de calismasinda 6grencilere limitin formel taniminda ne anladiklarini
sormustur. Ogrenciler, bu tanimin cogunlukla islemsel ve siire¢ odakli oldugunu ifade etmislerdir.
Galismanin sonucunda limit kavraminin 6gretiminden sorumlu olan egitmenin sdylemlerinin limit
notasyonunun islem ve Urun o6zellikleri arasinda degiskenlik gosterirken Ogrencilerin ise limit
notasyonunu islemsel olarak gordukleri tespit edilmistir.

Cok az sayida 6grenci formel tanimin matematiksel ya da sezgisel anlamina yonelik dogru
aciklamalar yapabilmistir. Bu durum 6&grencilerin  ¢ogunun limit tanimina yoénelik Bloom
taksonomisine gore kavramsal bilgi dizeyinde olmadiklarini ya da kavramsal bilgilerinin yeterli
olmadigi ortaya ¢ikarmistir. Baki'nin (2014) de belirttigi gibi kavramsal bilgi, kavrami tanimak veya
kavramin tanimini ve adini bilmek degil ayni zamanda kavramlar arasindaki karsilikli gecisleri ve
iliskileri gdrebilmektir. Fernandez-Plaza, Rico ve Ruiz-Hidalgo’nun (2013) ¢alismasindan elde edilen
sonuclarda 6grencilerin limit tanimina yonelik kavramlari agiklarken gelismemis ve yanlis bir
matematiksel dil kullandiklari belirlenmistir. Elde edilen bu sonuclar 6grencilerin limit tanimin
anlamakta gucluk yasadiklari ve limit tanimina yonelik ortak goéruslerinin olmadigl calisma
sonuglarini desteklemistir (Akbulut ve Isik, 2005, Barak, 2007; Cottrill vd., 1996; Colak, 2002;
Fernandez-Plaza vd., 2013; Gugler, 2013; Jordaan, 2005; Juter, 2006; Tall ve Vinner, 1981; Wiliams,
1991).

Ogrencilerin formel limit tanimini nasil yorumladiklarini daha detayl incelemek ve 6grencilerin
limit tanimini anlamakta neden gti¢liik yasadiklarini belirleyebilmek icin tanimda yer alan topolojik
ifadelerin ve sembollerin ne anlama geldikleri &grencilere sorulmustur. Ogrencilerin ifadeleri
incelendiginde, bu gicligin sebebinin 6grencilerin limit taniminda bulunan topolojik ifadeleri ve
matematiksel sembollerin ne anlama geldigini hakkinda yeterince bilgi sahibi olmamalari ve
anlamlandiramamalari oldugu ortaya cikmistir. Ogrenciler ézellikle tanimda yer alan epsilon ve
delta sembolleri arasindaki iliskiye yonelik cok azinin bilgi sahibi oldugu ortaya ¢ikmistir. Bu durum
daha o©nceki calismalarda tespit edilen &grencilerin tanimda yer alan varliksal niceleyicileri
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anlamadiklari yénindeki calisma sonuglarini desteklemistir (Cottrill vd., 1996; Juter, 2006; Tall ve
Vinner, 1981).

Ogrencilerin topolojik ifadelere yonelik agiklamalari ile limit tanimiyla ilgili yorumlari birbiri ile
paralellik gostermistir. Ogrenciler topolojik ifadeleri yorumladiklar sekilde limit tanimini
aciklamaya calismislardir. Buna gore 6grencilerin tanimda yer alan topolojik ifadeleri anlayislarinin,
limit tanimina yénelik anlayislarini sekillendirdigi séylenebilir. Bu durumun, Mamona-Downs'un
(2001) da belirttigi gibi limit taniminda yer alan esitsizlik ifadelerinin 6grenciler igin ilk gbze ¢arpan
bilesenler oldugundan kaynaklandigi distnulmustir. Bu dusunce ile paralel olarak Barak (2007),
analiz 6grencilerinin tanimda yer alan topolojik ifadelerin kullaniimasinda sorun yasandigini da
belirtmistir. Baki ve Cekmez (2012) de ¢alismasinda, ilkdgretim matematik 6gretmenligi ikinci sinif
6grencilerinin limit tanimi igerisindeki esitsizlikleri anlama ve yorumlama konusunda sikinti
yasadiklarini belirtmislerdir. Yapilan arastirmalar 6grenciler arasinda limit kavraminin tam olarak
anlasiimasinin ¢ok nadir bir durum oldugunu ortaya ¢ikarmistir (Tall ve Vinner, 1981; Williams,
1991).

Ogrencilere yoneltilen problem, ogrencilerin tanimda bulunan énemli bilgiyi ne olciide
kullanabildikleri ya da énemsediklerini anlamak icin secilmistir. Ogrencilerin tamamina yakinin
¢6zUmlerinde limit taniminda yer alan bu 6zelligin gdz ardi edildigi ve problem ¢6zimlerinde
kullanilmadig tespit edilmistir. Ayrica 6grencilerin ¢ogu fonksiyonun tanimli olmadigl noktada
limitinin olamayacag! inancina sahiptir. Limit kavramini tanimli olma kavrami ile es tutma durumu
literatlrde yer alan bir kavram yanilgisi olup (Barak, 2007; Basturk ve Dénmez, 2011) bu ¢alismada
da 6grencilerin problem ¢ézumlerinde kullandiklari argimanlarda tespit edilmistir.

Bu sonuglara goére limitin formel taniminin 6gretimi sirasinda tanim igerinde yer alan topolojik
ifadelerin ve sembollerin tasidiklari matematiksel anlamlar Gzerinde durulmasinin dnemi ortaya
cikmistir. Ozellikle limitin epsilon-delta tanimi goérsel materyaller kullanilarak aciklanmali ve tanim
icerisindeki topolojik ifadeler ve semboller belirtiimelidir. Bu sayede 6grencilerin tanimda bulunan
ifadelerin matematiksel anlamlarini kavramalari, dolayisiyla limit tanimini igsellestirmeleri
saglanabilir. Ogretim sirasinda limit aranacak noktanin éncelikle yigiima noktasi olmasi gerektigi
vurgulanmalidir. Ayrica limit kavraminin 8gretiminde bir noktada tanimli olmayan fakat limiti olan
fonksiyon &érnekleri sunularak &grencilerin yaptiklari yanlis yorumlari sorgulamalari ve kavram
tanimina uygun anlayisa sahip olmalari saglanabilir.

Universite seviyesinde limit kavraminin égretiminin yapildigi Analiz | dersini heniiz tamamlamis
olan ikinci sinif 6grencileri ile limit kavramina yonelik daha olgun distnceleri olabilecegi dustntlen
son sinif grencilerinin calismadaki performanslari ayrica incelenmistir. ikinci sinif égrencileri limit
tanimini yorumlamalari daha ¢ok sembolik ve yuzeyseldir. Yani 6grenciler limit tanimini kendi
cumleleri ile tarif etmek yerine ifadeleri okumaya calismislardir. Ayni durum limit tanimi icerisinde
yer alan matematiksel ifadeler icin de gecerlidir. Ogrenciler bu ifadeleri yiizeysel olarak tekrar
ederek aciklamaya calismislardir. Diger taraftan dordinctu sinif Ogrencilerinin ikinci sinif
Ogrencilerine gore goze carpan oOzellikleri ise limit tanimini kendi cimleleri ile ifade ederken
yaklasma kavramini kullanmalari olmustur. Bu agiklamalarin sebebi ise tanimda yer alan topolojik
ifadeleri anlamlandirmalarindan kaynaklandigi dustntlmustir. Cunkd bu 6grenciler toplolojik
ifadeleri de yaklasma kavrami ile aciklamaya calismislardir. Bu durum Gugler (2013) tarafindan
Universite seviyesinde ilk defa limit 6gretimini tamamlayan 6grencilerle yapilan c¢alismanin
sonugclarini hatirlatmistir. S6z konusu 6grencilerin ¢ogunlugunun hareket metaforuna dayanan
dinamik bir limit goéristune sahip olduklarini belirtmistir. Buna karsin dérdidncu sinif 6grencileri
ikinci sinif 6grencilerine goére sorulari bos birakma orani daha yuksektir.

Benzer bir calisma Barak (2007) tarafindan yapilmistir. Barak (2007) calismasinda ortadgretim
matematik 6gretmenligi bolimua birinci ve besinci sinif 6grencilerinin limit konusundaki kavram
yanilgilarini karsilastirmistir. Calismasinin sonucunda her iki gruptaki 6grencilerin limit tanimi
anlayislarinin ezber temeline dayandigini, fonksiyonun bir noktada limiti var ise tanimlidir
gorusunde olduklarmi ve birinci sinif 6grencilerinin son sinif 6grencilerinden daha az kavram
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yanilgisi tasidiklarini belirtmistir. Bu calismada da her iki gruptaki 6grencilerin ¢ogu limit tanimi ve
icersindeki topolojik ifadeler ve sembolleri matematiksel olarak dogru yorumlama konusunda
basarisiz olduklari tespit edilmistir. Bu ¢erceveden bakildiginda ¢alismadan elde edilen bu anlamda
Barak (2007) tarafindan yapilan calisma sonuglari ile paralellik géstermistir. Bu ¢calisma 6grencilerin
sahip olduklari kavram yanilgilarina odaklanmadig icin birinci sinif 6grencileri ile son sinif
ogrencilerinin  calismadaki  performanslari  Barak'n  (2007)  ¢alismasiyla  dogrudan
karsilastinlamamistir. Buna ragmen Ogrencilerin formel tanima yonelik yapilan yorumlar
matematiksel dogruluk anlaminda incelendiginde, ikinci ve dérdinct sinif 6grencileri arasinda
oransal olarak dikkat cekici bir farkliisma goze carpmamistir. Her iki grubun ¢alismadaki herhangi
bir etkinlikte dogru yorumlarda bulunma orani yaklasik %13'ttr. Ortaya ¢ikan bu durum Barak'in
(2007) calisma sonuglarini dolayl da olsa desteklememistir. Bu durum limit taniminin égrenciler
icin anlasiimasi zor bir durum oldugunu gostermistir. Bu nedenle limit taniminin égretimini olumlu
anlamda etkileyecek calismalarin yapilmasi dnerilebilir. Bu calisma nitel arastirma yaklasimi esas
alinarak 60 ikinci ve doérdunct sinif ilkdgretim matematik 6gretmenligi bolumu 6grencileri ile
yapllmistir. Calismada limitin formel tanimi Gzerine odaklaniimistir. Benzer calismalar fonksiyon,
tirev, integral gibi 6grenciler tarafindan anlasiimasinda gug¢ltk yasanilan kavramlarin tanimlarina
yonelik yapilabilir. Ozellikle Universite seviyesindeki matematik derslerinin 6grencilerin kavram
tanimlari ve kavram imajlari Uzerindeki etkisi arastirilabilir. Bu c¢alismalardan elde edilecek
sonuglarin hem literatlre katki hem de ilgili derslerin 6gretim kalitesinin arttirilmasi adina yarar
saglayacagl disunulmektedir.
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Lisans Ogrencilerinin Limit Tanimini Yorumlama Becerileri
___________________________________________________________________________4

Extended Summary
Introduction

Limit is a mathematical concept that is centrally located and takes place in all calculus topics.
Therefore, limit is not only an important concept by itself, but also a prerequisite feature to
understand other basic concepts of calculus. It has been stated that students have difficulties in
the formal defination of limit in the studies of misconceptions in limit. But there are not many
studies in the literature regarding this issue. Therefore, it can be said that there is a need for a
study focusing on students' understanding of the formal definition of limit. In this way, it is
possible to obtain the data about what kind of interpretations students have regarding the formal
definition of limit. The purpose of this study is to reveal the interpretations of preservice
mathematics teachers towards the definition of limit. For this purpose, the students'
interpretations of the formal definition of limit are examined in detail and the answers of the
following research questions are searched.

e How do the students interpret the definition of limit?
e How do the students’ interpretations to the definiton of limit differ according to the grade
levels?

Method

This study designed according to the holistic multiple case study of qualitative research designs
and carried out at the beginning of spring semester of 2014-2015 academic year. The participants
of the study (n=60) were undergraduate second grade (n=31) and fourth grade (n=29) students
studying in the department of primary mathematics teacher training in a state university in the
province of Eastern Anatolia of Turkey. The data of the study was collected through the
Understanding Protocol for Limit Definition (UPLD) developed by researchers. There are the formal
definition of limit (epsilon-delta definition) and five open-ended questions in UPLD. It is aimed to
reveal the students' interpretations to limit and the knowledge to the expressions and symbols in
the definition of limit with the help of five questions in the protocol. In the development stage of
UPLD, a field expert in calculus assisted. The data of the study were collected by filling out the
protocol by students. The data collection tool was applied to the students in the classroom and
there was no time constraint. The content analysis was used in the analysis of data obtained from
the views of students. Inductive content analysis was also preferred in content analysis methods.
Findings

In the study examined students' interpretations to the definitions of limit, firstly epsilon-delta
definition of limit was presented to the students and they were asked what they understood from
this definition. Accordingly, it had been found that most students couldn’t express the formal
definition of limit with their own sentences. Most students’ expressions did not match the
mathematical facts meant by the formal definition of limit. When students' interpretations to the
definition of limit were examined, it turned out that some of the explanations of students were
based on the symbolic-superficial meanings based on the recurrence of the expressions in the
definition of limit. The concepts of proximity and neighbourhood had been appeared in the
expressions of some students. Some of the students had tried to make only the operational
explanations when they were expressing the formal definition of limit. These students had
probably tried to remember that they were doing in the processes of calculating limit value using
the formal definition. Accordingly, it could be said that most students did not internalize the formal
definition of limit. Very few students were able to make accurate explanations of the mathematical
or intuitive meaning of formal definition of limit.

The expressions and symbols in the definition of limit were asked to students what the notations
meant in the formal definition in order to determine how students interpreted and why students
were having difficulty in understanding the formal definition of limit. When students' expressions
were examined, it was found that the reason for this difficulty was that the students did not have
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enough knowledge of the notations in the definition of limit, and that they could not make sense of
those symbols. Very few students had especially knowledge of the relationship between epsilon
and delta symbols in the definition of limit. In addition, students' comments to the notations and
interpretations related to the definition of limit were matched up with each other. Students tried to
explain the definition of limit as they interpreted the notations. According to this finding, it could
be said that students' understanding to the notations in the definition of limit shaped their
interpretations to the definition of limit.

The performances in the study of second grade students who had completed calculus-l at
university in the teaching of limit and senior students who were thought to have more mature
thoughts on limit had also been examined. Interpretations to the formal definition of limit of
second grade students were more symbolic and superficial. That is, students tried to read
notations in the definition of limit instead of interpreting the definition of limit with their own
sentences. The same issue was said to notations in the formal definition of limit. Students tried to
explain these notations by superficially repeating them. Senior students used the approximation
when expressing the definition of limit with their own sentences as compared to second grade
students. Senior students were more focused on the intuitive interpretations underflying the
formal definition of limit. The reason for these explanations was senior students did not make
sense of the notations in the definition of limit. Because these students tried to explain the
notations with the approximation. By contrast, senior students were more likely to leave questions
blank than second grade students.

Conculusion and Discussion

According to these results, the importance of dwelling on notations and mathematical meanings of
symbols emerged during the teaching of the formal definition of limit. Especially, epsilon-delta
definition of limit should be explained using visual materials and specified the notations and
symbols in the definition of limit. In this way, students can make sense of the mathematical
meanings of the expressions in the definition of limit. Thus, it is derivable to be internalized the
formal definition of limit by students. It should be emphasized that limit searched point firstly
should be derived point during the teaching. Examples of functions that are not defined at a point
but which have limit are presented to students. Students can develop an understanding that is
appropriate to the definition of the concept when they are confronted with their mistakes and
misconceptions.
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