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BOL TZMANN DENKLEMiNiN ALTERNA TiF
ELDESi VE C;6ZUMU

Kaan MANisA·

Oze:

Yiiksek stcakltk bolgesinde transport katsayilartnt elde etmek icin Boitrmann
denklemi kullantlir ve sistem seyrek ga: gibi ele altntp ortalama alan etkileri
ve Pauli engellemesi ihmal edilir. Bu calismada seyrek gazlartn transport
katsayilan hesaplantrken kullanilan Boltzmann denklemi 'nin turetilisi
sunulmustur. Aynz zamanda seyrek ga: limitinde Boltzmann deklemi
cozulmiistur.

I.Giri~

Mikroskopik kinetik teoriden baslayarak madden in makroskobik ozelliklerini
aciklayan burun makroskobik gozlenebilirler elde edilebilirlerl. Baska bir deyisle
niikleonlar, atomlar ve molekiiller arasmdaki etkilesrneleri aciklayan fizik kanunlan
kullarularak maddenin gozlenen ozellikleri elde edilebilir.

Transport teorisi, cok genel kinetik teori konusunun srrurlandmlrms bir alt
konusudur. Parcacik yogunlugu n(r,v,t) yada dagilrrn fonksiyonu f(r,v,t) I~Jn

denklemlerin crkarnlmas: ve bu denklemler iizerinde cahsrlmasi ile ilgili olan
istatistik mekanik durumunu dikkate alarak bu iki teoriyi ayirt edebiliriz.

Bir seyrek gaz icin kinetik denklemler yada transport denklemleri Boltzmann
denklemiyle acrklamr. Hatta seyreltik sistemlerde transport denklemi Boltzmann
denklemi olarak tammlarur. Yogun sistemler icin elde edilrnis olan kinetik yada
transport denklemlerinin matematiksel ozellikleri, transport teorisinden bilinen
ozelliklere dikkate deger de recede benzerdir2

. Bu calrsmada, bunu acik olarak
gostermek icin dengede olmayan istatistik mekanigin (Nonequilibrium Statistical
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Mechanics) cok genel persfektifmden yola cikarak Boltzmann denklemi elde
ediliyor ve seyreltik gaz Iimitinde cozuluyor.

2.BOLTZMANN DENKLEMiNiN <;IKARILMASI

Bu bolumde fj dagihm fortksiyonu icin Boltzmann denklemini crkaracagrz,
Eger fj(r,vj,t) icin bir ifade bulabilirsek, bir seyrek gazm dolayisiyla seyrek gaz
limitinde ntikleer maddenin transport ozellikleri hesaplanabilir. Gerekli olan, fj yada
en azmdan fj'yi bir cozum gibi veren bir dertklemdir. Bu denklerni cikanrken
gazlarm yeterince seyrek oldugunu ve sadece iki-cisim carpisrnalanru gozonune
alacagrz, Yani uc-cisim ve daha yukan dereceden olan carpismalan ihmal edecegiz.
Simdi (r,vj) noktast civarmdaki j molekiillerini gozonune alalrm. Bu nokta
civarmdaki drdv, faz uzayt hacim elemanmda bulunan j molektillerinin sayisi fjdrdvj
ifadesi ile verilir. Burada fj, j molekiillerinin dagihm fortksiyonudur. Sistemi
olusturan parcaciklar arasmda carpisma yokken, t anmda (r,vj) noktasmda bulunan
rnolekuler sistemin hareket denklemine gore hareket ederler ve (t+dt) anmda
[r+vjdt,vj+(x/mj)dt] noktasma ulasirlar. Burada Xj niceligi dis kuvvet, mj ise bir j
molekiiliiniin kiitlesidir. Harekete baslayan butun noktalar, carpisrnalar sozkonusu
olmadrgi icin faz uzaymda aynm noktaya geleceklerdir. Dolayisryla,

(1)

esitligini yazabiliriz. Ancak parcaciklar arasmda carpismalar sozkonusu
oldugundan, t anmda (r,vj) noktasmda bulunan butun j molekiilleri, (t+dt) zamam
sonunda [r+vjdt,vj+(x/mj)dt] noktasma ulasarnazlar ve bazi molekiiller carpismalar
nedeniyle hareket yonlerini degistirerek bu akistan aynhrlar, bazilan ise bu akisa
katihrlar. t anmda (r,vj) noktasmdan harekete baslayan molekul gurubuna

carpismalar yuzunden kat ilan j molektillerinin sayisi rji+) drdv.dt olsun.

[Vj,vj+(x/mj)dt] ve (r.r+v.dt) uzay bolgesinde (t,t+dt) stiresi icinde i molektilleri ile

carpismalan ytiziinden akistan aynlan j molekiillerinin sayrst rji-) drdv.dt olsun. Bu

durumda (1) dertklemi

(2)

seklinde yazilmahdrr. Bu dertklem dtizenlenerek,

[ alj )+V. v I. + [!.J_Jv I = ~ (r(+) - r(-»)':'.t J r ) v}) ~)I jI
U mj 1

(3)

dertklemi elde edilir. Denklemin sol tarafr molekullerin carprsmasiz
hareketinden kaynaklanan fj dagrhm fonksiyonundaki zaman ve koordinata bagh
degismeleri temsil eder ve akmn oIarak adlandmlir. Sag taraf ise carpisrnalardan

kaynaklanan fj'deki degismeyi beIirler. (3) dertkleminde rjt) ve rji-> carpisrna

terimleri, i ve j molekiillerinin carpismalanndan faydalarnlarak,
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(4)

(5)

seklinde elde edilir3
• Buldugumuz (4) ve (5) denklemlerini (3) denkleminde

yerine yazarak Boltzmann denklemini elde etmis oluruz:

3.BOLTZMANN DENKLEMiNiN <;OZUMU

ikinci boltimde Buldugumuz Boltzmann denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

af + V af + a af = f dVI f dQgl(g,8)(/J;' - JJ;).at ar av (7)

Bu denklemde cozume gidilirken asagidaki kabullenmeler yapilrmstir:
i)Parvacildar nokta parcacrk olarak ele ahmp carpismalar arasindaki gecen

surenin carpisma suresinden cok buyuk oldugu gozonune ahnrmsnr.
ii)Sadece iki-cisim carpismalan gozonnne almrmstrr.
iii)Boltzmann'm molekuler kargasa kabulu: iki parcacik carpisirken her

defasmda birbiri ile baglannsiz olarak biraraya gelirler. Carpisrnadan sonra kuvvetli
bir sekilde baglannhdrrlar.

ilk olarak bir If/(v) niceligi icin transport denklemini cikarahm. n(r,t)
parcacik saYISIyogunlugu olmak uzere,

f dVlflf
If/(F,t) == dvf l_ f dvipf

n
(8)

tarumlamasrrn yapabiliriz. (7) denklemini lfI ile carparak ve integral alarak,

117



DUMLUPINAR UNivERSiTESi

denklernini elde ederiz. Bu denklemde birkac donusum yaptiktan sonra
asagidaki korunum kanunlan elde ediliyor" :

ap ~ a-+ ,LJ-(pu,) = 0at ,ax, ( 10)

i = 1,2,3, ... (11)

(12)

Ortalama Pij ve q, degerlerini bulmak icin f dagrhm fonksiyonunun bilinmesi
gerekmektedir. Carpismalar nedeniyle baslangictaki herhangi bir dagrlrrn 90k hlZII

bir sekilde (ortalama serbest zaman to = g /(kT / my/2 mertebesinde bir zamanda)

yerel Maxwell dagihrmna erisecektir. Yani Boltzmann denkleminin yerel dengedeki
cozurm; Maxwell dagihm fonksiyonu olacaknr:

( )

3/2 [ ](0) m m - - 2f = n -- exp --(v -u)
2nkT 2kT

(13)

Burada n, u, ve T makroskobik degiskenler, r ve T'nin fonksiyonlandir. (14)
denklemini kullanarak Pij ve q, degerleri icin,

P =nkT

1 --0

q =-pUU- =0, 2' ' (14)

ifadeleri elde edilir. Bu sonuclara gore (12) esitlikleri Euler hidrodinamik
denklemlerine indirgenir.

ap + div(pu) = 0at
Dup- = pa- gradp
Dt
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!}_(pT-3/2
) = O.

Dt
(15)

3.1. Boltzmann Denkleminin Chapman-Enskog Yaklastmi ile Cozumu

Denge civannda Boltzmann denkleminin cozumt; Chaprnan-Enskog yaklasimi
ile verilir. Dengeye dogru yaklasim iki safhada olusur. Dengeye dogru durulmanm
bu iki safhasi keskin bir sekilde aynlmarmsnr. Oyle ki; bir to mertebesindeki bir
zamandan sonra dagihm fonksiyonunun tam olarak (13) denklemindeki gibi olacagi
beklenilmemelidir. Onun yerine asagida tamrnlanan dagihm fonksiyonu denklem (7)
denleminde yerine yazmak cok daha mannklrdir'.

1 = 1(0) [1 + ¢>(r, v,t)] ( 16)

Bu durumda Boltzmann denklemi asagidaki sekilde elde edilir.

(17)

Burada,

lineerlestirilmis carpisrna operatorudur. (17) denkleminin sol tarafmm
logaritmik ttirevi almarak asagidaki denklemi elde edilir:

1 ( a a ) .T-3/2 m U2( aT aT )-+v -- n +-- -+v--
nT-312 at a aXa ( ) 2kT2 at a aXa

m [aua ()Ua) m+-(v -u ) --+v - --a (v -u )kT a a at f3 ax f3 kT a a a (19)

(15) denkleminden de faydalanarak asagrdaki esitlikler elde edilir.

a ( .T-312) _ a ( T-312)- n - -u -- 11
at a aXa
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(20)

(19) denkleminde (20) denkleminin degerlerini yerine yazarak ve basmc icin,

(21)

ifadelerini ve ui = Vi - ui bagmnsi kullarnlarak,

(22)

denklemi elde edilir. Bu denklemde (l8)'daki C(¢) lineerlestirme
operatorunun oz fonksiyonlandrr, Cunku bu iki denklemin sol taraflan aymdir. Bu
nedenle C(¢) 'nin ozfonksiyonlan Sonine polinomlan cinsinden asagidaki gibi
yazihr '.

(23)

SI+(II2) Sonine polinomlan, Nrl", de normalizasyon katsayilandir. S;;' (x)
asagidaki gibi tarumlarur:

SfII(X) = I(-xY (n+m)!
n p=o p!(m - p)!(n + p)!

(24)

Maxwell modeline gore ¢ 'nin cozumu \}111m ve \}102m 'in lineer

kombinezonudur. Buna gore ¢ icin bir deneme fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:
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Burada XI ve X2 sabitleri Maxwell modeline gore,

(26)

( )u ( J2 ( J3 m 2 m 25 m 25fd Uexp --U -U -_ CU -u -_
2kT I' 2kT 2 I' 2kT 2

(27)

seklinde belirlenir. XI ve X2 'nin degerleri bulunup t/J 'de yerine yazildiktan

soma, t/J 'nin cozurnu neticesinde Pij ve q, nicelikleri icin,

(28)

(29)

ifadeleri elde ederiz. (28) denklemi momentum akisr, (29) denklemi de lSI

akrsidir.

4.TARTISMA VE SONU<;

Dengede olmayan bir sistemde dengeye dogru yaklasma ve transport ozellikler
ile ilgili cahsmalar icin uygun, en iyi bilinen mikroskobik teori Boltzmann
denklemidir ve seyrek gazlar icin gecerlidir '. Yuksek sicaklrklarda ntikleer madde
seyrek gaz olarak gozonune almabilirken dusnk stcakliklarda ntikleon-niikleon
carpismalan ortalama alan etkileri tarafmdan yonlendirilir, Bu durumda Boltzmann
denklemi, Pauli disarlarna ilkesini hesaba katan ve Maxwell yerine Fermi dagihm
fonksiyonuna rehberlik eden Landau kinetik denklemine donusur", Bu calismada,
elde edilen Boltzmann denklemi cozulerek momentum akisi ve lSI akisi denklemleri
elde edilmistir. Bu iki denklemden yola cikarak ntikleer maddenin transport
katsayilan seyrek gaz limitinde elde edilebilir. Literature bakildrgmda, momentum
akrsi ve lSI akismdan yola crkarak ve sert kiire yaklasmum kuIIanarak niikleer
maddenin viskozluk ve lSI iletkenlik katsayrlan icin asagidaki ifadeler elde
edilmistir ' :
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5
1] = --(nmkT)'I2,

16(J' , [ )

If?
K = __l_2_ nk3T -

64(J', m
(30)

Bu denklemler Boltzmann istatistik limitinde,

511 = -- (n111 T) 112 ,
16(J',

K = __l_2_( nT )112
64(J', m

(31)

seklinde verilir '. Aynca ortalama serbest yol yaklasuni kullanilarak bu iki
transport katsayist icin,

(
1r 1 )1/2

1]= (J' 3mT ,
K=(_l Y3TJI12

l2(J', A m
(32)

ifadeleri yazilabilir'.

5. KA YNAK<;A

r 11 Malfliet, R., 1984, Transport properties of nuclear matter at high densities
and high temperatures: Nucl. Phys., 621-635.

12J Duderstadt, J.J., ve Martin. W.R., 1945. Transport Theory, 613 p

131 McQuarrie, D.A., 1976, Statistical Mechanics: Harper and Row, 641 p.

HI Resibois. P. Ve De Leener, M., 1977. Classical Kinetic Theory of Fluids:
Wiley NY.

[5J Uhlenbeck, G.E.. ve Ford, G.W., 1963. Lectures in statistical
mechanics.American Mathematical Society. 77-1 17.

16j Ogul, R. ve Ozrnen, A., 1991, Transport properties of nuclear matter at low
temperatures: Dcga- Tr.J .of Phys .. 43-50.

17J Darnelewicz, P.. 1984, Transport properties of exited nuclear matter and
shockwave profile: Phys. Letr.. 168-175.

'Dumlupmar Universitesi. Fen Edebiyat Fakultesi, Fizik Bolumu, Kutahya
kmanisa@dumlupinar.edu.tr

122


