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BOLTZMANN DENKLEM.i'Ni.N A"LTERNATiF
ELDESI VE COZUMU

Kaan MANISA"

Ozet

Yiiksek sicaklik bélgesinde transport katsayilarin elde etmek i¢in Boltzmann
denklemi kullanilir ve sistem seyrek gaz gibi ele alimp ortalama alan etkileri
ve Pauli engellemesi ihmal edilir. Bu ¢alismada seyrek gazlarin transport
katsayilart  hesaplanirken  kullanilan ~ Boltzmann — denklemi’'nin  tiretilisi
sunulmugtur. Ayni zamanda seyrek gaz limitinde Boltzmann deklemi
¢oztilmiigtiir.

1.Giris

Mikroskopik kinetik teoriden baslayarak maddenin makroskobik 6zelliklerini
agiklayan biitiin makroskobik gozlenebilirler elde edilebilirler'. Baska bir deyisle
niikleonlar, atomlar ve molekiiller arasindaki etkilesmeleri agiklayan fizik kanunlari
kullanilarak maddenin gozlenen ozellikleri elde edilebilir.

Transport teorisi, ¢cok genel kinetik teori konusunun simirlandirtimis bir alt
konusudur. Pargacik yogunlugu n(r,v,t) yada dagilhm fonksiyonu f(r,v,t) icin
denklemlerin cikartilmasi ve bu denklemler tizerinde c¢alisiimasi ile ilgili olan
istatistik mekanik durumunu dikkate alarak bu iki teoriyi ayirt edebiliriz.

Bir seyrek gaz icin kinetik denklemler yada transport denklemleri Boltzmann
denklemiyle agiklanir. Hatta seyreltik sistemlerde transport denklemi Boltzmann
denklemi olarak tamimlanir. Yogun sistemler igin elde edilmis olan kinetik yada
transport denklemlerinin matematiksel ©zellikleri, transport teorisinden bilinen
ozelliklere dikkate deger derecede benzerdir’. Bu calismada, bunu agik olarak
gostermek i¢in dengede olmayan istatistik mekanigin (Nonequilibrium Statistical
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Mechanics) ¢ok genel persfektifinden yola ¢ikarak Boltzmann denklemi elde
ediliyor ve seyreltik gaz limitinde ¢6ziiliiyor.

2.BOLTZMANN DENKLEMININ CIKARILMASI

Bu boliimde f; dagilim fonksiyonu i¢in Boltzmann denklemini ¢ikaracagiz.
Eger fj(r,v;,t) igin bir ifade bulabilirsek, bir seyrek gazin dolayisiyla seyrek gaz
limitinde niikleer maddenin transport 6zellikleri hesaplanabilir. Gerekli olan, f; yada
en azindan f’yi bir ¢6ziim gibi veren bir denklemdir. Bu denklemi ¢ikarirken
gazlarin yeterince seyrek oldugunu ve sadece iki-cisim g¢arpigmalarini goézoniine
alacagiz. Yani tig-cisim ve daha yukari dereceden olan ¢arpigmalari ihmal edecegiz.
Simdi (r,v;) noktasi civarindaki j molekiillerini gozoniine alalm. Bu nokta
civarindaki drdv; faz uzayi hacim elemanimnda bulunan j molekiillerinin sayis: fdrdv;
ifadesi ile verilir. Burada fj, j molekiillerinin dagilim fonksiyonudur. Sistemi
olusturan parcaciklar arasinda garpisma yokken, t aninda (r,v;) noktasinda bulunan
molekiiler sistemin hareket denklemine gore hareket ederler ve (t+dt) aninda
[r+v;dt,vj+(xi/m;)dt] noktasina ulagirlar. Burada x; niceligi dis kuvvet, m; ise bir j
molekiiliiniin kiitlesidir. Harekete baglayan biitiin noktalar, ¢arpismalar sézkonusu
olmadig i¢in faz uzayinda aynni noktaya geleceklerdir. Dolayisiyla,

fj(r,vj,t) drdv=fj[r+v;dt,v;+(x;/m;)dt,t+dt) drdy; (1)

esitligini yazabiliriz. Ancak pargaciklar arasinda garpigmalar sozkonusu
oldugundan, t aninda (r,v;) noktasinda bulunan biitiin j molekiilleri, (t+dt) zamani
sonunda [r+v;dt,v;+(x;/m;)dt] noktasina ulasamazlar ve bazi1 molekiiller ¢arpismalar
nedeniyle hareket yonlerini degistirerek bu akistan ayrilirlar, bazilar1 ise bu akisa
katilirlar. t aninda (r,v;) noktasindan harekete baslayan molekiil gurubuna

carpigmalar yiiziinden katilan j molekiillerinin sayist [ J(f) drdv;dt olsun.
[v;,vi+(xy/my)dt] ve (r,r+vidt) uzay bolgesinde (t,t+dt) siiresi i¢inde i molekiilleri ile
carpigsmalar yiiziinden akistan ayrilan j molekiillerinin sayisi Fj(i_) drdv;dt olsun. Bu

durumda (1) denklemi

flr+vidt,vp(/my)det+dy) drdvi=ti(rv0drdvis Y, (00 =T @)
i

seklinde yazilmalidir. Bu denklem diizenlenerek,

of X, N B
[a—;)wjvrfj + m—’ Wil :Z(Ff(’ = 3)
J 1

denklemi elde edilir. Denklemin sol tarafi molekiillerin ¢arpismasiz
hareketinden kaynaklanan f; dagilim fonksiyonundaki zaman ve koordinata bagli
degismeleri temsil eder ve akinti olarak adlandirilir. Sag taraf ise garpismalardan

kaynaklanan f;’deki degismeyi belirler. (3) denkleminde Fj(f) ve I ,('i-) arpigsma

terimleri, i ve j molekiillerinin ¢arpigmalarindan faydalanilarak,
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T =2x [ £,./,g,bdbdv, @)

T = [ 1, 1,8, bdbdv, )

seklinde elde edilir’. Buldugumuz (4) ve (5) denklemlerini (3) denkleminde
yerine yazarak Boltzmann denklemini elde etmis oluruz:

9, 1 .
T fj.+;1]—_xjvvjfj=2nzjj(f,ﬁ—f,fj)gybdbdv, ©)

3.BOLTZMANN DENKLEMININ COZUMU

Ikinci bsliimde Buldugumuz Boltzmann denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

o _odf _of _ .
5;—+ v5;+a$=fdv1j‘d9gl(g,9)(ffl =) )

Bu denklemde ¢6ziime gidilirken asagidaki kabullenmeler yapilmistir:

i)Parcaciklar nokta pargacik olarak ele alinip ¢arpismalar arasindaki gegen
siirenin ¢arpigma siiresinden ¢ok biiylik oldugu gézéniine alinmistir.

ii)Sadece iki-cisim ¢arpigmalari gozoniine alinmistir.

iii)Boltzmann’in molekiiler kargasa kabulti: iki pargacik ¢arpisirken her
defasinda birbiri ile baglantisiz olarak biraraya gelirler. Carpismadan sonra kuvvetli
bir sekilde baglantilidirlar.

flk olarak bir W(V) niceligi igin transport denklemini ¢ikaralim. n(r,t)

pargacik sayist yogunlugu olmak tizere,

v(.0 = f =—jdef ®

tanimlamasini yapabiliriz. (7) denklemini ¥/ ile ¢arparak ve integral alarak,

0, 0 — T
at (’“//)"' ax, ( nv,w) na, av

[0

=%J‘d§fdx71jd§2g](g,0)(ry+l//l v —y)([ fi = 1) ©)
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denklemini elde ederiz. Bu denklemde birka¢ doniisiim yaptiktan sonra
asagidaki korunum kanunlari elde ediliyor® :

ap 0

-é_l‘——}_,z—g(p”,)zo r= (X, %), X;) (10)

p%+2u% = a—zap’f i=123 (11)
a[ , J axj p i ; axj g by Ty aee

k=)

p) 4 p

(0 J (0 9,
5{_]4—2“'8_)@(_] +2$‘:“‘2PUDU (12)

Ortalama P;; ve q; degerlerini bulmak igin f dagilim fonksiyonunun bilinmesi
gerekmektedir. Carpigsmalar nedeniyle baslangigtaki herhangi bir dagilim ¢ok hizh

bir sekilde (ortalama serbest zaman f, = f/(kT/m)”2 mertebesinde bir zamanda)

yerel Maxwell dagilimina erisecektir. Yani Boltzmann denkleminin yerel dengedeki
¢coziimii Maxwell dagilim fonksiyonu olacaktir:

312
~(0) — did e - i 5 —1i)? 13
/ ”[mkr) Xp{ 2kT(v i) } (13)

Burada n, u, ve T makroskobik degiskenler, r ve T’nin fonksiyonlaridir. (14)
denklemini kullanarak P;; ve q; degerleri igin,

P =pUU, =pS,.  P=nkl

U

1 5 3
L ==pUU =0, ==PpP (14)
q 2p 0 5

ifadeleri elde edilir. Bu sonuglara gore (12) esitlikleri Euler hidrodinamik
denklemlerine indirgenir.

a_p +div(pu) =0
ot
p& = pa — gradp
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D _
E(pT 32y 20, (15)

3.1. Boltzmann Denkleminin Chapman-Enskog Yaklasimi ile Coziimii

Denge civarinda Boltzmann denkleminin ¢oziimii Chapman-Enskog yaklagimi
ile verilir. Dengeye dogru yaklagim iki sathada olusur. Dengeye dogru durulmanin
bu iki safhasi keskin bir sekilde ayrilmamistir. Oyle ki; bir ty mertebesindeki bir
zamandan sonra dagilim fonksiyonunun tam olarak (13) denklemindeki gibi olacagi
beklenilmemelidir. Onun yerine asagida tanimlanan dagilim fonksiyonu denklem (7)
denleminde yerine yazmak ¢ok daha mantiklidir’.

=0 +00,7,0)] (16)
Bu durumda Boltzmann denklemi asagidaki sekilde elde edilir.

) d )

2y 2 ia Lo 0 2 pO 0 -
(at Y e “ava]f S =rC00) (17)
Burada,
C(9) = [dv, /" [ dQl (g.0)0 +0, -0 -0)) (18)

lineerlestirilmis ¢arpisma operatoridir. (17) denkleminin sol tarafinin
logaritmik tiirevi alinarak asagidaki denklemi elde edilir:

1 (0 d J |,
W[§+ Vo 3 F E]lw}

o

: [i+vaiJ(nT‘3’z)+ - Uz[%—TJrv,L)—T—]
t

“aT | ot ox,, 2kT? “ ox,
m ou du m

+—, U, ) —+v; —= |——a, (v, —u, (19)
T 13 Ve, | .

B

(15) denkleminden de faydalanarak asagidaki esitlikler elde edilir.

(7;{—(177”_3/2 y=<1, 5)‘?—(17T_3’"2)

a
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%: du, —+a __l_.gﬁ (20)

—u
ot P ox 8 p Ox,
(19) denkleminde (20) denkleminin degerlerini yerine yazarak ve basing igin,

dp on oT
=kT —+ kn—
ox, ox, " ox,

i(nT—yz) :T—s/za_n_énT-s/z a_T Q1)

ox ox. 2 0x

1 7 1

ifadelerini ve #, = v, —u, bagintis1 kullanilarak,

0 d 0 Vo om| L , 5
e s S S —U, ~—U Bk
[ TR ox,, " B v, ]f =/ T ox, “\ 24T 2

m 1 9
+EDaﬂ(UaUﬂ _§6aﬁU ):' 22)

denklemi elde edilir. Bu denklemde (18)’daki C(¢) lineerlestirme
operatoriiniin 6z fonksiyonlaridir. Ciinkii bu iki denklemin sol taraflari aynidir. Bu
nedenle C(@) nin 6zfonksiyonlar1 Sonine polinomlari cinsinden asagidaki gibi

yazilir’.

¥,, =N S(r(l/z)(u )“ Y, (6,9) (23)

rim rim

S/.1/2) Sonine polinomlari, N, —de normalizasyon Katsayilaridir. S" (x)

rim
asagidaki gibi tanimlanir:
(n+m)!

Sr(x)= Zg(—x)” TP (24)

Maxwell modeline gére @ 'nin ¢ozimii ‘¥, ve ¥, ’in lineer

kombinezonudur. Buna gére ¢ igin bir deneme fonksiyonu asagidaki sekilde verilir:
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1 oT m 5 m 1
o i) R G D

u

Burada ¥, ve X, sabitleri Maxwell modeline gore,
m m 5Y
fa”Uexp -—U* U U,| ==U"-=
2kT 2kT 2 (26)
3 m o, m _, 5 : m ., 5
[dUexp ——=U* U,| —=U* -2 | CU,| -=U* ==
2kT 2kT 2 2kT 2

1 1 -
dUexp -2-v v U, -8 U |UU -6, U?
_ J. exp( ZkT I n=y 3 My I =y 3 Hy (27)

X, =
m 1 1
jdi‘Uexp(—%UZIUMU, ~58aU° ]C[U”UY —§5MU2)

seklinde belirlenir. X, ve X, 'nin degerleri bulunup ¢ ’de yerine yazildiktan

sonra, @ 'nin ¢6ziimii neticesinde P;; ve g; nicelikleri igin,

X =

1
P, =ps, - 2n( D, —EDMSU) (28)
aT
g = 29)
ox,

ifadeleri elde ederiz. (28) denklemi momentum akisi, (29) denklemi de 1s1
akisidir.

4. TARTISMA VE SONUC

Dengede olmayan bir sistemde dengeye dogru yaklasma ve transport 6zellikler
ile ilgili ¢alismalar igin uygun, en iyi bilinen mikroskobik teori Boltzmann
denklemidir ve seyrek gazlar icin gegerlidir'. Yiiksek sicakliklarda niikleer madde
seyrek gaz olarak gozoniine alinabilirken dusiik sicakliklarda niikleon-niikleon
carpigmalari ortalama alan etkileri tarafindan yonlendirilir. Bu durumda Boltzmann
denklemi, Pauli disarlama ilkesini hesaba katan ve Maxwell yerine Fermi dagilim
fonksiyonuna rehberlik eden Landau kinetik denklemine doniisiir®. Bu ¢alismada,
elde edilen Boltzmann denklemi ¢oziilerek momentum akisi ve 1s1 akist denklemleri
elde edilmistir. Bu iki denklemden yola ¢ikarak niikleer maddenin transport
katsayilar1 seyrek gaz limitinde elde edilebilir. Literatiire bakildiginda, momentum
akisi ve 1s1 akisindan yola ¢ikarak ve sert kiire yaklasimini kullanarak niikleer
maddenin viskozluk ve 1s1 iletkenlik katsayilar1 i¢in asagidaki ifadeler elde

edilmistir':
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1/2
5 75 ( #nk’T
=—(mmkT)"?, K=—— 30)
T (k) 640, m (
Bu denklemler Boltzmann istatistik limitinde,
1/2
1]:__5_(7[”1]")1/2’ K:.._7_§_ ﬂ (31)
160, 640, m

seklinde verilir’. Ayrica ortalama serbest yol yaklasimi kullanilarak bu iki
transport katsayisi igin,

rl_- —1— l’nT 1/2 . L 3_T 1/2 -
o 13 ’ 20, \ m B

ifadeleri yazilabilir’.
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