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MINKOWSKI DUZLEMINDE RIiRINCI VE
IKINCI iVME POLLERI

H.ES”

OZET

Miiller’ in Oklid geometrisinde 1- parametreli hareketler icin elde
ettigi  sonu¢larin;  matris  metotlarini  kullanarak — Minkowski
geometrisinde karsiliklarini aradik. Ayrica ilave olarak yeni teoremler
verdik.

Anahtar Kelimeler: Bir Parametreli Hareket, Pol Noktasi

1. GIRIS
Bu ¢alismanin amaci kinematiktir. Bu cins hareketlerde hizlar kanunu ve
ivmeler kanunu, sirast ile ,
V.= Vi+ V,
b, =bs+ b, + b,

den ibarettir, burada V, ile b,, mutlak hiz ile mutlak ivmeyi; V; ile by ,
strtiklenme hizi ile siiriiklenme ivmesini, V, ile b, de rolatif iz ile rolatif ivmeyi ve
b, de Coriolis ivmesini gostermektedir.

2. MINKOWSKIi DUZLEMINDE HAREKETLER

Tamim 2.1: ( Mutlak Hiz, Siiriiklenme Hizi, Rolatif Hiz »
Genel hareketin denklemi, A = A(t)e L(2) ve C = C(t)e le] olmak lizere

Y=AX+C (D)
dir (Hacisalihoglu, 1983). Bu denklemin t ye gére tiirevi alinirsa
Y=AX+AX +C (1)
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olur. Burada Y ye hareketin mutlak hizi, AX ye hareketin rolatif hiz,
AX + C ye de hareketin siiriiklenme hizi denir.

2.1 Donme Polii ve Pol Yoriingeleri

Lorentz anlaminda bir parametreli B, = %/ hareketinde L de sabit bir X

noktasinin her t aninda Vf stiriiklenme hizinin sifir oldugu noktalar hareketli ve

sabit diizlemde sabit noktalardir.

Teorem 2.1.1: Agisal hizi sifir olmayan bir B, = %/ hareketinde, her t

aninda her iki diizlemde sabit kalan bir tek nokta vardir.

Ispat: X€ L noktast L de sabit olacagindan V. =0 ve aynm nokta
L’ diizleminde de sabit olacag igin Vf = O olacaktir. O halde bu cins noktalar igin
V, =0
ise
V,=0=> AX+C=0
= x==-A"C (1)
olur. Gergekten,
{ch(p sh(p} y @ sho @che
she  cho @ochep @she
oldugundan
. |sho cho a . |a
A=¢@ C= =C=|.
chgp sho b b
det A = QD @ #sabit alimrsa det A # 0 ve dolayisi ile A regiiler yani

|
A mevcut olur ve

A*l—l —shgp cho
Q| cho —she

dir. Dolayisiyla Vf =0 denkleminin bir tek X ¢6ziimii vardir. Bu X noktasina

hareketli diizlemdeki pol noktasi denir. Bu nedenle ( III) den
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szzl ash(p—bc.hqo
Q| —acho + bshe

veya vektorel olarak

X=P= l (dshqo — bcho,—ache + 5Sh(ﬂ)
¢

ve sabit diizlemdeki pol noktasi (1) den
P =ap+c

dir. Bu degerler yerlerine yazilir ve hesaplanirsa

veya vektorel olarak
-b . -a

¢ ¢

bulunur. Burada V tigin (p(t) # () kabul ediyoruz. Yani, agisal hiz sifir olmasin.

Bu durumda her t aninda hareketli ve sabit diizlemlerin her birinde bir tek pol
noktasinin oldugunu sodyleyebiliriz.

Tanmm 2.1.1: P =(p,, p,) noktasina, B, = %; bir parametreli Lorentz

hareketinin t anindaki polii veya ani donme merkezi denir.

Teorem 2.1.2: P poliinden X noktasina giden pol 1g1n1,V t aninda

4

i siiriiklenme hiz vektoriine Lorentz anlaminda diktir.

ispat: V, = AA™ P'Y= ¢ ((y,-P,),— (¥, = P,)) bulunur.

PY=((y,—p).(y,—P,))

dir. Buna gore,

<Vf ,P’Y> -0

bulunur.
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Teorem 2.1.3: Vf. stiriiklenme hiz vektoriintin boyu

V.= |¢[“PX dir.

ispat: V, =04{{y; —~ a0, —2.))

v = l(/’)f\/K(y: -p) =y = p)’)

= |o||P7Y| dir.

Teorem 2.1.4: Hareketli L diizleminin her X noktasi, t aninda P merkezli ve
¢ agisal hizli bir Lorentz donme hareketi yapar.

X, L nin tamamen keyfi bir noktasi oldugundan asagidaki teoremi de
verebiliriz.

Teorem 2.1.5: Bir parametreli bir Lorentz hareketi, t aninda hareketli L
diizleminin L’ ye gore hareketi P ani donme polii etrafinda ¢ agisal hizi ile belli

olan bir ddnmeden ibarettir.

Teorem 2.1.6: B, = %, hareketinde L diizlemin X noktalari, L’ sabit

diizleminde normalleri P donme poliinden gegen ydriingeler gizerler (Sekil 2.1).

A P
Vf
X

Sekil 2.1 Normalleri P poliinden gegen yoriingeler
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Tamm 2.1.2: B, = I/L/ Lorentz hareketinde her t anina karsilik gelen P pol

noktalarinin L hareketli diizlemindeki geometrik yerine B, = I/L’ hareketinin

hareketli pol egrisi denir ve ( P ) ile gosterilir. P noktasinin L’ sabit diizlemindeki
geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir ve ( P’) ile gosterilir ( Sekil 2.2).

(P)

Sekil 2.1.2 Hareketli ve sabit pol egrileri

P pol noktasi L hareketli diizlemi Gzerinde hareketli bir noktadir. Dolayistyla P

noktasi (P)Yve (P) pol egrilerinigizerken bu egrilerin her biri tizerinde birer

hiza sahiptir.

Teorem 2.1.7: Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P dénme
poliiniin, (P) ve (P' ) egrileri ilizerinde, her t anindaki hizlari birbirinin
aynidir. Bagka bir deyisle iki egri daima birbirine tegettir.

Ispat: X € L noktasinin ( P) egrisini ¢izme hizi V_ ve ayrica bu noktanin

( P") egrisini gizme hizi da V, dir. V, =0oldugundan V, =V _dir.

Tamm 2.1.3: Her t aninda & ve o gibi iki egri birbirine teget ve bu iki
egriyi ¢izen noktanin bu egriler lizerinde dt kadar zamanda aldiklari ds ve ds’
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yollari ayni ise & ve O egrilerine birbiri iizerinde kaymaksizin yuvarlaniyorlar
denir.

Teorem 2.1.8: Bir parametreli diizlemsel bir B, = l/L’ Lorentz hareketinde

L diizleminin (P) hareketli pol egrisi L’ diizleminin (P’ ) sabit pol egrisi
tizerinde kaymaksizin yuvarlanir.

Ispat : Bir egrinin yay elementinin tanimma gére ( P ) nin yay elementi
ds=|V,| ve (P" ) niin ki de ds"=|V,| dir. (®) ve (P")igin V, =V,

oldugundan ds = ds’ diir.
Bu teoreme gore, zamandan bahsetmeden bir Lorentz hareketini

tanimlayabiliriz. Bir B = %, Lorentz hareketi, L nin (P) hareketli pol egrisi,
L’ nin (P’ ) sabit pol egrisi iizerinde kaymaksizin yuvarlanmasi ile elde

edilebilir.

Tamim 2.1.4: X noktasmin L sabit Minkowski diizlemine gére mutlak ivme

vektorii Va dir. Bu vektor b, ile gosterilecektir.
V, =Y idi
b, =V =Y

dir.

Tanim 2.1.5: X, L hareketli Minkowski diizleminin sabit bir noktasi olsun. X
noktasinin L’ sabit Minkowski diizlemine gore, ivme vektoriine siiriiklenme ivme

vektorii diyecegiz ve b ; ile gdsterecegiz

Siiriiklenme ivmesinin hesabinda X, L nin sabit bir noktasi olacagindan
b ;= Vf =AX+C 7
olur.

2.2 ivmeler ve ivmelerin Birlesimi

L Minkowski diizleminin L’ diizlemine gére B, =%/ Minkowski

hareketi mevcut olsun. Bu hareket esnasinda L diizlemine gore, dolayisiylada L’
diizlemine gore hareket eden bir X noktasi goz oniine alinsin . X in hareketiyle elde
edilen hiz formiilleri elde edilmisti simdi ise X noktasinin ivmesi incelenecektir.

Tamm 2.2.1: X noktasimin L hareketli diizlemine gére V, rolatif hiz
vektoriiniin tiirevi alinarak elde edilen ;

V. =AX
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b, =V, =AX
vektoriine X in L deki rolatif ivme vektorii diyecek ve onu b, ile gosterecegiz.

Bu tiirev alinirken X noktasi L  de hareket eden bir nokta olarak
diistiniildiigiinden A matrisi sabit olarak alinmistir.

Teorem 2.2.1: L hareketli Minkowski diizleminde bir t parametresine gore
hareket eden bir nokta X olsun

b,=b, +b,+b,
dir (Burada b, = 2AX olup buna Minkowski anlaminda Corilois ivmesi adini

verecegiz).

Sonug 2.2.1: Bir X € L noktast L de sabit ise, X noktasimnin siiriiklenme
ivmesi bu noktanin mutlak ivmesine esittir.

ispat : V. =AX +AX +C idi
her iki tarafin tiirevi alinirsa

V =AX +AX +AX + AX +C
X noktast sabit oldugundan tiirevleri sifirdir.

Vn = AX + C-= b, dir.

Teorem 2.2.2 b, Coriolis ivme vektorii, V rélatif hiz vektoriine Minkowski

r

anlaminda diktir.

ispat:
b, =2AX
| shep cho Xl
=2¢ .
cho sho ||l X,
2 X, sho + X ,che
- X,cho + X,sho
=2¢ (X]Shq) + X,che, X cho + Xzs/z(p>
ve

V. = AX
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chop shol| X i
- shep cho || X 5
=(X,ch@ + X ,sh@, X ,shQ + X ,ch)
bu degerlerle Minkowski anlaminda i¢ ¢arpimi yapilirsa
(V.,b.)=0
oldugu goriiliir.

Sonug¢ 2.2.2: L hareketli Minkowski diizleminde, X hareketli noktasinin
Coriolis ivmesi sifir ise, B, hareketi bir kayma ( 6teleme ) hareketidir ve bu ifadenin
tersi de dogrudur.

Ispat: X noktasinin b Coriolis ivme vektorii

b, =2AX
=i {sh(p ch(p} l:X]J
cho sho || X,
| X,sho + X,cho
B [chh(p + Xzsh(p}
=2¢ (Xlshqo +X,cho, chhgo + Xzsh(p): 0
=¢=0
= (0 sabittir, yani BI = %/ hareketi sadece kaymadan ibarettir.
Tersine B, = %/ hareketi sadece bir kaymadan ibaret ise (0 = sabit olur.

Buda ¢ =0 demektir. ¢ =0 olmast b, =0 olmasi demektir.

2.3. Birinci ve ikinci ivme Polleri

V/ =0 denkleminin ¢&ziimii bize birinci mertebeden ivme poliinii verir.

V,=AX+C=0=X=-A"'C
. he  cl
A:(p snp cn@ ’

chg sho
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. h2ch@ + @sh p2sho + @ch . . ..
A= ({’2 ¢ (P o (f.’z Q (P ¢ ,’A.z(p“—(pz
QO sho +@che @ chp + @she

G, @ chQ +@shg  — @’ she —@chy
¢ —¢* |~ @’shg —Gchp  @>cho +@ishg
bu degerler X =-A"C de yerlerine yazilirsa
X=P=__1 __.(a@%cho +@sho) -~ b(@>sh +Gchp),~i(@* sh +Gch@) + b(@ cho + Gshg))
@2 _¢4
seklinde olur. Burada P, e hareketli diizlemdeki birinci mertebeden pol egrisi
denir.
Sabit diizlemdeki pol egrisi ( P ) ile gosterilirse
Pl' =AP +C
den
, 1 mad e 1 i D e
Pi=|— —(a9p” -b@) +a,—5——(bo“ —ap) +b
((pz - ¢* o - ¢
bulunur.
Vf = (0 denkleminin ¢6ziimii ise bize ikinci mertebeden ivme poliinii verir.

3

V,=AX+C=0=X=-A"C
dir. Bu degerler hesaplanir yerlerine konulursa X in degeri L hareketli

diizlemdeki ikinci mertebeden ivme poliinii verir ve P, ile gosterilir.

1
(0 + o) - Gop)y
(,'d'(—?’(P(ﬁSh(D — (@ +P)ch) +b Bpdch + (¢ + f/")Sh(P))
sabit diizlemdeki pol egrisi PZI ile gosterilirse

P/ =AP,+C

P, = (¢'(3¢¢0h¢7 +(@* +§)she) —b 3pgishe — (@ + fﬁ)sh(ﬂ),)

den
P} = (3i@¢ ~b (@’ +§) +a,3b P - d(’ + ) +b)
(@ +o) - Goo)

elde edilir.
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