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MiNKowsKi nUZLEMiNDE BiRiNCi VE
iKiNCi iVME POLLERi

6ZET

Maller' in on« geometrisinde J - paranietreli harder/a icin e/de
ettig) sonuclartn; matris metotlarmt kullanarak Minkowski
geometrisinde karstltklannt aradtk. Aynca ilave olarak yeni teoremler
verdik.

Anahtar Kelimeler: Bir Parametreli Harder, Pol Nokiasi

I. ciuis
Bu cahsmanm arnaci kinernatiktir. Bu cins hareketlerde hizlar kanunu ve

ivmeler kanunu, sirasi ile ,
Va= Vr+ V,
ba = b, + b, + be

den ibarettir, burada Va ile b." mutlak luz ile mutlak ivrney i; Vr ile b, ,
suruklenme hrz: ile suruklenme ivmesini, V, ile b, de rolatif luz ile rolatif ivrneyi ve
be de Coriolis ivrnesini gosterrnektedir.

2. MiNKOWSKi DUZLEMiNDE HARE KETLER

Tamm 2.1: ( Mutlak Hlz. Suruklenrne HIZI, Rolatif Hiz ).
Genel hareketin denklerni, A = A(t)E L(2) ve C = C(t)E lR2

1 olrnak uzere
Y=AX+C (I)

dir (Hacisalihoglu. 1983). Bu denklemin t ye gore turevi al irursa

(II )
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olur. Burada Y ye hareketin mutlak lnzr, AX ye hareketin rOlatif lnzi,

Ax + c ye de hareketin siiriiklenme hlzl denir.

2.1 Donme Polii ve Pol Yoriingeleri

Lorentz anlammda bir parametreJi B, =~, hareketinde L de sabit bir X

noktasmm her t anmda VI surttklenrne hizmm srfir oldugu noktalar hareketli ve

sabit duzlernde sabit noktalardir.

Teorem 2.1.1: Acisal hrzi sifir olmayan bir B] =~, hareketinde, her t

anmda her iki duzlemde sabit kalan bir tek nokta vardir,

ispat: XE L noktasi L de sabit olacagtndan Vr = 0 ve ayru nokta

L' dilzleminde de sabit olacag: icin VI = Golacakur. 0 halde bu cins noktalar icin

VI =0
ise

VI = o=> Ax + c =0

=> x= - A-Ie (III )

olur. Gercekten,

[Chq> shu: ] . [if> ship if> chip ]A=
shcp clup

, A=
¢chcp ¢shcp

oldugundan

. . [ShCPA=cp
chip

ChCP]
slup

det A = ¢, ({J * sabit ahmrsa det A * 0 ve dolayrsi ile A reguler yani

A-I mevcut olur ve

A-I = _!_ [- she:
¢ chip

chip ]
- shcp

dir. Dolayisryla Vf = 0 denkleminin bir tek X cozurnu vardir, Bu X noktasina

hareketli duzlemdeki pol noktasl denir. Bu nedenle (III) den
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x = p = _!_ [ ashtp - b~hCP ]
cp - achtp + bshtp

veya vektorel olarak

1 (. .)X = P = -:- \ashcp - bchtpr-aclup + bshtp
cp

ve sabit dtizlemdeki pol noktasi ( I ) den

p' =AP + C

dir. Bu degerler yerlerine yazihr ve hesaplanirsa

, 1 [- b] [a]y =p =- +
~ _~ b

veya vektorel olarak

y = p' = [-: + a, -q;a + b J
bulunur. Burada 'II t icin cp(t) ::f:. 0 kabul ediyoruz. Yani, acisal hiz sifir olmasm.

Bu durumda her t anmda hareketli ve sabit dtizlemlerin her birinde bir tek pol
noktasuun oldugunu soyleyebiliriz.

Tatum 2.1. t: P = ( PI ' P2) noktasma, BI = 1f' bir parametreli Lorentz

hareketinin t anmdaki poli.i veya ani don me merkezi denir.

Teorem 2.1.2: P poltinden X noktasma giden pol isuu, 'II t anmda

Vj stiriiklenme hiz vektornne Lorentz anlammda diktir.

drr, Buna gore,

bulunur.
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Teorem 2.1.3: Vr sUriiklenme hrz vektorunun boyu

Teorem 2.1.4: Hareketli L diizleminin her X noktasi, t arunda P merkezli ve
¢ acisal hIZlI bir Lorentz donrne hareketi yapar.

X, L nin tamamen keyfi bir noktasi oldugundan asagrdaki teoremi de
verebiliriz.

Teorem 2.1.5: Bir parametreli bir Lorentz hareketi, t arunda hareketli L
diizleminin L' ye gore hareketi P ani donrne polii etrafinda ¢ acisal hizi ile belli
olan bir donrneden ibarettir.

Teorem 2.1.6: B, = 7{, hareketinde L diizlemin X noktalan, L' sabit

dUzleminde normalleri P donme poliinden gecen yorungeler cizerler CSekiI2.1).

p

a

Sekil Z.] Normalleri P polUnden gecen yorungeler
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Tanrrn 2.1.2: BI = 7{1 Lorentz hareketinde her t aruna karsihk gelen P pol

noktalannm L hareketli dUzlemindeki geometrik yerine BI = 7{1 hareketinin

hareketli pol ei:i.risi denir ve ( P) ile gosterilir. P noktasmm LI sabit dUzlemindeki
geometrik yerine ise sabit pol egrisi denir ve ( r,ile gosterilir ( Sekil 2.2 ).

L

LI

Sekil 2.1.2 Hareketli ve sabit pol egrileri

P pol noktasi L hareketli duzlerni Uzerinde hareketli bir nokradtr. Dolayisryla P
nokrasi ( P) ve (pI) pol egrilerinicizerken bu egrilerin her biri Uzerinde birer
hiza sahiptir.

Teorem 2.1.7: Sabit ve hareketli dUzlemlerdeki pol egrilerini cizen P donme
polunun, ( P) ve ur , egrileri uzerinde, her t arundaki hizlan birbirinin
ayrudrr. Baska bir deyisle iki egri daima birbirine tegertir,

ispat: X E L noktasmm ( P) egrisini cizrne hiz: V, ve aynca bu noktamn

(tr, egrisini cizrne hizi da Va dir. Vf = 0 oldugundan Va = V, dir.

Tarum 2.1.3: Her t arnnda ex ve a' gibi iki egri birbirine teget ve bu iki
egriyi cizen noktarnn bu egriler lizerinde dt kadar zarnanda aldiklan ds ve ds'
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yollan aym ise a ve a' egrilerine birbiri uzerinde kaymakslzm yuvarlamyorlar
denir.

Teorem 2.1.8: Bir parametreli duzlemsel bir B, = 7{, Lorentz hareketinde

L duzleminin (P) hareketli pol egrisi L' duzlerninin (P' ) sabit pol egrisi
uzerinde kaymaksizm yuvarlamr.

ispat : Bir egrinin yay elementinin tammma gore ( P ) nin yay elementi

ds = IIVr II ve (P' ) nun lei de ds' = IIVa II drr. (P) ve (P' ) icin Va = v,
oldugundan ds = ds' dur,

Bu teoreme gore, zamandan bahsetmeden bir Lorentz hareketini

tarumlayabiliriz, Bir B, = 7{, Lorentz hareketi, L nin (P) hareketli pol egrisi,

L' nun (P' ) sabit pol egrisi uzerinde kaymaksizm yuvarlanmasi ile elde
edilebilir.

Tanun 2.1.4: X noktasmin L' sabit Minkowski duzlernine gore mutlak ivme

vektoru Va dir, Bu vektor baile gosterilecektir.

Va =Y idi

b =V =Ya a

dir.

Tatum 2.1.5: X, L hareketli Minkowski duzlerninin sabit bir noktasi olsun. X
noktasmm L' sabit Minkowski duzlemine gore, ivme vektorune suruklenrne ivme
vektoru diyecegiz ve bJ ile gosterecegiz

Suruklenme ivmesinin hesabmda X, L nin sabit bir noktasi olacagmdan

olur.

2.2 ivrneler ve ivmelerin Birlesimi

L Minkowski duzlerninin L' duzlernine gore Bl = 7{, Minkowski

hareketi mevcut olsun. Bu hareket esnasmda L duzlemine gore, dolayisiyla da L'
duzlemine gore hareket eden bir X noktasi goz online almsm . X in hareketiyle elde
edilen hiz formulleri elde edilmisti simdi ise X noktasmm ivrnesi incelenecektir.

Tamm 2.2.1: X noktasirun L hareketli duzlemine gore Vr rolatif hiz
vektorunun ttirevi almarak elde edilen

V =AXr
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b=V=AXr r

vektorune X in L deki rolatif ivme vektoru diyecek ve onu brile gosterecegiz.

Bu ttirev ahrurken X noktasi L de hareket eden bir nokta olarak
dusunuldugunden A matrisi sabit olarak almrmsnr.

Teorem 2.2.1: L hareketli Minkowski dtizleminde bir t parametresine gore
hareket eden bir nokta X olsun

ba=bj+bc+br

dir (Burada be = 2M olup buna Minkowski anlammda Corilois ivmesi adiru

verecegiz).

Sonne 2.2.1: Bir X E L noktast L de sabit ise, X noktasmm stirUklenme
ivmesi bu noktamn mutlak ivmesine esittir.

ispat : idi

her iki tarafm ttirevi ahrursa

X noktasi sabit oldugundan ttirevleri sifirdrr.

Teorem 2.2.2 be Coriolis ivme vektoru, Vr rolatif hiz vektorune Minkowski

anlammda diktir.
ispat:

. [ShCP
=2 cP

chip

ve

V, =AX
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= [ChCP
ship

ShCP] [~I]
chip X 2

bu degerlerle Minkowski anlarnmda ic carpimi yapihrsa

(v, ,be) = 0

oldugu gorulur.

Sonuc 2.2.2: L hareketli Minkowski duzleminde, X hareketli noktasmin
Coriolis ivmesi sifir ise, BI hareketi bir kayma ( otelerne ) hareketidir ve bu ifadenin
tersi de dogrudur.

ispat: X noktasmm be Coriolis ivme vektoru

b =2AXc

=2¢ [;:: :::] [;:J
_ . [X1ShCP + X2ChCP]- 2cp. .

X .chtp + X 2shcp
= 2¢ (X1shcp + X 2chcp, X1chcp + X 2shcp)= 0

=}¢ =0

=} cp sabittir, yani BI = I/z_, hareketi sadece kaymadan ibarettir.

Tersine BI = I/z_, hareketi sadece bir kaymadan ibaret ise cp = sabit olur.

Bu da ¢ = 0 demektir. ¢ = 0 olmast be = 0 olrnasi demektir.

2.3. Birinci ve ikinci ivrne Polleri

VI = 0 denkleminin cozurnu bize birinci mertebeden ivrne polunu verir.
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A = [¢2 chip + (fishcp ¢2 shsp + (fiChCP], IAI = ,4 _ .. 2

¢ 2 ship + (fichcp ¢ 2 chcp + (fishcp cp cp

A -I = 1 [ ¢ 2chcp + (fishcp - ¢ 2slup - (fiChCP]
¢4 _ (fi2 _ ¢2 shcp - (fichcp ¢2chcp + (fishcp

bu degerler X = - A -I C de yerlerine yazihrsa
x= P, = _1_, (aCljJ2chcp + ipshcp) - hCljJ2shcp + ipchcp),-aCIjJ2shcp + ipchcp) + hCljJ2chcp + qishcp»)cp2 _ cp4

seklinde oIur. Burada ~ e hareketIi duzlerndeki birinci mertebeden pol egrisi

denir.

Sabit dlizlemdeki pol egrisi ( ~') iIe gosterilirse

~'= A~ +C
den

bulunur.

Vf = 0 denkleminin cozumu ise bize ikinci mertebeden ivrne polunu verir.

3

V =AX+C=O~X=-A-ICf
dir. Bu degerler hesaplamr yerIerine konuIursa X in degeri L hareketIi

duzlemdeki ikinci rnertebeden ivrne polunu verir ve P2 iIe gosterilir.

~ / (ijf(3¢¢chcp+(¢3 +qi)shcp)-b'(3¢¢shcp-(¢3 +qi)shcp),)
¢3 +qi - -(3¢¢Y

~{i(-3¢(fishcp - (¢3 + (/i)chcp) + b'(3¢(fichcp + (¢3 + ¢')shCP))
sabit duzlemdeki pol egrisi P; ile gosterilirse

P; = AP2 +C
den

p; = ~ / (3CifjJ¢-b'(fjJ3 +i/j)+a,3b'fjJ¢-'(i(fjJ3 +qj)+b)
fjJ3 + ¢' _ (3fjJ¢)2

eIde edilir.
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