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Bu ¢alismada cat’ gruplart  ve g¢aprazlanmis  modiilleri
hesaplayabilmek igin, grup teorisi programlama dili olan GAP [11] programi
ile yazdigimiz bir program paketini [2] sunduk. Bu programda ¢aprazlanmugs
modiiller ve cat' - gruplarin morfizmlerinin yani sira bu morfizimlerin
bileskesini igceren fonksiyonlar yer almaktadir. Ayrica paket igerisinde
¢aprazlanmis modiillerin derivation’u ve bir cat' - grup’un section imida
yerlestirmis bulunmaktayiz. Caprazlanmis modiillerin kategorisi XMod ile
cat' - gruplarin  kategorisi  Cat' arasindaki esdegerlik  bagintisimi
gergeklegtirecek olan funktorlar da yer almaktadir. Ek olarak bu ¢aligma,
dereceleri 36 olan gruplarin cat' - gruplarinin izomorfizmlerin tablo halinde
swralanmasim igermektedir. Kiigiik dereceden gruplarin cat' — gruplarinin
izomorfizmleri [1] de verilmistir. 41-47. dereceden gruplarin cat’ -
grup’larimin izomorfizmleri de [3] de verilmigtir.
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1. GIRiS

Bu calismadaki esas amag, grup teorisi programlama dili olan GAP' programi
vasitas1 ile yazilmis olan cat' — gruplar ile gaprazlanmis modiiller arasindaki
esdegerlik bagintisini igeren paket XMOD?>u tanimlamanin yani sira, bu program
paketinin ¢alistirilmasi sonucu elde etmis oldugumuz sonuglar1 vermektir. yazilan
paket program 1997 yilinda GAP3 dilinde yazilmig olup, daha sonra GAP4
versiyonu da diizenlenmistir. Elde edilen sonuglar GAP4 versiyonu ¢alistirilarak
elde edilmistir. Caprazlanmis modiil kavrami ilk olarak J. H. C. Whitehead
tarafindan [12]’ da tanimlandi. Bu konu iizerinde g¢esitli ¢alismalar yapildi. Bu
caligmalarin hemen hemen hepsinde sol etki (action) kullanildi. Fakat biz, biigisayar
programlarinin ¢oguna uygun olmasi nedeniyle sag etkiyi kullanacagiz. Ikinci
boliimde, ¢aprazlanmis modiiller ve onlarin derivation’larinin yam sira cat' —
gruplar1 ve onlarin sectionlarinin temel 6zelliklerini animsatacagiz. B6liim 3, bu
alinilan konularin GAP programina aktarilmasini igermektedir. Ayrica bu bilgisayar
uygulamalarinin ayrintili bir 6rnegi de bu bolimde sunulmustur. Bolim 4’ de,
dereceleri 36 olan gruplarin cat' — gruplarmin siralanmasini igeren bir tablo yer
almaktadir.

2. CAPRAZLANMIS MODULLER VE CAT' - GRUPLAR

Bu boliimde birbirine esit olan iki kategoriyi hatirlamaya ¢alisacagiz ki bunlar,
¢aprazlanmis modiiller kategorisi XMod ve onlarin morfizmleri; cat' — gruplar
kategorisi Cat' ve onlarin morfizmleri . Ayrica, bu kategoriler arasindaki esdegerlik
bagintisini sergileyen functorlari da tanimladik.

Asagidaki ozellikleri saglayan ve S iizerinde R’ nin bir etkisi ile birlikte bir

grup homomorfizmi 0 ) =(0:S—— R)’ e caprazlanmis modiil denir. Burada

0 genellikle boundary déniisiim olarak tanimlanir.

Cml: 9(s")=r"(0s)r

Cm?2: t* =s7s.
her bir 5,1€ S ve r€ R,
Verilen iki ¢aprazlanmis modiil ¥ =(0:S——>R) ve ¥ =(0:5'——R)
arasindaki morfizm bir homomorfizm <O',p> giftidir ki, O *S§—>58" ve

p:R——> R’ homomorfizmleri

' www.gap.dcs.st-andrews.ac.uk/~gap/
? www-history.mcs.st-and.ac.uk/~gap/Share/xmod4.html
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’
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> R

R ’

%)

p
06 =pd ve 0(s")=(05)"" ozelliklerini saglar. ¥ =}  iken ©,p
otomorfizm olup <O' 5 p) ¢ifti ) in bir otomorfizmidir. Otomorfizmlerin grubu
Aut(y) seklinde gosterilir. Caprazlanmis modiil ) in Whitehead monoid’i olan
Der(y), ilk olarak [13] de tanimlandi. Burada Der(y), asagidaki 6zellikleri
saglayan R den S ’e olan tiim monoid doniigiimlerdir.

Der 1: x(qr)=(xq) (xr)
Der 2: o X)) = (Z]r)(xzr)(xla?(2r)-

Tersi olan monoidler regular olarak isimlendirilir. Der())’in grubuna

Whitehead grup denir ve W () seklinde gosterilir. Kiigiik dereceden gruplarin
whitehead gruplar1 [4] de tanmimlanmistir. Bir ¢aprazlanmig modiiliin actor’u

(A:W(x)—— Aut())) Norrie tarafindan [10] de tamimlandi. Norrie
Caprazlanmis modiilii olan cat' — gruplar Alp tarafindan [5] de verildi. Daha sonra J.
L. Loday [9] gaprazlanmig modiil notasyonunu, bir grup G ile birlikte iki

homomorfizm f,h:G——>G ve sahip olduklar1 ayni image R ile l-cat grup
olarak yeniden formiile etti. Bu galismada, grup G ile birlikte bir subgrup R ve iki
orten fonksiyonu f,h:G——> R ayni zamanda bir embedding ¢: R—— G
den olusan ve asagidaki ozellikleri saglayan C = (¢,h:G——>R) i cat' — grup
olarak ifade edecegiz.

Catl: te =he =1id,,

Cat2: [kerh,kert]={1,}.

Genellikle ¢,h,C’ nin source ve target’1 olarak isimlendirilir, fakat yazilan GAP

programinda onlart tail ve head olarak nitelemekteyiz, ¢iinkii source bir fonksiyonun
tanim ctimlesi igin kullanilmig GAP ifadesidir.
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iki cat' — grup arasindaki morfizm ( C—— C’ bir homomorfizm (Y, )
giftidir ki bunlar (Y : G—— G’ ve p :R——R)

0

asagidaki ozelligi saglarlar.
h'y = ph, t'y =pt, €p =ve.
Caprazlanmis modiiliin bir derivation’1 cat' — gruplarda bir section’a karsilik
gelir. C nin bir section’u € : R—— G bir grup homomorfizmi olup asagidaki
Ozellikleri saglar.

Sect 1: t€ =id,,
Sect 2: hé € End(R),
Sect3:  (§08,)(r) = (gzr)(ehézr)_l (&hE,r).

Asagidaki sekil, gesitli gruplar ve homomorfizmler arasindaki iligkiyi gosterir.

a Y
0L O
Aut(S) ------eemmmea e p S » G
4 o -~
“ b f 9 e Ll | A &
v \A4
\__ g = 1dg \_‘;
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3. GAP UYGULAMASI

Grup teorisi programi olan GAP kendisine 6zgii olan kayit alanlar1 ve
output’u ile [11]’de diizenlendi. Biz ¢aprazlanmis modiilleri, cat' — gruplar ,
derivation’lar1 ve onlarin morfizmlerinin yani sira iligkili olduklar1 konulari
hesaplayabilmek i¢in GAP programi dilinde yazilmis 350 tane fonksiyon igeren
bir program paketi [2] gelistirdik.

Caprazlanmis modiil ) : (9 : S —— R)’i asagidaki kay1t alanlari ile GAP
programina uygun olarak diizenledik.

X.source, 0’ nin source grubu S,

X.boundary, homomorfizm 9,

X.range, 0’ nin range grubu R,

X.aut, S ? nin otomorfizmlerin grubu,

X.action, bir homomorfizm R—— X.aut,
X.isXMod, kontrol fonksiyonu, normal olarak dogru,
X.isDomain, daima dogru,

X.operations, = XModOps islemlerinin bir 6zel seti,

X.name, S ve R ’nin isimlerinin birbirine baglanmasi.

XModOps islemi 6zel bir output formu ile birlikte derece; elemanlarin listesi;
¢ekirdek gibi fonksiyonlari igerir.

Caprazlanmis modiillerin bir morfizmi  mor = (O’, p> X —Y

asagidaki kayit alanlarindan olugur:

mor.source, ¢aprazlanmis module X’in source grubu,

mor.range, ¢aprazlanmis module X’in range grubu,

mor.sourceHom, homomorfizm O . X.source ——>
Y.source,

mor.rangeHom, homomorfizm P : X.range ——
Y.range,

mor.isXModMorphism, kontrol fonksiyonu, normal olarak dogru,

mor.operations, XModMorphismOps islemlerinin 6zel bir
seti,

mor.name, X ve Y’nin isimlerinin birbirine
baglanmasi.

XModMorphismOps islemi ¢ekirdek; image; bileske; ters morfizm; ve
IsEpimorphism gibi bazi test fonksiyonlarini igerir. .S ’nin elemanlarinin bir
listesi S.elements olsun. Derivation )} , ¥ ’nin imagelerinin S.elements deki
yerlerinin bir listesi olarak algilanir. Ornegin, identity listedeki ilk eleman
oldugu igin Y:R——S, r+>id listede [1,1,...,1] seklinde
kaydedilir. GAP dilinde yazilmis olan AllDerivations fonksiyonu ¢aprazlanmis
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module Y ’e .derivation alanini ekler ki bu alan asagidaki kayit alanlarindan

olusur.
D.table, imagelerin listelerinin listesi,
D.regular, regular derivationlarin sayisi,
D.position, belirli pozisyonlarin listesi,
D.regpos, regular derivationlarin pozisyonu,
D.elsrc, X.source’un elemanlari,
D.elrng, X.range’in elemanlari,
D.xod, ¢aprazlanmig modiil X’e doniis.

Derivasyonlarin bilgisayar uygulamasi sonucunda elde edilen bazi 6nemli
sonuglar da [8] de verilmistir. Program paketinde cat' — group C, asagidaki
kayit alanlar ile tanimlandi:

C.source, source grup G,

C.range, range grup R,

C.tail, tail homomorfizm t,

C.head, head homomorphism h,

C.embedRagne, R’nin G deki embedding e,

C.kernel, h’in ¢ekirdegine izomorfik olan permutasyon
grup,

C.embedKernel, izomorfizm € :C——G,

C.boundary, h’ in gekirdege kisitlanmasi 0 ,

C.isDomain, set dogru,

C.operations, Cat1GroupOps islemlerinin 6zel bir seti,

C.name, source ve range isimlerinin birbirine
baglanmasi.

C.isCatGroup kontrol fonksiyonu, normal olarak dogru.

Cat' — gruplarin bir morfizmi mor, ¢aprazlanmis modiil morfizminin sahip
oldugu kayit alanlara sahiptir. Cat' — gruplarm GAP programina uygulanmasi
sonucu elde edilen bazi 6zel sonuglar da ALP tarafindan [7] de verilmistir.

£:R——>G ye tammlanan bir section asagidaki kayit alanlarimi igerirki

bunlar :
xi.source, C nin range grubu R,
xi.range, C nin source grubu G,
xi.generators, R nin iirete¢ kiimesi,
xi.genimages, Ureteglerden segilen goriintiiler,
xi.cat', Cat' - grup C,
xi.operations, Ozel islem seti,
xi.isSection, Kontrol fonksiyonu normalde dogru,

bi¢imindedir. Yine sectionlarin bilgisayara uygulanma algoritmalari [6] da
verilmistir.
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Ornek 3.1

Asagida, derecesi 24 olan grup d8c3 iin kendisinden kendisine tanimlanan
¢aprazlanmis modiil ve baglantili oldugu islemler yer almaktadir.

gap> X:=XModSelect (24,4, "conj");
Crossed module [d8c3->d8c3]
gap> XModPrint (X);

Crossed module [d8c3->d8c3] :-

Source group d8c3 has generators:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4) ]

Range group = d8c3 has generators:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4) ]

Boundary homomorphism maps source generators to:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4) ]

Action homomorphism maps range generators to
automorphisms:

(x,2,3,4)(5,6,7) --> { source gens --> [ (1,2,3,4)
(5,6,7),(1,3)1}

(2,4) --> { source gens --> [ (1,4,3,2)(5,6,7),
(2,4)1}

These 2 automorphisms generate the group of
automorphisms.

gap> C:=CatlXMod (X);
catl-group [Perm(d8c3 |X d8c3) ==> d8c3]
gap> CatlPrint (C);

catl-group [Perm(d8c3 |X dB8c3) ==> d8c3] :-

source group has generators:

[(4,13)(5,14) (6,15) (7,22) (8,23)
(9,24) (25,26,27,28) (29,30,31),(7,22) (8,23)
(9,24) (10,19) (11,20) (12,21) (26,28),
(1,11,18,19,2,12,16,20,3,10,17,21)
(4,8,15,22,5,9,13,23,6,7,14,24),(1,4) (2,5) (3,6) (7,19)
(8,20) (9,21) (10,22) (11,23) (12,24) (13,16) (14,17) (15,18
)]

range group has generators:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4) ]

tail homomorphism maps source generators to:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4),0,01

head homomorphism maps source generators to:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4),(1,2,3,4)
(5,6,7),(2,4) 1]

range embedding maps range generators to:

[ (4,13)(5,14) (6,15) (7,22) (8,23) (9,24)
(25,26,27,28) (29,30,31), (7,22) (8,23)
(9,24) (10,19) (11,20) (12,21) (26,28) 1]
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kernel has generators:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4) 1

boundary homomorphism maps generators of kernel to:

[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4) 1

kernel embedding maps generators of kernel to:

[ (1,11,18,19,2,12,16,20,3,10,17,21)
(4,8,15,22,5,9,13,23,6,7,14,24),(1,4) (2,5)
(3,6)(7,19) (8,20) (9,21) (10,22) (11,23) (12,24) (13,16)
(14,17) (15,18) ]

associated crossed module is Crossed module [d8c3-
>d8c3]

gap> AD:=AllDerivations (X);
AllDerivations record for crossed module [d8c3-
>d8c3],

108 derivations found but unsorted.
gap> RecFields (AD);
[ "areDerivations", "isReg", "isAll", "genimageList"
"operations", "xmod",

"generators" ]
gap> WG:=WhiteheadPermGroup (X) ;
WG ( [d8c3->d8c3])
gap> RecFields (WG) ;
[ "isDomain", "isGroup", "identity", "generators",
"operations",

"isPermGroup", "isFinite"™, "1", "2", "3",
"elements", "name" ]

gap> S:=AllSections(C);
AllSections record for catl-group [Perm(d8c3 |X d8c3)
==> d8c3],

16 regular sections, 92 irregular ones found.
gap> RecFields(S);
[ "areSections"”, "regular", "isReg", "isAll",
"genimageList", "genarators",

"catl", "operations" ]
gap> A:=Actor (X);
Crossed module Actor[d8c3->d8c3]
gap> XModPrint (A);

Crossed module Actor[d8c3->d8c3] :-
Source group WG([d8c3->d8c3]) has generators:
[ 41,2,3:;,4)Y(5,6;7;8)1{9,12;11,10) (13;16,15;14)
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)(9,13) (10,14) (11,15) (12,16),
(1,9)(2,10) (3,11) (4,12) (5,13) (6,14) (7,15) (8,16) ]
Range group has parent (
PermAut (d8c3) xPermAut (d8c3) ) and has generators:
[ (3,4)(6,7)(11,12)(14,15),(2,8)(3,6)(4,7)
(10,16) (11,14)(12,15),( 1, 2)( 3, 6)( 4, 7)( 5, 8)
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(9,10) (11,14) (12,15) (13,16) ]
Boundary homomorphism maps source generators to:
[(1,8,5,2)(9,16,13,10), (3,4) (6,7) (11,12) (14,15),
(2,8)(3,6)(4,7)(10,16) (11,14) (12,15) ]
Action homomorphism maps range generators to
automorphisms:
(3,4)(6,7)(11,12) (14,15) --> { source gens -->
[ (1,2,3,4)(5,6,7,8)(9,12,11,10) (13,16,15,14),
(1,5)(2,6)(3,7) (4,8)(9,13) (10,14) (11,15) (12,16),
(1,9)(2,10) (3,11) (4,12) (5,13) (6,14) (7,15) (8,16)] }
gap> N:=Norrie(X);
Crossed module Norrie[d8c3->d8c3]
gap> XModPrint (N) ;

Crossed module Norrie[d8c3->d8c3] :-
Source group d8c3 has generators:
[ (1,2,3,4)(5,6,7),(2,4)]
Range group has parent (
PermAut (d8c3) xPermAut (d8c3) ) and has generators:
[
(3,4)(6,7)(11,12) (14,15), (2,8) (3,6) (4,7) (10,16) (11,14
)
(12,15),(1,2) (3,6) (4,7) (5,8) (
9,10) (11,14) (12,15) (13,16) 1
Boundary homomorphism maps source generators to:
[ (1,5)(2,8)(9,13) (10,16),(2,8) (3,6) (4,7)
(10,16) (11,14) (12,15) 1]
Action homomorphism maps range generators to
automorphisms:
(3,4)(6,7)(11,12) (14,15) --> { source gens -->
[ (1,2,3,4)(5,7,6),(2,4) 1}
(2,8)(3,6) (4,7) (10,16) (11,14) (12,15) --> { source
gens -->
[ (1,4,3,2)(5,6,7),(2,4) 1}
(1,2)(3,6)(4,7)(5,8)(9,10) (11,14) (12,15)

(13,16) --> { source gens --> |
(1,4,3,2)(5,6,7),(1,2)
(3,4) 1 1}

These 3 automorphisms generate the group of
automorphisms.

4. SONUCLAR

Asagidaki tablo, dereceleri 36 olan 14 tane grubun GAP programi
siralamas: ile birlikte, her grup i¢in tammlanan homomorfizmlerin

(Homs :G——>G) sayisim , bu homomorfizmlerdeki idempotentlerin
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(Homs : f*—— f) sayisim igermektedir. Bu idempotentler program
icerisindeki cat' — gruplar1 olusturmak igin gerekli olan f(tail) ve A(head)
homorfizmlerine denk gelmektedirler.
Boylece olusan cat' — gruplarin (CGS) sayisini, bunlar ierisinde de birbirlerine

izomorfik olmayan cat' — gruplarin (NICGS) sayisim ve bu cat' — gruplarin
source grubunun (SGI) ismi ile birlikte range grubunun (RGI) isminin

listelenmis sekli de tabloda yer almaktadir.

GAP Isim Homs Homs CGS NI SGI RGI

No. G—G fz = f CGS

36/1 c6co 1296 112 532 16 66, tr,c6,c6 tr,c6c6,c6,c6
¢6,c6,c2,c2 ¢6,c6,c3c6,c3c6
¢3,c3,c2¢6,c2c6  ¢2¢6,c2¢6,c3,c2c6
¢3c6,c3c6 c2,c2
c2c2,c3c3 ¢3c3,c2c2

36/2 c18c2 144 16 28 8 c18c2,tr,c2,c2 tr,c18c2,c18,c18
¢18,c18,k4,c9 c2,c2,c9,kd

36/3 c12c3 324 28 76 8 ¢12¢3,tr,c3,c3 tr.c12¢3,c12,c12
c3c3,c4,c12,c12  c4,c3c3,c3,c3

36/4 c36 36 4 4 4 ¢36,tr,c9,c4 tr,c36,c4,c9

36/5 c6s3 216 48 24 8 c6s3,c6,c2,c2c6  tr,c6,c3c6,c3
k4,s3,d12,83c3 ¢3c3,¢6,c3,c2

36/6 c3cb.c2 72 12 8 4 c3cb.c2,c4 tr,c3c3
c12,c6.c2 c3,c3

36/7 c4c3 513 48 20 4 adc3,c3,c3c3,a4  tr,c2c6,kd,c3

36/8 (c2%3).c2 99 6 5 2 (c2%¢3).c3,c9 tr k4

36/9 c2c32c2 2992 159 354 8 c2c32.¢2,c2 k4 tr,c3c6,c3c3,c6
$3,d12 c6,c3
d12,c3%c2 c3ic2

36/10 (c32c2).c2 1460 47 118 4 (c3%c2).c2,c4 tr,c3c3
6.c2,c6.c2 c3,c3

36/11 d36 400 51 30 4 d36,c2,k4,d18 tr,c18,c9,c2

36/12 q36 164 11 10 2 q36,c4 tr,c9

36/13 s32 484 67 28 4 $32,83,k4,d12 tr,s3,c3¢3,c3

36/14 c3%c4 172 11 10 2 c3%c4,c4 tr,c3c3

Sonug 4.1

172

Bu zamana kadar yapilan ¢alismalar kullanilarak, cebirsel toplojide yer alan
¢aprazlanmig kare ve cat” — grup konulari, rahatlikla grup teorisi programi olan
GAP’a aktarilabilir. Boylelikle, cat” — gruplarin da belli dereceden gruplar igin

siralanmasi iglemleri gergeklestirilebilir.
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