GRIFFITS PROBLEMI UZERINE
An investigation on the Griffits’s problem

Binali MUSAYEV#* Nizami MUSTAFAYEV*

OZET

Bu c¢alismada dogrusal catlakli elastiki diizlemde c¢atlagin kenarlarindaki molekiillerin gekme
kuvvetlerinin dikkate alinmasiyla catlagin genislenmesi probleminin denk oldugu singiiler integro-
diferansiyel denklemin bir tek sifir ¢dzlimiinlin varligi ispatlanmistir.

SUMMARY

in this study, it has been confirmed that there is one zero solution in the singular integro-diferantial
equation which is equivalent for the problem of slit widening, with consideration of attraction forces
of molecules on the edge of linear slit on the elastic surface.

1.GIRIS
1
Bilindigi gibi [1] dogrusal catlakl elastiki diizlemde ¢atlagin kenarlarindaki molekiillerin
cekme kuvvetleri dikkate alinarak catlagin genislenmesi probleminin ¢oziimu

A [0 ol ) <1 g
z =% g(l

sekilli lineer olmayan singiiler integro-diferansiyel denklemin
r(E1)=r(£1)=0 (2)

kosullarini saglayan ¢oziimiine donistiiriilir. Burada p sonsuzluktaki etki kuvvetinin
degeri (O'y = p =const r(x) catlagin genislenmesini karakterize eden biiyiikliik, g(x)
de [0,+OO) araliginda tanimli g(0)=1 degerinden g(+ OO):O degerine kadar monoton

azalan olup azalma hiz1 x “ (a >2) fonksiyonundan az olmayan ve

20)=1, g+ g'(1)=0 3)

kosullarini saglayan fonksiyondur.
Denklem (1) deki singiiler integral operator r'(i‘ 1) =0 kosullariyla cevrildiginde [2]
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I—d’ e )]:E%)[lw(x)]g[ur(x)] )

olmak iizere (1)’e denk olan

;%ﬁ:—JI:;} fbﬁ&iz NP 5)

-1

integro-diferansiyel denklem elde edilir. Denklem (5), r(-1)=0 kosuluyla

r(x):;;:_lfK (e, 2 )f[r(e )etr X <1 (6)

lineer olmayan Fredholm integral denklemine déniistiiriiliir. Burada

‘t—x’ (arcsin x+7zrjt- 1-x?

1—xt+,/h—x2i1—tli V1—1¢2

dir.Bulunan r(x) i¢in (2)kosullar1 agik olarak

K(x,t): In

r(—l)zO, r’(i 1):0, r( tf—]d (7)

Ao

kosullarina dontstiiriiliir.
Béylece (6) lineer olmayan Fredholm integral denkleminin r(x) ¢dziimiiniin (2)

kosullarini saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

'[L)]dz 0 (8)

R

kosulunun saglanmasi oldugu (6) ve (7)’den agiktir.Dolayisiyla,(1) denkleminin (2)
kosullarint ve (6) denkleminin de (4) ve (8) kosullarin saglayan ¢oziimlerinin bulunmasi
birbirine denk oldugu gortiliir.

Eger (6) denkleminin ¢dziimiinii [-1,1] araliginda ¢ift fonksiyonlar sinifinda
ararsak (8) kosulu saglanacaktir.Dolayisiyla,[-1,1] araliginda cift fonksiyonlar sinifinda (6)
denkleminin (4) ve (8) kosullarini saglayan ¢dziimii
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R
1-xt+1-x*J1-£2) +1-¢

olmak iizere lineer olmayan

9

M(x,t): In

r(x)= %JM(X, £)f[r(e)lat, }x‘ <1 (10)

L.

Fredholm integral denklemin (4) kosulunu saglayan ¢ozlimiine denk olacaktir.

Denklem (10)’un [-1,1] araliginda ¢ift fonksiyonlar sinifinda bir r(x) ¢ozimii
bulundugunda p bilyiikliigii (4) ifadesinden bulunabilir.ileride (10) denkleminin [-1,1]
araliginda ¢ift fonksiyonlar sinifinda ¢dziimiiniin varlig ve tekligini inceleyecegiz.

TANIM 1[3]. E Banach uzayr ve bos olmayan kapali konveks bir

K < E kiimesi verilsin.Eger herhangi x € K ve x # Qi¢ina > O ikenax € K ve <0
iken ax ¢ K ise K kiimesine E uzayinda bir konik denir. E’deki her K konigi E iizerinde
bir "m" kismi siralama bagintisi tamimlar, yani X,y € Eigin x Ty ise y—x€ K

dir.
TANIM 2 [3]. E Banach uzayi, K < E konigi ve E Banach uzayinda taniml

lineer olmayan B operatorii verilsin.Eger M C E i¢in BM < K ise B operatoriine M
lizerinde negatif olmayan ve X,y € M,xm y i¢in Bx m Byise B operatérine M

tizerinde monoton operatdr denir.
H,[-11][-1,1] arahginda tammh O<q <1 iistii ile Holder kosulunu saglayan

fonksiyonlarin vektdr uzayi olsun. Bu uzay HHa = HHOO + H (.; a ) normuna gore bir

Banach uzayidir [2]. Burada

H(r; a) = sup{‘r(%)_r(xlX 3X,, X, € [— 1,1]},

a
‘xz _x1|

r||x = max{}r(x); xXe [— 1,1]}

dir.

H, [— 1,1] uzaymi kisaca H, ile gosterecegiz. H , uzaymm [— 1,1] aralifinin ug

0 0
noktalarinda sifir degerini alan fonksiyonlarindan olusan alt uzay1 H« ve Hs nn
0 +

[— 1,1] araliginda negatif deger almayan fonksiyonlarmdan olusan alt kiimesi H » olsun.

[i’ a uzaymda’”.”a, g B H (.;0{) seklinde tanimlanan HH{ZO normu ile Mu normunun denk
+
olduklart agiktir. ]?[ « klimesinin [— 1,0] araliginda monoton artan ve [0,1] araliginda

monoton azalan ift fonksiyonlarindan olusan alt kiimesi K ; olsun.
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0 1
K kiimesinin H»  uzayinda bir konik oldugu aciktir. & sayisinin 0<@ <— sartini
2

sagladigi farz edilir.
c [— 1,1], [— 1,1] aralifinda reel degerli siirekli fonksiyonlarin vektér uzayi

olmak {izere X=(C[—I,1],H.Hw) olsun. Tanimm kiimesi D(A):I?[a olan bir

A, : X = X operatériinii

A4, :r—> ilj—M(x,t)f[r(t)]dt =A,r(x), ¥ <1 (11)

bigiminde tanimlayalim. Burada M(x,t) (9) ve f [r(x)] de (4) nolu ifadelerle tanimlanan

fonksiyonlardir.
0

0
K, = {r eHq:—re K;} olsun. K kiimesinin H o uzayinda bir konik

0
oldugu agiktir. M , lineer operatériinii //, uzayinda

!
M, r(x)= 1 jM(x,t)r(t)dt, ¥ <1 (12)
’ A
seklinde tanimlayalim.

2. Denklem (10)’un ¢6ziimii hakkinda

Oncelikle A; ve M , operatorlerinin gesitli 5zelliklerini ifade eden birkag lemmay1

verelim.
LEMMA 1. g: [0,+OO) — R, (R, - negatif olmayan reel sayilar

kiimesidir ) fonksiyonu [0,+OO) araligi lizerinde tanimh bir fonksiyon olup azalma hizi

X~ (x >2) fonksiyonundan az olmayan, monoton azalan, siirekli diferansiyellenebilir ve

Hg’“m< © olsun. Bu taktirde A, operatdri K konigini kendine déniistiiriir, yani
A,K; c K olur.
ispat: Herhangi x € [— 1,1] icin

Z, (x) =— IM(x,l)f[r(t)]dt . )x} <1

olsun. Bu durumda 6nce herhangi » € K i¢in 7, (x) fonksiyonunun [— 1,1]

araliginda ¢ift fonksiyon oldugunu gérelim.
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Z‘,(i 1)=0 oldugu agiktir. Herhangi x,te[— 1,1] icin M(X,I)ZM(— x,—t) ve
herhangi » € K_ igin f[r(l‘)] ¢ift fonksiyon oldugundan x € [— 1,1] icin
T, (x): T, (— x) oldugu ve dolayistyla 7, (x) fonksiyonunun ¢ift fonksiyon oldugu
goriiliir.

Simdi de 7, (x) fonksiyonunun [— 1,0] araliginda monoton artan ve [0,1] araliginda
monoton azalan oldugunu goésterelim. Bu nedenle 7, (x) fonksiyonu [— 1,1] araliginda
cift fonksiyon oldugundan onun [O,l] araliginda monoton azalan oldugunu gostermek

yeterlidir.
Herhangi x € (O,l) icin

V1-x? lf( @) i

T;(X)z_ A xW1-

olur. Ote yandan her x € [— 1,1] icin

: dt

oldugundan Vx € (O,l) icin

2l M
A (- xNe+ xW1-11

bi¢ciminde yazilabilir. Buradan g(u ) ve r(x) fonksiyonlari {izerine olan hipotez geregince
f [r(x)] fonksiyonu [0,1] araliginda monoton artan olacagindan Vx € (O,l) igin 7] (x)
< 0 oldugu ve dolayisiyla 7, (x) fonksiyonunun (0,1) araliginda monoton azalan oldugu

elde edilir.
T, (i 1):0 V& T, (x) fonksiyonu (— 1,0) araliginda monoton artan ve (O,l)

araliginda monoton azalan oldugundan x, =0 , (T; (0) = O) noktasi 7, (x) fonksiyonu
igin maksimum nokta ve 7, (0) > 0 olacaktir. Dolayisiyla Vx € [— 1,1] i¢in 7, (x) >0

olur.

()=~

Simdi V7 € K i¢in 7, € H , oldugunu gérelim. Herhangi x € [— 1,1] igin
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0
bigiminde yazilabilir. G € H » oldugu agiktir.

0
Herhangi ¢ € H . fonksiyonu igin

lol.. <2Jel...

ve HSHmO smirli lineer [2],[4]

operatoriiniin normu olmak tizere

a2, e

T’ a0 T /qyg( “ HaO H Ha 0 (13)
oldugu elde edilir. Ayrica herhangi x,,x, € [— 1,1] icin,
z-r (xl )_z-r (‘x2X = _xz} = 2170(HT’,‘ ) _xz‘a

ve buradan da

!

HT’Ha,O = 2170 T’ o)

2|z,

yazilabilir.(13) nolu esitsizlik bu son esitsizlikte dikkate alindiginda

T
“r Ag(1)

30,0l (14)

I,

olur. Buradan da 7, € H , ve dolayisiyla 7, eK ; oldugu goriilmektedir.

Asagida M , operatoriiniin 6zelliklerini ifade eden iki lemma ispatlari lemma 1 in ispatina

benzer oldugundan ispatsiz verilir.
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LEMMA 2. Formiil (12) yardumyla tanimlanan M ; operatérii K, konigini K
konigine déniistiiriir, yani M, K_ < K

LEMMA 3. M ; operatorii K, konigini K konigine doniistiiriir, yani

MK cK,.

LEMMA 4. Eger g: [0,+OO) — R, fonksiyonu ig¢in Lemma 1 in kosullari

saglaniyorsa, (11) nolu formiil yardimu ile tanimlanan A, operatorii K; konigi iizerinde

monotondur.
Ispat : Herhangi 7,7, € K icin , m ryise A,5; ©m A,r, oldugunu gésterelim.

Herhangi ¢ € [— 1,1] igin (o(l‘) = [r2 (t )]— f [rl (Z )] fonkisiyonuna bakalim.
Burada  f]r(x)]= il)[l sr(lell+r(x)] drpeH,, o(=1)=p()=0ve

herhangi ¢ € [— 1,1] icin (p(l‘ ) = (/)(— t) oldugu agiktir. g(x) fonksiyonu iizerine olan
hipotez geregince ¢(t ) fonksiyonunun ifadesinden herhangi te [— 1,1] icin
(D(t) < 0 oldugu goriiliir.

Herhangi ¢ € [—— 1,1] igin

o(e)= Tn(0)+ 00, ()= (O () -1 ()] . 00

)
seklinde yazilabilir. 7, (l‘ )+ 9[}’2() ,(t)] 0 < @ <1 fonksiyonu, t degiskenine gore

[O 1] araliginda ve [’ ( ) fonksiyonu da, g fonksiyonu iizerine olan hipotez geregince
monoton azalan ve pozitif olmayan fonksiyon oldugundan

~f '[rl (t)+6(r, (t )— 7 (l‘))][r2 (t )— y (l )] fonksiyonu monoton azalan ve negatif
olmayan iki fonksiyonun carpimi gibi [0,1] araliginda monoton azalandir.Dolayisiyla,
(D(t ) fonksiyonu [O,l] araliginda monoton artandr. (/)(l‘ ) fonksiyonu [— 1,1] araliginda
¢ift fonksiyon oldugundan [— 1,0] araliginda azalandir.Boylece @ € K, oldugu
gosterildi. 4,7, — A;r, = M ;¢ oldugundan Lemma 2 geregince A,r, — A1, € K
yani A, operatdrii monotondur.

LEMMA 5. Eger g:[0,+00)—> R, fonksiyonu i¢in Lemma 1 in kosullar:
saglaniyorsa, herhangi a € (0,1) ve herhangi 7 € K, i¢cin A4, : K] — K operatorii

A}v(a,r) T ad,r

kosulunu saglar.
Ispat : Herhangi a € (0,1) icin
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olt)= a.fIr()]- flar(t)]-af(0)+ £(0). ~1<¢<1
olmak tizere,

a.Air(x)—A;La.r(x):M(p(x), -123=1 (15)
yazilabilir.

Herhangi re€ K] ve Vace (0,1) icin ad,r—A,ar € K oldugunu
gorelim. Bunun i¢in Lemma 2 geregince @ € K ; oldugunu gostermek yeterlidir.
peH,, (0(— 1) = g[)(l) =0 ve herhangi € [— l,l] icin (p(t) = (0(— t) oldugu
aciktir. (D(t ) fonksiyonunun [0,1] araliginda monoton artan ve [— 1,0] araliginda

monoton azalan oldugunu gosterelim. Bu nedenle (D(t ) fonksiyonunun [0,1] araliginda

monoton artan oldugunu gostermek yeterlidir.Hipotez geregince
a.f(z)— f(a.z)— af(0)+ f(()) fonksiyonu [0,+OO) araliginda monoton azalan
olacaktir. (Vz € (0,+oo) icin

[a.f(z)—f(az)—a.f(0)+f(0)]zr :a[f’(z)—f’(az)] < 0 olur ) O yiizden

0<t <t,<1igin r(ll) > I’(l‘z) oldugundan ,
a./Tr@)]- flar(t)]-a.f(0)+ £(0) < a.flr(e, )] flar(z, )] - 2. (0)- 1(0).

yani (p(t) fonksiyonu [0,1] araliginda monoton artandir. (o(t) fonksiyonu [— 1,1]
araliginda ¢ift fonksiyon oldugundan [— 1,0] arahiginda monoton azalan fonksiyon

olacaktir. O zaman herhangi 7 € [— 1,1] i¢in (/)(t) < go(l) =0, yani Q)(l‘) <0 oldugu elde
edilir.
Boylece, @€ K, oldugu ispatland. Bu da Lemma 2 geredince

ad,r —A,ar € K, yani 4,ar n a.A,r oldugunu gosterir.
LEMMA 6. Eger g: [0,+OO) — R, fonksiyonu i¢in Lemma 1 in kosullari
saglaniyorsa, her hangi a € [l,+oo) ve her hangi re€ K icin A4, :K, > K

operatort
Aar 6 a.d;r

kosulunu saglar.
ispat : Her hangi a € [1,+OO) ve herhangi 7 € K icin (15) formiilii kullanilarak

Lemma 5 in ispatina benzer olarak ¢ € K; oldugu gosterilebilir. O taktirde Lemma 3

geregince M ;¢ € K, yani herhangi a [1,+OO) ve herhangi r € K igin
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A;ar & a.A;r olur. BuLemma 6 yi ispatlar.
Simdi (10) denkleminin ¢6ziimiiniin varhgi ve tekligi hakkinda asagidaki esas teoremi ifade

ve ispat edelim.
TEOREM. Eger g:[0,+00—)R+) fonksiyonu i¢cin Lemma 1’in kosullart

saglanmiyorsa, (10) lineer olmayan Fredholm integral denkleminin herhangi 4> 0 igin
K ; koniginde bir tek sifir ¢oziimii vardur.

ispat : r(x): O fonksiyonunun herhangi 4> 0 igin (10) denkleminin bir ¢céziimii
oldugu agiktir. r(x)= 0 fonksiyonunun herhangi A > 0 igin (10) denkleminin bir tek
¢0ziimii oldugunu gosterelim. Bunu olmayana ergi yontemiyle ispatlayalim. Kabul edelim
kibir A =4, >0igin 4 4,7 =1 denkleminin sifirdan farkl bir 7, € K, ¢6ziimii vardir.

A
Bu denklemi 1 = — olmak iizere A " = ¥ bigiminde yazalim. Lemma 4 ve Lemma 6

geregince

5

AjrO = Ay(Aer) = A/I(Zro) o) 2Aur0 =2°r
Ajro = A!I(Ajro) o A#(Zzl’o) o 22Aﬂr0 = 23;»0, (16)
Ayry = 4,(477) 6 4,2"'r) 6 2" 4,5, =2"r,,

neN
olur. 7, (O)> 0 oldugundan (16) esitsizliklerinden

lim 4,7 (0) = +o0 (17)

n—0

bulunur. Ote yandan,

4,1,(0)=— f[l - - }f[ro(r)]dt

n +
o ol 141=12  A1-¢

ve herhangi ¢ € [— 1,1] icin f[ro (t)] < f(O) = 1 oldugundan

4,7, (0) < %

0

olur.
Benzer sekilde
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2}1 I+1 1

EA
Ao 5 nl«i-\/l—t2 +\/1—t2 f[ #(r (l))}#

A7y (0) = 4, (4,7,(0))=

ve herhangi t € [— 1,1] igin fl_Aﬂro (t)JS f(O) =1 oldugundan ‘Azro (O)‘ < /7.1,

0

4
dolayisiyla Vn e N igin ‘AZrO (0)‘ < —— oldugu gorili ki bu da (17)ile bir gelskidir
0
Demek ki kabuliimiiz dogru degildir. Bununla teorem ispatlanir.

(10) denkleminin bulunan r(x) = 0 ¢ozlimiine gore (4)’ten p = 1 bulunur.
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