NEWTON METODUNUN YAKINSAKLIGI PROBLEMI UZERINE
(On the confergengy of Newton Method)

Binali MUSAYEV" Nizami MUSTAFAYEV" | Ahmet BOZ"

OZET
Bu galismada X ve Y Banach uzaylari ve F : X—>Y lineer olmayan bir operatér olmak iizere F| (x) = 0 seklindeki
denklemlerin tahmini ¢oziimlerinin bulunmast i¢in uygulanan bir Newton iterasyon ydénteminin yakinsakligi ve
baslangi¢ yaklasimlarin iyi segilebilmesi problemleri incelenmektedir

SUMMARY
In this study the problem of carefully selecting initial condition and convergence of the Newton
Method was examined for the possible solution of F(x) = 0 with the X and Y Banach spaces and
F: X—>Y nonlinear operator.
Anahtar Kelimeler:Yakisaklik, Freshe Tiirevi, Yuvar, Freholm integrali.
Key Words:Approximation,Freshe Differantion,Disc,Fredholm Integral
GIRiS.
1
X ve Y Banach uzaylari, L(X,Y), (L(X) = L(X,X ) ) X “den Y * ye sinurli lineer operatérler uzayi ve A €
L(X,Y) i¢in
4] = Supf|] <[] <13
olsun. X’de agik bir E C X kiimesinde tanimli lineer olmayan bir F : X —> Y operatorii verilsin. Eger
i |F(xo + 1) — F(x,) - AH|
1m =
7]

h—0

olacak sekilde bir A€ L(X)Y) operatorii mevcut ise F operatorii X, e E noktasinda Freshe
tiirevlenebilirdir (tiirevlenebilirdir) denir. Bu durumda A operatériine F operatériiniin X, noktasinda

Freshe tiirevi ( 3 — tiirevi ) denir ve A = F'(xo) seklinde gosterilir. F : X — Y operatoriiniin EC X

kiimesinin her noktasinda 3 — tiirevlenebilir olmasi halinde F operatérii E iizerinde 3 — tiirevlenebilirdir

denir.
Xve Y Banach uzaylari , F : X —Y lineer olmayan bir operator olmak iizere

F(x)=0 (1)
seklinde bir denklemin , eger varsa, X" e X gercek ¢éziimiiniin bulunmas istenir.

F operatdrii r >0 yarigapli S (x;) = {xe X : Hx—xOH <r} yuvarinda 3 — tiirevlenebilir bir

operatdr olsun. X, e X elemant (1) denkleminin istenen x" e S, (x,) ger¢ek ¢oziimii igin baslangic

yaklasim olmak tizere ardisik yaklasimlar

x,=x,_, —[F(x, )] F(x,) n=123.. )
seklindeki bir baginti yardimiyla tammlayalim. Belirtelim ki (2) bagintisi her n= 1,2... icin, eger
varsa, [F(x, )]":Y—>X ters operatoriiniin - bulunmas: durumunda gergeklenebilir.

Uygulamalarda bu ters operatorlerin bulunmasindaki zorluklar nedeniyle bir tek X, noktasinda
[F‘()co)]_l :Y — X ters operatdriiniin varhigi durumunda (2) dizisi yerine
x, =x,_, —[F (x)]" F(x,_) n=123.. 3)

bagintist yardimiyla tamumlanan (X, ) dizisi tercih edilir.
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Kaynaklarda (2) iterasyon ydntemine esas , (3) yontemine ise degistirilmis Newton Metodu (Newton
[terasyon Yontemi ) adi verilir. Lineer olmayan fonksiyonel (cebirsel, diferansiyel , integral v.b.)
denklemlerin ¢éziimlerinin bulunmasinda sik sik kullanilan (2) ve (3) Newton iterasyon yontemlerinin
incelenmesi adi altinda oldukca fazla sayida calisma vardir. Ozellikle Kantorovig L.V. [ 1] ,Kantorovig
L.V. ve Akilov G.P.[ 2], Mysovskih I.P. [ 3], Vertgeim B.A. [ 4], Anselone P.(ed.) [ 5], Moore R.H. [
6] , Krasnoselski M.A.ve b.[ 7] ,Rall L. [ 8] , Ortega J. ve Rheinboldt W.[ 9] bunlardan birkag1 olarak

verilebilir.
Simdi (2) ve (3) Newton iterasyon ydntemlerinin yakinsakhg ile ilgili pratikte en uygun varyantlardan

olan su belli sonuglar ifade edelim.

Teorem 1. X ve Y Banach uzaylari olmak iizere F:X—Y operatérii asagidaki kosullarr saglasin :
I. r>0ve X, e X olmak iizere F operatérii S, (X,)C X yuvarinda 3 — tiirevlenebilirdir.

2 F'(x) tirevi S, (X,) yuvarinda [ Kkatsayist ile Lipshitz kosulunu saglar , yani her

X, Y€ S,(Xx,)igin

HF'(x) ~F( y)H <lx-y] @
dir.
3. F(x):S,(x,)—>Y operatoriiniin siirekli [F(x)]" tersi var ve her x€S,(x,)
igin
Feor|<m
olacak sekilde bir m > 0 sayis1 mevcuttur.
4. |Fx)|<n.

Bu durumda eger

1,
=—mln<l1
q 5 n ve

' = k
ro= ml]Z:q2 Ter
k=0
ise (1) denkleminin (2) Newton iterasyon prosesinin yaklastigi bir
X e Sr. (xy) = {xe X: ”x = Xo” < rl} ¢oziimii vardir ve terimleri (2) bagintisi ile tanimlanan ( X, )
dizisinin x* 'a yaklasma hizi
o
* q
X, —X “ < —-mi]
I-¢

esitsizligi yardimiyla verilir.
Teorem 2. X Banach uzayi F : X—>X operatdri S, (X,)CX yuvarinda 3 — tiirevlenebilir ve

Fv(x)eL(X) operatérii her x,y€ S _(Xx,) i¢in (4) esitsizligini saglasin. Eger ilave olarak
F (X,)€L(X) operatdriniin [F'(x,)]" tersi meveut ve
' -1 ' -1
IF 1| <m iF )l F )| <

2min <1 ve ’_0:(1—“1—2’71177%/ <r

durumunda (1) denkleminin bir tek x" e S,_0 (x,) ¢oziimii vardir ve terimleri (3) bagintist yardimiyla

olacak sckilde m >0 , 7>0 sayilan varsa

tammlanan Newton iterasyon prosesi X ¢ozliimiine
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1—4/1=-2min)"
=oALl
J1=2min
hizla yaklagir.

Bu teoremlerin ispatlart igin [ 2], [ 7],[ 10] ve [ 11] kitaplar referans olarak verilebilir.
Belirtelim ki Teorem 1 ve Teorem 2 ' nin kosullarindan gériildiigii gibi (2) ve (3) iterasyon proseslerinin

yakinsakligi X, e X baslangi¢ yaklasiminin (1) denkleminin X~ ¢dziimiine yeteri kadar yakin oldugu

durumda gergeklenebilir. Bu nedenle sz konusu dzellige sahip baslangi¢ yaklasimlarin iyi se¢ilmesi
Onem tagimaktadir.
fleride F(x ) operatbriiniin  F(x ) = F (x)+F,(x) seklinde gosterilebildigi varsayilir. Eger F,(x)

operatdriiniin F | (x) 3 tiirevinin [Fl'(x)]fl tersi varsa ve kolayca bulunabiliyorsa ,F, (x)

operatdrii de norma gore yeteri kadar kiigiik bir operator ise

F (x)+F,(x)=0 Q)
denkleminin tahmini ¢dziimiiniin bulunmast i¢in terimleri

X, =X, —[F (x, )" (F(x, )+ FE(x,,) n=123.. (6)
veya

X, =%, —[F ()] (F(x,_ )+ Fy(x,) n=123.. (7

seklinde tanimlanan iterasyon proseslerinden birisinin kullanilmasi faydali olur. )
(6) ve (7) iterasyon proseslerinin yakinsakligi benzer sekilde incelenebilir. Ornegin (7) iterasyon
prosesinin yakinsakligi ile ilgili su teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3. X bir Banach uzay: F: X — X operatorii S ,(X,)CX yuvarinda 3 — tiirevlenebilir ve her
X,V€E€ S (Xx,) i¢in

“F 1(x)—F 1()/)“ < IIHx = y“ (8)
olacak sekilde /, >0 sayisi, F |(x,)€L(X) operatériiniin [F]'(XO)]fl

tersi mevcut ve
B <m . IR a1 R <n ©)
olacak sekilde 7, >0, 77, >0 sayilari varolsun. F , : X — X operatérii i¢in her x e S, (X,) igin
7 e A <, (10)
veher x,ye S (x,)i¢in
|F0-FW) <L

olacak sekilde 77, 1, > 0 sayilar varolsun.

=y (1)

I EEETy)
5 = b (71, + 17,) <r ise (5) denkleminin

Eger mlzlzz <I=-2ml (m,+m,) ve &,=
my,

tek bir x" € S, (x 6zimii vardir ve terimleri (7) bagmtist ile tanimlanan (x ) dizisi X" ¢c6ziimiine
5 \Pro) € g n ¢

g, =1=y1=2ml,(n,+1n,) + ml, olmak iizere

< lql (m+1y) ,n=123.. (12)

— 4,

-

hizla yaklagir.
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ispat: ,(x) = x~ [F, (x)] ' F (%)

$(x) = = [F (x,)] ' F,(x)
ve P(x)=@(x)+¢@(x) ,xeS, (x,) olmak iizere (5) denklemi

x =¢(x) (13)
seklinde yazilabilir. ~ @¢(x): X — X operatoriiniin Banach Sabit Nokta Prensibinin kosullarini
sagladigini gorelim.
Her x € S5 (X,) igin
P(x) = %y = [F (5)T'[F, (%)(x = xp) = F (%) + F ()] = [F; ()] F (%) = [F, (x)]” Fy (x)
esitligi dogru oldugundan (8) , (9) ve (10) kosullar1 kullanilarak

1 2

“¢(x) - xo” < 5’"11150 o+,
elde edilir. J, > 0 sayist

1

Em]llé'z —-0+n+n,=0
denkleminin kiigiik kokii oldugundan son esitsizligin sag yani O, 'a esit olur. Bdylece her
x €S, (%) igin ||p(x) - x| <8, vedolaysiyla (S () < S, (x,) olur.

Simdi  @(x) operatriinin S 5, (Xo) yuvarnda bir daralma operatorii oldugunu gosterelim. ~Her

x,y € S5 (x,) icin

$(x)—P(¥) = x =y~ [F (x)] '[F(x) = W= [F (x)] '[F,(x) = F, ()]
oldugundan (8), (9) ve (11) kosullarindan
H¢(x) - ¢(y)“ <(mlo, +ml,)|x— y”

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla , m,’l," <1—2ml (5, +1,) durumunda m[,8, + ml, <1

oldugundan @(x) operatérii S 5 (x,) yuvarinda g, katsayisiyla Lipshitz kosulunu saglar. 1-q, =

J1=-2ml (g +m,) —ml, ve ”¢(x0) — xoll <(l-¢,)0, oldugundan Banach Sabit Nokta

Prensibi dolayisiyla (13) denkleminin ve dolayisiyla (5) denkleminin bir tek x* € S5, (xy) ¢oziimii

vardir ve (7) bagintisi yardimiyla tanimlanan ( X, ) dizisi X" goziimiine (12) hizla yaklagir.
NOT : F,(x) = 0 denkleminin eger varsa bir xo* ¢6zlimii veya bu ¢oziime norma gore yakin olan

herhangi bir eleman (7) iterasyon prosesindeki X, baslangi¢ yaklasimi olarak kabul edilebilir.

[leride Teorem 3 *iin baz1 uygulamalarini verecegiz.
b
x(t) = If(l,s,x(s))ds ,ast<b (14)
lineer olmayan Fredholm integral denklemi verilmis olsun. Burada f(t,s,x) , r>0 olmak {izere
G={ttsx)eR’: a<t, s<b, —r<x<r}

iizerinde siirekli bilinen ve x(¢) ise bilinmeyen bir fonksiyondur. H(t,s,x) , G iizerinde siirekli ve x

degiskenine gore 1. mertebeden siirekli kismi tiireve sahip olan bir fonksiyon ve
Q(t,s,x) = f (t,5,x) - H(t,5.x) ,

b
Fu (00 = x(1)- [H(t,5,x(5))ds ,
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b
Fo (0= [O(t, 5, x(s))ds
olmak tizere (14) denklemi (5) lineer olmayan operatorlii denklem seklinde yazilabilir. Bu durumda )
iterasyon bagintisi su sekilde yapilir. [a,b] iizerinde siirekli X, () fonksiyonu herhangi baslangi¢
yaklagim olmak tizere gelecek x, (¢) , n=1,2,3... yaklagimlar
h(z)=x,(t) —x,_,(¢) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere
E (xo)h:_E(xl1~l) _Fl('xn—]) (15)

denkleminden bulunur.
Cla)b] , [ab] iizerinde siirekli , reel degerli fonksiyonlardan olusan bir vektér uzay1 “Hw

Cla,b] > [0,0) , Hx“ao = max{‘x(t)] :t€la,b]} tammuyla bir Banach uzayi olmak iizere X =(
C[a,b]:“.”w) olsun. H(t,s,x) fonksiyonu iizerine olan hipotez geregince F, : X — X operatériiniin
X, () € C[a,b] noktasindaki J — tiirevi

F (e =n(t)= [H (t,5,%,(5)h(s)ds

a

oldugundan (15) denklemi ¢ekirdegi R(¢,s5) = H (2,5,x,(s)) olan

b
h(t)— [R(e,5)h(s)ds = g, , (1)

lineer integral denklem seklinde yazilabilir. Burada
h(t) :xn (t) - xnfl (t)

g, @) =—x,,(t)+ J.H(t,s,xm1 (8))ds + j.Q(t,s,xH (s))ds

dir. Teorem 3 kullanilarak su teorem ispatlanabilir.
Teorem 4: x(¢) € C[a,b] baslangig yaklasimi ve H(t,s,x) , Q(t,s,x) fonksiyonlari igin asagidaki kosullar

saglansin.
L. H(t,;s,x) ve H , (t,5,x) fonksiyonlari G iizerinde siirekli ve her (t,s) e [a,b]2 ve her X,,X, €[-7,7]
i¢in

\H.‘,(t,s,xl)—HY(t,s,xz)l < lolx, —x2| ;

2. R(z,s) fonksiyonu K(t,s) = H  (t,5,x ,(5)) ¢ekirdeginin rezolvantasi (¢8ziicii cekirdegi) olmak iizere
b
max { ﬂm(z,s){ds tefa,bl}<m, ;
IR SR, |
b
4. max { .ﬂQ(t,s,x)‘ds ] |x ~ xo(t)‘ <r.,telabl}<n,

5. Herhangi (ts) € [a,b]* ve x,,x, €[-r,r] icin
O(t,5,x,) = Q(t,5.%,)| < Ly|x, - x,
6. 4y =1=2(1+my)*(b—a)l, (B, +1,) > (m,L,)*
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olacak sekilde m,,/,, Py, 7, ve L, sayilart mevcut olsun.

Bu durumda
A+my)b-a),0,=1-1-g, <r(1+m,)(b-a)l,
ise (14) denkleminin bir tek X~ € S5, (%) = {x € Cla,b]: “x—xO”w <r} ¢bzimil vardir ve bu

¢Oziim terimleri

x, ()= J'H(t,s,)c,kl (s))ds + J‘Q(t,s,xn‘1 (s))ds +

[RE =%, () + [H(s.&,%,,(£)dE + [0(s,€, x, , (£)dE)ds

(16)

n=1,2,3... bigiminde tanimlanan ( X, (¢) ) fonksiyon dizisinin limiti gibi bulunabilir ve

g, =1-1—qg, +(L+my)(b—-a)L,
olmak iizere

. q
'xn_x = (1+m0)(f)0+770)
l-gq,

esitsizligi dogrudur.
Gergekten Teorem 3’ iin kosullar geregince her X, y € S,A (xo) igin

|7 0 -F o)

’ < (b—a)l()”x—ylloe ve

IF 1| <temy B G )|, =0+ mo)R,

olur. Ustelik her x € S, (x,) igin

7 o1 Fo)| < 1 mym
veher x,y €S, (x,) i¢in
1F, ()= F,(»0)|, < (b-a)Ly|x-y,

ifadeleri dogru oldugundan Teorem 3’deki /,,m,,n,,n7, vel, sayilan olarak sirasiyla (b—a)l, ,

(A+my),(d+my) By, . (1+my)n, ve (b—a)L,sayilan alindiginda Teorem 3’ iin kosullarinin

saglandig1 ve dolayisiyla Teorem 4 “lin dogrulugu goriiliir.
Eger Teorem 4 ‘de ad1 gegen H(t,s,x) fonksiyonu f(t,s,x) fonksiyonuna norma gore yeteri kadar yakin bir

fonksiyon ise
b
x(t) = J.H(t,s,x(s))ds

denkleminin ¢dziimii (14) denklemi igin bir baslangic yaklasim olarak kabul edilebilir. [2] Ornegin
H(t,s,x) fonksiyonu olarak f(t,s,x) fonksiyonunun herhangi bir tam ortonormal (¢, (S))::l fonksiyonlar

sistemine gore
f(t,S,X) - Z f}‘ (t3 x) wk (S)
k=1

Fourier serisinin m. kismi toplami ,yani
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Hts0 =)/, (6,) ¢ (s)
k=1

fonksiyonu segilebilir. O zaman (15) denklemi dejenere ¢ekirdekli lineer integral denklem oldugundan
bu denklemin R(Z, 5) rezolvantas: kolayca bulunabilir.
Ornek:Lineer olmayan

1
P(t) = _[e“e*“”“”‘dsﬂﬁ—-—l I(eH ) (17)
tf
0

integral denklemini [6] Teorem 4 esasinda inceleyelim.
o(t) = Jt fonksiyonu (17) denkleminin bir ¢8ziimii oldugundan x,(z) =0 fonksiyonu

1
x(t) = J‘e"(””[e"z"““' S 7 (18)
0

denkleminin bir ¢dziimii oldugu agiktir.
Jm o =
Higg)= g 5% _|

Qltsx) =(1-e Dy e * 1) e

Fu(x) (1) =x(0) ~ [H(s,x(s))ds .

Fo(0) ()= [0, x(s))ds

olmak tizere (18) denklemi F,(x )+ F, (x)=0 operatérlii denklem seklinde yazilabilir.
H(s,x) ve Q(t,s,x) fonksiyonlar1 i¢in Teorem 4'in kosullarinin saglandigini gorelim. re (0,1) olmak iizere

% €5,(0) = (xeCON s, <74} ve

G={(tsx)eR :0<t,s<], xo(s)—y <x< xo(s)+% }
olsun. H(s.x) ve H_(sx) = —2 (Vs +x) e fonksiyonlannin G iizerinde siirekli olduklar:
agiktir. Her s€[0,1] ve her x,,x, € [x,(s)— ”2 , X%, (8) +%] igin

\H (5,x) = H (s,x,)| < 201+ 21+ 7)")|x, — x,|

esitsizliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

X,(s) € S, (0) herhangi baslangig yaklagim olmak iizere
7

K(s) = H, (s,x,(s)) = =2 (\/;+xo(s)) g Y B cekirdeginin R(s) rezolvantasini
bulalim.
Bunedenle £, : X — X (X =(C[0,1]: IHLC )) operatériiniin X, € C[0,1] noktasindaki

F (x,)h(t) = h(t) +2 j (s +x,(s))e 2V 2O p(5)ds

J - tiirevinin [FIY()CO)]"l tersinin bulunmasi veya bir baska deyisle g(¢) €C[0,1] herhangi bir

fonksiyon olmak tizere
1
h)+ 2 [(s 3 (s)e 0 h(s)ds = g(0) (19)
S0

lineer integral denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi gerekir. (19) denkleminin ¢dziimii
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1
e= 2 [(Vs +xy(s))e ™" = Op(s)ds (20)
0

olmak tizere A(f) = q(t)—c seklinde oldugu agiktir. /() *nin bu ifadesini (20) denkleminde yerine
koyarsak X, (¢) baslangig yaklasimi igin

! [ 2
T(x,)=1+2 _[(«/E +x,(s))e 2 RO O gg 2 () @
0

kosulu saglandiginda
2
c=——r
T(x,)

oldugu elde edilir. Boylece (19) denkleminin ¢éziimi

2 r~ 2
R(s) =- Vs +x,(5))e 2V 0%’ ()
)= 5+ 0

! e 2
JGs + 2y (e 2O g (s)ds
0

olmak iizere

h(t) = [F, ()] q(0) = q(6)+ [R(s)q(s)ds

0
oldugu goriiliir.
Herhangi (ts)€ [0,1]%, x,,X, € [x,(s) - 7 X, (5) + %] icin
0(t,5,%,) = Ot,5,%,)| < 20 = D)1+ r)|x, — x|

esitsizliginin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

\/;_"_ X, (S)‘ e—Zv‘? xo(:)—xoz(,r)ds .

2 1
o ‘T(xo )‘ éﬂ

Fozmax{ :te[01]}

1
= GsZs
X, (0) = [(e7 2 s
0

1 — 5
Ny = max{ﬂl _ex(r—l)Heﬂdx Xo($)=x0" () _ lqu ‘fe [O,l]}
0

olsun. Bu durunda Teorem 4’ deki my,l,, Py, n, ve L, sayilart  olarak

siastyla m,, 1, P, ,% ve L_O =2(—=1)(r+1) saylan almdiginda  x, € K(é’) baslangig

yaklasimi igin (2 lﬁosulu ve
q, = 1_2[(1+”10)ZO]Z(P0 +14) > (m, L0)2

o N — 1+m, )l
A+ my)ly0, =1-+/1-gq, <r ( mo)%

esitsizlikleri saglandiginda (18) denkleminin bir tek x" (t) = 0 ¢oziimii vardir ve bu ¢éziim terimleri
i

x" (t) - J‘es(/—l)(l _ e*Z\“s X1 (8)=x,.1°(5) )dS
0

1 1 _ L
_ J‘%(S)[xn—l (5)+ J‘eg’(s—l)(l_e—zv'f O’ £1ds (22
0 0
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n = 1,2.3,.... bigiminde tammlanan (x,(f)) dizisinin limiti gibi bulunabilir ve (x,(f)) dizisinin
x'(t) =0 ¢oziimiine q; =1-4/1- % +(1+ ;o)fo olmak tizere

.|

<L Gem) P +7y)  n=123.
1-g,

0

hizla yaklagir.
NOT : (22) bagmtisinda X, () baslangig yaklasimi olarak (18) denkleminin x,(¢) =0 ¢6ziimii

almdiginda her n=1,23...i¢in X, (¢) =0 elde edilir.
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