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OZET

Bu  makalede  fonksivonlarin — Konstruktiv teorisinin direk
problemleri ile ilgili birkag genel teorem sunmanin yani sira, bu teo-
remler, yeteri derecede ispatlarindaki gegerlilik ve sonuglarindaki ke-
sinlik ile de farklilik gostermektedir. Bu veya diger anlamlarda tiireve
sahip olan fonksiyonlar icin, dnceden verilmis olan sonuglar burada
sunulmakta olan neticelerin ézel durumlar: gibi ¢ikarilabilirler.

1. GiRIS

Lp=Lp(a,b) notasyonu ile [a,b] kaoalt araliginda tanimlanmis olan ve
I

b »
”f”,, = _”f(t)["dt <oo,(p21) )

’ Dumlupmar Universitesi. Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolamii Kiitahya-TURKIYE
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2 DUMLUPINAR UNIVERSITESI

kosulunu saglayan f(t) fonksiyonlar uzayni, L;ELP(-ﬂ' ,TT) (veya Lp(0,27) ile
27 -peryotlu ve L, (-T,T) uzayinda bulunan fonksiyonlar uzayini,
L f, =L,(R)= L,(—c0,00) ile de R=(- o0, 00) reel ekseni lizerinde tanimlanan ve

!

i1, =L, =t flr @) dr }r<e,(p2]) )

kosulunu saglayan f(t) fonksiyonlar uzayni gosterelim.

f(t) fonksiyonlari p=oc olmasi durumunda siirekli kabul edilip ve normiari
max |f|=||f|, seklinde tanimlanir ve E olarak C=Ca,b], C'=C'[- T, 7 ], Cp=C(~

oo, 00 ) uzaylarindan birisi ahnir. H, notasyonu ile derecesi <n olan
P,(X)=ag+ a;X + 2> + ... + ;X"

seklindeki cebirsel polinomlar ciimlesini ve T, notasyonu ile de derecesi < n olan

n

(=g + Y (a, coskx+ b, sinkx)
k=1

n '
iky
-3 Cee
-

seklindeki trigonometrik polinomlarin uzaylarini géstermekteyiz. Bu tanimlardan da
anlasilacag iizere;

H()C H[CC an , V€

I, €1 Cuull, Sr

p R 0 .
Son olarak, w; , ile de < 0 olanveL , uzayina ait olan fonksiyonlar uza-

yini isaret edelim.[ 1], [2], [9]

Bu uzaylarda fonksiyonlarin en iyi yaklasim problemi ¢ok fazla arastirilma-
sina ragmen bir ¢ok zor problemler hala cevap bulamamigtir. Bu problemler sirasina
ait olan bir problemde istenilen kadar genellestirmeye sahip olmakla beraber eide
edilmis sonuglarin net ve kesin olmasi problemidir. Bu makalede boyle nitelik
problemi ile ilgili en iyi yaklagma igin ispatlanan sonuglarin netlik problemleri in-
celenmektedir. Genellikle bizi ilgilendiren asagida siralanan {i¢ haldeki yaklagimla
ilgili direk problemlerdir.

1. Sonlu pargada tanimlanmig fonksiyonlarin P (x) € H, cebirsel polinomlar
yardimiyla en iyi yaklasimi:
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By = inf |/ =R,

P !

h —
- ot ([lrO-R0) an? p21

2. Peryodik fonksiyonlarin t, (x)€ T, trigonometrik polinomlar yardimiyla

N

en iyi yaklasim:

f -1,

E,(f), =inf
t,eT,

14

=inf { [|f(x)—1,(0]" dx}”, p21:

t,€T,

n=tn

3. R=(-o0,0) reel ekseni iizerinde tanimlanmis fonksiyonlarin g € W,

tam fonksiyonlart yardimiyla en iyi yaklagim:
AG (f) r = %l{:lf)"f - go' “p

=inf { f|f ()~ g, | dx} " (p2Lg, €W, )

Her ii¢ halde p= <o oldugunda f(x) fonksiyonlar: siirekli kabul edilerek yakla-
S‘m’

Cla,b),C[- 7,7 ],Cr=C(- 0, 0)

metrik uzaylarinda yapilir. Son zamanlarda yapilan arastirmalarimiz yukarida veri-
len durumlarin hepsi igin ayn: bir iddianin uygulanmasinin miimkiin olacag! sonu-
cunu ortaya gikarmigtir: Sadece iki fonksiyonun biikiimii seklinde gosterilen fonksi-
yonlarin en iyi yaklasimi problemini arastirmaktir. Herhangi bir anlamda
tiirevienebilen fonksiyonlarda zaten biikiim seklinde gosterilmektedir [4], [5], [6].

2. PERYODIK FONKSiYONLARIN YAKLASIMI

Oncelikle periyotlu fonksiyonlarin yaklasim problemlerini inceleyelim.
Teorem 2.1 2 7T periyotlu ¢(t)€ L'; ve K(t)e Ltl(p,q > 1) fonksiyon-

lar1 verildiginde
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4 DUMLUPINAR UNIVERSITESI

)=~ [0 (x—tydr
T -

L0
T

=Lk o)) @)
T

fonksiyonu ic¢in,

lf -, (s, < —E,@), E (K), @

sartini saglayabilen {U, (f;x)} trigonometrik polinomlar dizisi mevcuttur. Bura-
1 1 1
da —=—+—-120;p,g 21.
T P g
Not 2.2 Goriildugii gibi her bir K (f) gekirdegi muhtelif @¢(z)€ L, fonk-
siyonuna gore bir H = H"(K) ={f}
Fonksiyonlar sintfint tanimlar . Zaten Teorem 2.1,her bir H® smfinin

approksime hatasini degerle4ndirmeye imkan veriyor. Bu nedenle Teorem 2.1’den
bir ¢ok belli (ayni zamanda belli olmayan)sonuglar 6zel hal olarak ¢ikarilabilir.

Sonu¢ 2.3 (1)’de gosterilen ¢(7) € E';) ,K(t)e Lil (p.g=1)ise

C(m)
T

s # T "
En(-f)’r & a)m((b;;)/}En(K)q (5)

esitsizligi dogrudur, burada C(m) m ile bagli herhangi bir sabittir.

=i+—l——120 ve

1
T P 4q

Y (=D clo(x+ ji)

j=0

;(¢:8) = sup (©)

lES)

P

o(t)e Lj} fonksiyonunun m mertebeden siireklilik modiiliidiir.
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Sonuc 2.4 (1)'de gosterilen ¢(t)€ L’

K(t)e L; olursa,

P’

* . LIS l * *

En (f)/) s ”l —U S;En (¢)p En (K)] (7)
* C * *

En (~f)p "<‘ Zn) M}m ((p ’%) P En (K)I (8)

esitsizlikleri dogrudur.

Sonug¢ 2.5 f(t)e L;; fonksiyonu T = 0 keyfi reel say1 olmak iizere T inci

mertebeden tiireve sahip ve f ' (¢) e L'/', ise bu durumda,

@, 7[

E,(f), =0 w,,, (f )

baglantisi saglantyor.

Gergekten de Teorem 2.1 de

K(t)=D, 5(1)
= i cos(jt—%r)e LT

dersek bu durumda (1) formiilii Weyl-Nikolski anlaminda 7 >0 mertebe tiirevi ta-
1
nimlar ve E, (D, 4 ),_O( —) oldugu i¢in Sonug 2.4 den (9) esitsizligi elde edil-

mis olur ki bu da 1958 yllmda A. F. Timan tarafindan ispatlanmis [2] teoremidir.
Sonug 2.5 teT € N dogal sayi olarak alinirsa bu durumda D. Jackson teoremi ve
onun mubhtelif genellesmesi elde edilmis olur.

Not 2.6 Teorem 2.1 L"';, (I £ p £ o) uzaymni tamamen kapsamaktacir. Nite-
kim Zigmund-Salem-Rudin-Koern teoremine gére L;:, = L;;j & LT tir. [7].

Sonug 2.7 Teorem 2.1 genellikle net olarak bir daha kesinlestirilemez. Weyl-

Nikolski anlaminda f“”(x) tiirevi olan ve
vrai max | V00| <1 .(s>0)
kosulunu saglayan 2 7T peryotlu f fonksiyonlar simifi M, olursa, bu durumda,
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6 DUMLUPINAR UNiVERSITESI

E,(M,)=sup E,(f).

feM,

/AY
sin—

4 3 1
== — (0<s<1) 10
T n' ,,;0(2m+1)“+' ( )

E,M,)= 4 j D (t)signsin(nt —y)dt| = iE:(D_‘,),
|-, T
4 le sin[(2m + 1)y - %
=— - 2l (s21)  an
m' i (2m+1)’

. cos[@m+1yy =%,

formiilleri dogrudur. Burada, 7, 2 por =0 denklemi-
m=0 (2m + 1)

nin kokidir. (0S Y < T0).

ispat: £ (x) tiirevinin olmasi demek

f3) === [ D, (=09t = f (e +m) (12
gosterimi dogrudur ve

ST
cos(mt ——)

D)= 3 ()" ———2

m=]

=-D, (t+7)
Bernoulli fonksiyonudur. Eger Teorem 2.1 de K(#) =D (t),q =1

dersek bu durumda T = p = oo olur ve Teorem 2.1 den
feC.o0)=f"@+meC K{)=D,(Ne L,
kosullari ile tanimlanan M, smift igin
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* 1 * * 1 *
En (f)c S;EH(D.\')'EII (¢)z S;En (D.\')l (13)

Ote yandan V. K. Dzyadik gostermistir ki M, sinifi igin 0<s < 1 oldugunda

E,(M,), =supE,(f),

feM,
4 .
= _En (D.\')l
T
sin s
477 5 & 1
=2 - (14)
T nl m=0 (2m + 1)‘

ve § 21 oldugunda

E; M), = i _[D.\- (t)signsin(nt —y)dt
T -

4 .
=—E11(D.\')l
T

_ sin[(2m+ l)y—fg—

4

. , 15)
nn.\ m=0 (2m + 1)-\” l

_ cos[(2m+ 1)y — 12’5]

formiilleri dogrudur. Burada 7Y sayisi -
m=0 (2m F 1).\“

denkleminin kokiidiir. (0S Y < TT).
Buise

1. V. K. Dzyadik Teoremi [8] nin bizim vermekte oldugumuz Teorem 2.1 in
bir dzel hali olmasidir.

2. (13) esitsizligi ve bu esitsizlik ile beraber de (4) esitsizli3i daha kesinlesti-
rilemez.
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Bu ise sonugta s=1 alinmakla (14) ve (15) esitsizliklerinden sira ile

sinz
4 = 1
En (M) )r = = 2
T n SoQ2m+1)

_41ln’ 7
Tn 8 2n

L sin[Zm+ 1)y — %

* 4
E (M) =—
(M), m ,,,20 2m+1)’ ’

o

Z cos(2m+ )y
~  2m+1)’

4
mn

elde edilir, buradan ise gorilir ki s=1 hali i¢in Y =0 olmalidir ve ¥ =0 i¢in de

. cos[2m+1)yy — %] -

z B 2 sin(Zm+ 1)y
m=0 (zm + 1) ’ m=0 (2”1 + 1) ’
olur. Boylece asagidaki formiil elde edilmis olur.
£ ”
E M) =— (16)
2n

Sonu¢ 2.8 L,. Weyl-Nikolski anlaminda " (x)(s >0) tirevi olan ve
¢ ;
x)e L, kosulunu saglayan 27T peryotlu f (x) fonksiyonlar sinifi olursa, bu

durumda Vf € L, icin asagidaki esitsizlikler kesin olarak dogrudur.

1 T
E(f), S—E. (D),w(f";=),; 17)
n (/)_ \/57[ n( _\)l I(f ]'l)_ (
3 3 l & .(_\-) 7[
E,,(.f)z S*E,,(D_x)ywz(.f ;—)3; (18)
2 n
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Bunlardan baska:

E* . .
sup ) ] E,(D,) (19)
93 . «/—ﬂ' ! l
' W|(f‘ ;_)z
E’ 5 4
sup—”—(—Q—z—l—E (D) (20)
7[ 27[ n s/1
) W,’)(f )

burada sup L, , = {f el i f" e Const} sinifi iizere alintyor.

Not 2.9 Periyodik fonksiyonlar igin en iyi yaklasim olan E,: (f), iginbir

ka¢ kesin neticeler mevcuttur. Bu sonuglari Teorem 2.1 ile karsilastirarak istenilen
siniflar igin kesin neticeler elde edilebilir.

3. CEBIRSEL POLINOMLARLA YAKLASIM

Bu boliimde peryodik olmayan fonksiyonlarin cebirsel polinomlarla sonlu
pargada en iyi yaklasim problemleri incelenmektedir.

Teorem 3.1
¢(t)e L, =L [-LIlK@t)e L L (p,q= ni=Ll+l 120
T p g
ve
f(x)= j ot >K<—>d @)
olsun. Bu durumda agagidaki esitsizlikler saglanir.
E ( <2 E (K
"(f)r “¢“/) “( )‘/ (22)
. =, ]
E,(f)sCE,(K),w, (¢;;),, (23)

Burada ZD’Z,(a',b‘) c (=L1) olmak iizere L, (a,b) normunda yapilir.

Bu teoremde de K(t) fonksiyonunu se¢mekle {f/= H(K) = H fonksiyon

siniflarini almis oluruz ki; Teorem 3.1’ de bu bahsedilen siniflarin her biri icin
onemli sonuglar verir. Burada ornek olarak bes tane sonucu vermek yeterli

olacaktir.
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Sonuc 3.2 s>2 olmak iizere Va,be R(a>+b* > 0) icin
K(x) =V (x)
= [a(x -c)+ blx - cl]x = c[‘v

olsun. Bu durumda ,

’ x—t ' x—1
fx) = j B(OK(—)dt = j VOV, ()

fonksiyonu igin

(25)

E (f)< M“(p“

kosulu saglanir. Burada (PE it (p2D),M(s,a,b) ise sab’ ye bagh olan
sabitdir.

Sonu¢ 3.3 flt)  fonksiyonu  Riemann-Liouville  anlaminda
2= e L,(p 21lves >0 keyfi reel say1 ) tiireevine sahipse bu du-

rumda ;
M (5)
E (), <=6l J#l, =¥l ..,
M, (s 1
En(.f)/) S I(x )[ m’_)(¢,_
n
M .
M) 0,9 )L,, (@b) 6)
n'
esitsizlikleri dogrudur ve burada E 0, P(a',b') normu iizerinde yapilr.
l =0 < é()_,
n 2
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8, = min(t—b,a —(-1)),(a,b) < (-LD), -

w,(9;6), = 'S}ig“(b(x =) =29(x)+¢(x+ l‘)”,‘p(a;,,-)

Sonu¢ 3.4 s>=LpzLe(t)e LI,(—I,I) olmak iizere
| y

[li-x-n]owar

= 2.\'+l

bigiminde olan her bir flx) fonksiyonu igin

lel,

E()S 5

E, (1= x)"),

dogrudur. Burada , [9]

_ 2|sin7rs, IF'2s+2) 1

E” I—X)x - 5 om
[( ] 2.\—ln_.\+2 i (2k +1)_.\+3

Sonug¢ 3.5 Her bir

L [l=(x=1)
flx)= E:[ln[——é—‘—}ﬂf)d’@(f) el (pzl)
seklinde olan fonksiyon igin |
e, Pl «
o 2

Elnd-0l-— Yy
k=0

E(f)<

bagintisi dogrudur. [9]

Sonug 3.6 a>1 ve ¢(r)€ L,(p21) olmak iizere, her bir

fx) = % f] ln[g:—(;—_—tlj}w(t)dt,(a > 1)
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fonksiyonu igin
E,(f)SC=——(a=a’ -1)""Jg|,

esitsizligi dogrudur. Burada ¢ sabiti , In(a-x) fonksiyonunun L, uzayinda en iyi
yaklagimi ile tamimlanan sabittir.

: |
Not 3.7 Bu sonuglarda sag tarafta “¢“/ yerine @,(¢;—) ifadesi de
nwy - n

yazilabilir. Bunun igin (22) esitsizligi yerine (23) esitsizligini de kullanmak gere-
kir.

4. R UZERINDE TAM FONKSIYONLAR iLE YAKLASIM

R ekseni ekseni iizerinde tanimlanmis fonksiyonlarin tam fonksiyonlarla
R iizerinde en iyi yaklasimina bakalim. L (R) uzaymna dahil olan <O

dereceli tam fonksiyonlar simfi @, simgesi ile gosterilmisti [2],[3],[6]

Teorem 4.1
(e L,(R),K(t)e L, (R)(p,g21), —=i+—1-—1z 0
y P 4
£ =@ %K)
= T(P(t)K(x—t)dt
= (K *§)(x) @)

olsun. Oyle bir G,(t) € @, . fonksiyonu mevcuttur ki

A, (). S|f -G,

<A (9),4A,(K), (28)

esitsizligi saglanir. Ozel halde
A(f), S A (9),A,(K), 29

ispat: K,(t)e @, , ve ¢,(t)€ @, , olmak iizere

)
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A(K), =K - K] .4 @),
¢ =9, 1,

kosullarini saglayan tam fonksiyon olsunlar.

A= [[KGa-D-K,(x-D]p) -, (1)t (30)

ifadesine bakalim. Bu ifade asagidaki gibi agilirsa,
A= [ K(x=npm)dt - [K(x-0), (D)t

- TKU (x = 1)(r)dr ]:K(,(x—t)¢(, (1)dt
= F)-U); B
U(x) = TK(x — 08, ()dt + ]:KU (x—)p()dt

+ ]:Ka(x—t)(l)a(t)dt

- TK(t)cpc (x —t)dt + TKG (x =) (t)dt

. TK(, (x =)D, (t)dt

U(x) ifadesine dahil olan integrallerin her biri @, . sinifina

dahil olan < O dereceli tam fonksiyondur. Gergekten de birinci integrale bakilir-
sa:

Uy(x) = [K(0)p, (x—t)dt

1 I 1 2
K(t)e L9, € L, oldugunda U,(x)€ L,,—=—+—-120. Ote
T p 4
yandan Taylor formiiliinde
> X (m)
O, (x—1) = Z—¢n, o (=1)
ln=0’ i

277



14 DUMLUPINAR UNIVERSITESI

oldugunda

m= om

U, (x)| —, | K(z)z ¢“">( t)dt

J L)

0, (- t)ldt
m=0

m o

_2‘ l J.’K(t)ll¢(’n)( Z)!dt

m=0
Burada integral altinda olan ifade pozitif terimli seri olmakla birlikte onun

kismi toplamlar dizisi artan bir dizi olusturdugundan integral ile toplamin yerini
degistirmek miimkiindiir. Ek olarak S.N.Bernsteyn’in tam fonksiyonlar igin

1,

(m) m
<
e (t)“p <o

esitsizliZi esas alinarak

m

.col < 3 EL e o],

m=0

sl oud, 3

m=0

vl < K] I ], (31

esitsizligi elde edilir ki bu da U,(x) in @

- sinifindan oldugunu ispatlamis

olur.

Boylece U(x) i igeren kalan iki integralin de _ _ smnifina ait olmalari ka-

o.T

nitlanmis olur. Boylece,
Ux)=G,(x)e o, .

Simdi A ifadesini
f®-G,(0 = [[Kx-n-K,x-nlpw -0,k 2

seklinde yazarak Yung esitsizliginin kullanilmasi ile de
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If (9 ~G, ()], < |K® - K, )] Je) -, )], 33

esitsizligini elde etmis oluruz. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 4.2 Teorem 4.1° in sartlar1 dogrultusunda,

A (f). € C(m, r)AG(K)qa)m(q);%)p (34)

Teorem 43 Te€ N olmak iizere f T(x) tirevi varsa ve

e L,(R) ise asagidaki esitsizlik gerceklenir.

C(m,r "

A (), <<r) 0,(f 5, p 21 (35)
G
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