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6ZET

Bu makalede fonksiyonlartn Konstruktiv teorisinin direk
problemleri ile i/gili birkac genel teorem sunmanin yam stra, bu teo-
remler, yeteri derecede ispatlartndaki gecerlilik ve sonuclarindaki ke-
sinlik ile de farkhltk gostermektedir. Bu veya diger anlamlarda tiireve
sahip olan fonksiyonlar icin, onceden verilmis olan sonuclar burada
sunulmakta olan neticelerin ozel durumlari gibi cikarilabilirler.

I. GiRiS

Lp=Lp(a,b) notasyonu ile [a.b] kaoah araligmda tamrnlanrms olan ve
I

11/11"= ([1/(t)I" dtJ < =,(p 21) (I)
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2 DllMLUPINAR fJNtVERStTESi

kosulunu saglayan f(t) fonksiyonlar uzayrm, L ~==Lp(-.1l' ,.1l') (veya Lp(O,2.1l') ile
2.1l' -peryotlu ve L, (-.1l',.1l' ) uzaymda bulunan fonksiyonlar uzayirn,

L ~ == L; (R) == L; (-00,00) ile de R=( - 00, 00) reel ekseni ilzerinde tamrnlanan ve

11ft =lIf"" =={flf(t)If1dt}~<oo,(p~l)
R

kosulunu saglayan f(t) fonksiyonlar uzaytru gosterelim.

(2)

f(t) fonksiyonlan p= 00 olmasi durumunda surekli kabul edilip ve norm Ian

max If I = IIfllE seklinde tarumlamr ve E olarak C=C[a,b], C·=C·[-.1l',.1l']. CR=C(-

00,00) uzaylanndan birisi ahmr. Hn notasyonu ile derecesi $ nolan

seklindeki cebirsel polinomlar cumlesini ve T" notasyonu ile de derecesi $ nolan
/I

tn(x)=ao+ I.(ak cos lex + b, sin lex)
k=1

-/I

seklindeki trigonometrik polinornlann uzaylanm gostermekteyiz. Bu tarumlardan da
anlasrlacagi uzere;

HoCHI c...c H, C .... ve

To C T, c ...C T" c ...

RSon olarak, w(1,p ile de $ (j olan ve L f1 uzayma ait olan fonksiyonlar uza-

yrni isaret edelim.[ I]. [2], [9]

Bu uzaylarda fonksiyonlarm en iyi yaklasrm problemi cok fazla arasnnlma-
sma ragmen bir cok zor problemler hala cevap bulamamrsnr. Bu problemler sirasma
ait olan bir problemde istenilen kadar genellestirrneye sahip olmakla beraber elde
edilmis sonuclann net ve kesin olmasi problemidir. Bu makalede boyle nitelik
problemi ile ilgili en iyi yaklasma icin ispatlanan sonuclann netlik problemleri in-
celenmektedir. Genellikle bizi ilgilendiren asagrda srralanan 0<; haldeki yaklasrmla
ilgili direk problemlerdir.

1. Sonlu parcada tarnmlanrms fonksiyonlann Pn(x) E H" cebirsel polinomlar
yardmuyla en iyi yaklasmu:
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PROBLEMLERi (JZERiNE

3

= inf II! - p"II"
P"EHn

h "I

= inf {flf(t)-Pn(t)1 dt v " ,p;:::l
P"EH"

II

2. Peryodik fonksiyonlarm t, (x)E T" trigonometrik polinomlar yardrrruyla

en iyi yaklasim:

~ I

= inf { flf(x) - til (x)I" dx i P, p e 1;
'/lET" -~

3. R=( - 00, 00) reel ekseni uzerinde tammlanmis fonksiyonlarm g a E w".."
tam fonksiyonlan yardirmyla en iyi yaklasim:

A(f (f)" = infllf - g a II
(g,,) "

= I

= inf {flf(x)-g".(x)I"dx}P,(p;:::l,g(f E w(f.p)'
(g," )

Her til<halde p= 00 oldugunda f(x) fonksiyonlan sOrekli kabul edilerek yakla-
sim,

metrik uzaylannda yapihr. Son zamanlarda yaptlan arastirmalanrruz yukanda veri-
len dururnlann hepsi icin ayru bir iddianm uygulanrnasmm mtimktin olacagi sonu-
cunu ortaya crkarrmstrr: Sadece iki fonksiyonun bukumu seklinde gosterilen fonksi-
yonlann en iyi yaklasirm problemini arasnrrnaknr. Herhangi bir anlamda
tiirevlenebilen fonksiyonlarda zaten bukurn seklinde gosterilmektedir [4], [5]. [6].

2. PERYODiK FONKSiYONLARIN YAKLASIMI

Oncelikle periyotlu fonksiyonlann yaklasim problemlerini inceleyelim.

Teorem2.12.7rperiyotlu cp(t)E L:, ve K(t)E L:,(p,q:? 1) fonksiyon-

Ian verildiginde
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4 DlJMLlJPINAR ONivERSiTESi

1 IT

f(x) = - f ¢(t)K(x - t)dt
n

-IT

1
= -(¢ * K)(t)

n
1= -(K *¢)(t)
n

(3)

fonksiyonu rem,

(4)

sartim saglayabilen {U" (f; x)} trigonometrik polinomlar dizisi mevcuttur. Bura-

1 1 1
da - = - + - -1 ;::::0; p, q ;::::1.

T P q

Not 2.2 Goruldugu gibi her bir K(t) cekirdegi muhtelif ¢(t) E L" fonk-

siyonuna gore bir H' = H' (K) = {f}

Fonksiyonlar strufim tarnmlar . Zaten Teorem 2.1,her bir H'" strufinm
approksime hatasrru degerle-lndirmeye imkan veriyor. Bu nedenle Teorem 2.1 'den
bir cok belli (ayrn zamanda belli olrnayanjsonuclar ozel hal olarak cikanlabilir.

Sonuc 2.3 (l j'de gosterilen ¢(t)E L~"K(t)E L:,(p.q;::::1)ise

E*(r) ~C(m) ·(no.n) E*(K)
11· T (1)111 'f" Jl fl Ifn n

(5)

esitsizligi dogrudur, burada CCm) mile bagh herhangi bir sabittir.

1 1 1- = - + - - 1;::::0 ve
T p q

(6)
"'OJ,: (¢;8) = sup I (_1)i c,;,¢J(x + .it)

1'1,,;8 i~O
Jl

¢J(t) E L;, fonksiyonunun m mertebeden sureklilik moduludur.
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5

Sonuc 2.4 (I)'de gosterilen ¢(t) E L;" K(t) E L~ olursa,

E;;U)" ~Iif-U!lt ~_!_E,~(¢)"E,:(K)I
7r

" C(m) * 7r "
EJf)" ~--W!!I(¢;-)"E!l(K)1

7r 17

(7)

(8)

esitsizlikleri dogrudur,

Sonne 2.5 I(t) E L:, fonksiyonu 1" ~ 0 keyf reel sayi olmak uzere r inci

mertebeden tureve sahip ve I (r ) (t) E' L:, ise bu durumda,

..) 1" tJ'" nEnCf .> 0 {-r wlJ! ; -)" }
n 17

(9)

baglantrsi saglamyor.

Gercekten de Teorem 2.1 de

K(t) = DrD (t)

~ • T (. 07r ) L*= £.....1- cos }t-- E 1

j=1 2

dersek bu durumda (I) formulu Weyl-N ikolski anlammda r >0 mertebe turevi ta-

" 1rumlar ve Ell (Dr.D )1=0(-[ ) oldugu icin Sonuc 2.4 den (9) esitsizligi elde edil-
11

mis olur ki bu da 1958 yilmda A. F. Timan tarafindan ispatlanmis [2] teoremidir.
Sonuc 2.5 te 1" E N dogal sayi olarak alrnrrsa bu durumda D. Jackson teoremi ve
onun muhtelif genellesrnesi elde edilrnis olur.

Not 2.6 Teorem 2.1 L;, (1 ::; p ::;00) uzayim tamamen kapsamaktadir. N ite-

kim Zigmund-Salem-Rudin-Koern teorernine gore L;, = L;, »: L~ til'. [7].

Sonuc 2.7 Teorem 2.1 genellikle net olarak bir daha kesinlestirilernez. Weyl-

Nikolski anlammda I (.I) (x) turevi olan ve

vrai max I t,'l(x) I < I ,(s>O)
kosulunu saglayan 27r peryotlu I fonksiyonlar srruf M, olursa, bu dururnda,
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6 DUMLUPINAR UNiVERStTESi

E; (M,) = SUp E; (f)(
jeM,

. 1CS
4 Slll- ee 1

= 2 ~ (0 < s ~ 1) (10)
n n: ~ (2m + 1)"+1 '

• ) 4fCf (). d 4.EII(M, =- D, t signsm(nt-r) t =-EII(D,)1
n -fC n

4 ~ sin[(2m + l)r _ s;
=-~ (s>l) (11)

s £..t (2 1),1'+1 ,-ttn 111=0 m+

sn
cc cos[(2m+ l)r --]

formulleri dogrudur. Burada, r,"" 'I 2 = 0 denklemi-:f=o (2m + 1) v+

nin kokudiir. (O~ r < n).

ispat: f (v) (x) turevinin olmasi demek

1 fC
f(x) = -- f D, (x - t)4>(t)dt,4>(t) = fIx) (t + n) (12)

n -fC

gosterirni dogrudur ve

sn~ cos(mt--)
D,(t)=L(-l)II1-1 ., 2

mm=l

= -D"x (t + n)

Bernoulli fonksiyonudur. Eger Teorem 2,1 de K(t) = D, (t),q = 1

dersek bu durumda r = p = 00 olur ve Teorem 2.1 den

f E C* ,4>(t) = r: (t + n) E C*, K(t) = D, (t) E LI

kosullan ile tarurnlanan M, srmf icin
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F.NASIBOV-M.ALP/FONKSivONLARIN KONSTRUKTiv TEORisiNiN OiREK 7
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Ote yandan V. K. Dzyadik gostermistir ki M, smrf icin O<sS; 1 oldugunda

E,: (M,,),. = SUp E,: (f)c
feM,

4 .
=-E,,(D,)I

1r

. 1rS
_ 4 sm2 ee 1
- ",.-.I"-L(2 +1),,+1,. n m=O m

(14)

ve s ~ 1 oldugunda

E,: (M ,,) C = i jD, (t)sign sin(nt - r)dt
1r

-1C

4 •
=-E,,(D,)I

1r '

4 ee sin[(2m + l)r _ S1r
_"" 2
- """,I'.£... (? + 1).1"+1

Hf£ m=O _m
(15)

formtilleri dogrudur, Burada r sayrsi

S1r
~ cos[(2m + l)r --]
"" 2 -0
.£oJ (2m+l)'+1 -
m=O

denkleminin kokudur, (OS; r < 1r).

Bu ise

I. V. K. Dzyadrk Teoremi [8] nin bizim vermekte oldugumuz Teorem 2.1 in
bir ozel hali olmasrdir.

2. (13) esitsizligi ve bu esitsizlik ile beraber de (4) esitsizligi daha kesinlesti-
rilemez.
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DUMLLJPINAR UNivERSiTESi

Bu ise sonucta s= I ahnrnakla (14) ve (15) esitsizliklerinden sira ile

. Tr
4 S10 -x = 1

E" ~,,(M,), =--~ "
Tr 11 m=O (2m + 1)-

n 11 8 2n'

. jJl
'" 4 co slO[(2m+1)Y-2

E,,(M,)c =- I ?

JrT1 111=0 (2m + 1)-

= _±_ f cos(2m + ~)y
ttn. 111=' (2m + 1)-

elde edilir, buradan ise gorulur ki s= I hali icin y =0 olmahdrr ve y =0 icin de

Tr
co cos[(2m+1)y--] =' (2 J)I ? 2 =I SIn m + ? Y = 0

111=0 (2m + 1) - 111=0 (2m + 1)-

olur. Boylece asagidaki formi.il elde edilmis olur.

tt

2n
( 16)

Sonuc 2.8 L2.s Weyl-Nikolski anlarnmda t'" (x)(s > 0) tiirevi alan ve

t' I) (x) E L2 kosulunu saglayan 2 tt peryorlu f (x) fonksiyonlar strufi olursa, bu

dururnda Vf E L2 I icin asagidaki esitsizlikler kesin olarak dcgrudur.

E*' I £*(D) u'" Tr)1I(.f)2:'S: r;; " ,IWI. ;-2;
-v2Tr n

(17)

( 18)
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9

Bunlardan baska:

E* (f)7
SUp Ii -

(n wCf(·,).n)
1 ' 2 2

E* (f)7
SLIp Ii -

(f) W Cf(·I'). n)
2 , 2 2

- _1-E*CD )- r;; " v I.,,;2n .
( 19)

__ 1 E'CD)
- 2n " .1 1

(20)

burada sup L'7 I == {t E L2,1 : f (.1) i:const} smrfi uzere ahruyor.

Not 2.9 Periyodik fonksiyonlar icin en iyi yaklasim olan E,; (f)" icin bir

kac kesin neticeler mevcuttur. Bu sonuclan Teorem 2.1 ile karsrlasnrarak istenilen
smiflar icin kesin neticeler elde edilebilir.

3. CEBiRSEL POLiNOMLARLA YAKLA~IM

Bu bolumde peryodik olmayan fonksiyonlann cebirsel polinomlarla sonlu
parcada en iyi yaklasirn problemleri incelenmektedir.

Teorem 3.1

[
1 1 1 1

¢(t)E L" ==L" -l,lJ,KCt)E L L,Cp,q:::=:1),-=-+--1:::=:O
I r p q

ve

1 1 x-t
fCx) = '2 f ¢Ct)KC-

2
-)dt

-I

(21 )

olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler saglamr,

E" (f)r ~ 211¢1I/ E" CK)q

- 1EJl) ~ CEn(K)" W2(¢;-)1'
n

(22)

(23)

Bu teoremde de K(t) fonksiyonunu secmekle UJ == H (K) == H fonksiyon
smiflarnu alnus oluruz ki; Teorem 3, I' de bu bahsedilen srrnflarm her biri icin
onernli sonuclar verir. Burada ornek olarak bes tane sonucu vermek yeterli
olacaknr,
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10 DUMLUPINAR UNivERSiTESi

1,-1 b ? b?Sonuc 3.2 s >2 olmak uzere va, E Ria' + - > 0) icin

K(x) = V,(x)

= [a(x-c)+blx-cl]x-cl"

olsun. Bu durumda ,

1 x-t 1 x-t
f(x) = f ¢(t)K(-)dt = f ¢(t)VJ-)dt (24)

_I 2 _I 2

fonksiyonu icin

kosulu saglarnr. Burada .¢E L,,(p 2::1),M(s,a,b) rse s.a.b' ye bagh olan

sabitdir.

Sonne 3.3 f(t) fonksiyonu Riemann-Liouville anlarnmda

f('\t) == ¢(t) E L,,(p 2:: Ives > 0 keyfi reel sayr ) tureevine sahipse bu du-

rumda ;
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PROBLEMLERi DZERINE

So = min(l-b',a' -(-I)),(a',b') c (-1,1),

(iJ2(¢;O)" =supll¢(x-t)-2¢(x)+¢(x+t)1I 'h'Illso /.,,(u, )

Sonuc 3.4 s > -1, p :2:: 1,¢(t) E L" (-1,1)
I s

f(x) = 2.~+1f[1- (x - t)] ¢(t)dt
-I

olmak uzere

bicirninde olan her bir f(x) fonksiyonu icin

dogrudur. Burada , [9]

E r 1 -], 21sinml r(2s + 2) ~ 1
Ii l( - x) - 1r 2,-1 n2s+2 6 (2k + 1)2s+3

Sonne 3.5 Her bir

1 II [1-(X-t)}f(x) = - In (t)dt,¢(t) E L" (p :2:: 1)
2 _I 2

seklinde olan fonksiyon icin

E (f) ~ ~E [In(l-x)l- 21~t ~ 1
Ii 2 /I n2 6 (2k + 1)3

bagmnsi dogrudur. [9]

Sonne 3.6 a>J ve ¢(t)E L,,(p:2::1) olmak uzere , herbir

1 II [a-(x-t)1
f(x) = '2 _I In 2 r(t)dt,(a > 1)
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12 DllMLlJPINAR ONivERSin:si

fonksiyonu icin

esitsizligi dogrudur. Burada c sabiti , In(a-x) fonksiyonunun ~ uzaymda en 'Y'
yaklasmu ile tarumlanan sabittir.

1
Not 3.7 Bu sonuclarda sag tarafta II¢!!" yerine (J)?(¢;-) ifadesi de- n

yazilabilir. Bunun icin (22) esitsizligi yerine (23) esitsizligini de kullanmak gere-
kir.

4. R OZERiNDE TAM FONKSiYONLAR iLE YAKLA~IM

R ekseni ekseni iizerinde tanrmlanrrus fonksiyonlann tam fonksiyonlarla
R iizerinde en iyi yaklasunma bakahrn, L" (R) uzayina dahil olan ::; a
dereceli tam fonksiyonlar stmf (J)a." simgesi ile gosterilmisti [21[31 [6}

Teorem 4.1
1 1 1

tfJ(t) E L" (R),K(t) E L,/R)(p,q ~ 1),- = -+ --1~0
T P q

ve

f(x) = (tfJ * K)(x)

oe

== f tfJ(t)K(x - t)dt

= (K * tfJ)(x) (27)

olsuriOyle bir Go(t) E (J)a.r fonksiyonu mevcuttur ki

::; Aa (tfJ)"Aa (K)q
esitsizligi saglarur. Ozel halde

(28)

(29)

ispat: Ko(t) E (J)a,q ve tfJo(t) E (J)a." olmak uzere



F.NASiBOV-M.ALPfFONKSiYONLARIN KONSTRUKTlv TEORisiNiN DiREK 13
PROBLEMLERI UZERiNE

Aa(K)" = IlK -Kalt"Aa(¢)"

II¢ - ¢a Ill'
kosullanru saglayan tam fonksiyon olsunlar.

ee

A= f[K(x-t)-Ka(x-t)I¢(t)-¢a(t)}1t (30)

ifadesine bakahm. Bu ifade asagidaki gibi acrhrsa,

ee ec

A= f K(x-t)¢(t)dt- fK(x-t)¢a(t)dt

~ ~
- f Ka (x - t)¢(t)dt - f Ka (x - t)¢a (t)dt

= f(x) - Vex);

ee ee

V(x) = fK(x-t)¢a(t)dt+ fKa(x-t)¢(t)dt

co

+ f K; (x - t)<I>a (t)dt

cc ec

= f K(t)¢a (x - t)dt + f x, (x - t)¢(t)dt

co

+ f Ka (x - t)<I>a (t)dt

Vex) ifadesine dahil olan integrallerin her biri (lJa.r simfina

dahil olan ::; (j dereceli tam fonksiyondur. Gercekten de birinci integrale bakihr-
sa:

~
V1(x) = f K(t)¢a(x-t)dt

yandan Taylor formulunde

¢a(x - t) = f.. ~(J (11/) (-t)
II/;om.
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14 DUMLUPINAR UNivERSiTESi

oldugunda

00 00 III

lV, (X)I = J K (t) I ~¢~1I) (-t)dt
_!XI m=O m.

$ jIK(t)lf Ixl'~ 1¢<1(m) (-t)ldt
-e- ee 111=0 m.

= f Ixl~' jIK(t)II¢~III)(-t)ldt
111=0 m. _~

Burada integral altmda olan ifade pozitif terimli seri olmakla birlikte onun
kismi toplamlar dizisi artan bir dizi olusturdugundan integral ile toplamm yerini
degistirrnek mumkundur. Ek olarak S.N.Bern~teyn'in tam fonksiyonlar icin

esitsizligi esas almarak

lv, (x)1 $ f Ixl':' "KILI~~"')llfI
111=0 m.

s "KIU~<1I", f (CYlx!)1II
111=0 m.

IV,(x)1 s "K"J¢<1lt,e<1l
x

l (31)

esitsizligi elde edilir ki bu da V, (x) in (JJ<1.r:srrufmdan oldugunu ispatlarrns

olur.
Boylece Vex) 'i iceren kalan iki integralin de (J)<1.r:smifma ait olmalan ka-

rutlanmrs olur. Boylece,

V (x) == G<1 (x) E (J)<1.T.

Sirndi A ifadesini

ec

!(x)-G<1(x)= J[K(x-t)-K<1(x-t)I¢(t)-¢<1(t)}it (32)

seklinde yazarak Yung esitsizliginin kullarulmasi ile de
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esitsizligini elde etmis oluruz. Boylece teorem ispatlanrms olur.

Teorem 4.2 Teorem 4. J ' in sartlan dogrultusunda ,
tt

A(j(f)r ~ C(m, r)A(j (K)q to; (¢;-)" (34)
a

Teorem 4.3 r E N olmak uzere f<r)(x) tiirevi varsa ve

r:(x) E L" (R) ise asagidaki esitsizlik gerceklenir.

(35)
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