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Ozet

Bu ¢alismanin amacy; matematik disiplininde 6nemli bir yere sahip olan integral kavraminin, giinliik
hayatta hangi alanlarda kullanildigini ve bu kullanimlarin bireylere ve topluma sagladig1 kolayliklar
ayrintili bir sekilde agiklamaktir. Bu amagla, dncelikle integral kavraminin tarihsel siirecteki ortaya ¢ikisi
ve gelisimi ele alinmis, ardindan bu kavramin farkl disiplinlerdeki pratik uygulamalar1 incelenmistir. Bu
caligma, integralin yalnizca teorik bir matematiksel ara¢ olmanin 6tesinde miihendislik, fizik, ekonomi ve
diger alanlardaki somut katkilarini da ortaya koyarak, matematigin hayatimizdaki islevselligine dikkat
cekmeyi hedeflemektedir.

Anahtar Kelimeler: integral, gercek hayat problemleri, Riemann toplamu.
Integral and its Applications in Real Life

Abstract

The purpose of this study is to explain in detail the areas in which the concept of integral, which has an
important place in the discipline of mathematics, is used in daily life and the conveniences these uses
provide to individuals and society. For this purpose, firstly the emergence and development of the concept
of integral in the historical process is discussed, then the practical applications of this concept in different
disciplines are examined. This study aims to draw attention to the functionality of mathematics in our
lives by revealing the concrete contributions of integral in engineering, physics, economics and other
fields beyond being just a theoretical mathematical tool.

Keywords: Integral, real life problems, Riemann sum.
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1. Giris

integral kavraminin kékeni oldukca eski tarihlere uzamir. Aslinda ilk dénemlerde bu
terim kullanilmasa da yapilan ¢alismalar, bugiinkii anlamina karsilik gelen fikirleri
icermektedir [1]. Modern matematikte limit, tiirev ve integral olarak tanimlanan
kavramlar tarihin ilk zamanlarinda sonsuz kii¢iikler hesabi olarak karsimiza ¢ikmaktadir
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[2]. Gergek yasamda siireklilik gdsteren olaylari incelemeyi kolaylastiran sonsuz kiigiikler
hesabi, modern matematikte kalkiiliis, literatiiriimiizde ise analiz adiyla anilmaktadir.
Sonsuz kiiciikler hesabinda calismalar yapan ilk matematikei Eleali Zenon (M.0. 450)’dur.
Zenon, M.0 5. yiizyilda yasamis eski Yunanl bir filozoftur ve giiniimiize ulasmis dért adet
paradoksu bulunmaktadir [1]. Zenon'un paradokslari sayesinde matematige limit ve
sonsuzluk kavramlari girmistir.

Sonsuzluk kavramai, eski ¢aglardaki matematikgilerin 6nemini fark ettikleri ancak bilgiye
doniistirmekte zorlandiklari bir konuydu. 17. ve 18. ylizyilda fiziksel bazi olgularin
aciklanabilmesi i¢in ortaya atilan sonsuz kiigiikler hesabi (infinitesimal) bu yonde atilmis
olan biiyiik bir adimdir. Integral kavraminin ortaya cikisinda etkili olan bir diger isim
Leukippus (M.0. 440)’tur. Zenon’un 6grencisi olan Leukippus atomlarin béliinemez,
sonsuz sayida var olduklarini, sonsuz genislikteki bos uzayda durmaksizin hareket
ettiklerini ifade etmistir [3]. Leukippus'un 6grencisi olan Democritus ise uzunluklarin
sonlu degil, sonsuz sayida parcaya béliinebilecegi fikrini ortaya atmistir. Integral
kavraminin ortaya cikisinda etkili olan bir diger kisi Antiphon (M.0. 430)’dur. Antiphon,
geleneksel sekiller yoluyla kolaylikla tanimlanamayan bir seklin alanini ya da hacmini
bulma yolu olan tiikenme ydntemi (exhaustion method) sayesinde, ¢ember ile bu
cemberin icine c¢izilebilen diizglin ¢okgen arasindaki alani hesaplamistir. Bunu
hesaplarken bizim kullandigimiz integral hesabini kullanmis fakat sadece integral ve limit
kavramlarimi kullanmamustir. Benzer sekilde Bryson (M.0. 450), Eudemus (M.0. 335),
Knidoslu Eudoxun (M.0. 370), Democritus (M.0. 400), Hippocrates (M.0. 460)’da bu
yontem ile kiirenin hacmi ve ylizolclimiinii hesaplama gibi baz1 sayisal hesaplamalarda
bulunmuglardir [1]. Integral ve limit kavramlarini tamimlamadan, integral hesabinin
temel ilkelerini en iyi kullanan matematikcilerden biri Archimedes (M.0. 225)tir.
Archimedes kiirenin yiizey alanini, kiire kapaginin yiizey alanini, dénel bir hiperboloid
kesmesinin hacmini, spheroit kesmesinin hacmini, bir yay tarafindan ¢evrelenen alani ve
parabol kesmesinin alanini integral yontemeleri kullanarak hesaplamistir. Ayrica,
Archimedes, bir dairenin i¢cine ve disina diizgiin 96 kenarli ¢okgenler cizerek, bu

cokgenlerin alanlarini hesaplamis ve m sayisinin 3 % ile 3 % arasinda bir deger tasidigini
belirlemistir [4].

Sonsuz kiiciikler hesabinda ikinci 6nemli adimi, geometrik calismalariyla 1360 yilinda
Nicole Oresme atmistir. Oresme, bir cismin yilizeyini enlem ve boylamlarla
dikdortgenimsi bolgelere ayirarak alan hesaplamanin mimkiin oldugunu gostermistir.
Ortacag matematikcilerinden Simon Stevin (1546-1620) ise bazi geometrik sekillerin
agirlik merkezini belirlemek i¢in sonsuz kiigiikler hesabina daha modern bir yaklasimla
katkida bulunmustur. Stevin’in ardindan sonra Roma’da 1606 yilinda Luca Valerio de
‘Quadrature Parabolae’ isimli kitabin1 yaymlamistir. Bu eserde, alan hesaplarinda Antik
Yunan yontemleri temel alinmis ve sonsuz Kkiiciikler hesabina yavas yavas giris
yapilmistir. Bu konuda 6nemli bir katki sunan diger bir isim {inlii astronom Johannes
Kepler’'dir (1609). Gezegenlerle ilgili alan yasasini formiile eden Kepler, sonsuz kiigiikler
hesabina olduk¢a yaklagsmistir. Keplerden sonra integral kavramina en c¢ok
yaklasanlardan biri de Cavalieri ‘dir (1598-1647). Cavalieri, Aristoteles’in (M.0. 384-322)
boliinemezler iizerine yazdigl eserdeki yontemi gelistirerek hesaplarini ilerletmistir.
Integral konusunda en biiyiik buluslar ise Sir isaac Newton’a (1642-1727) aittir. Newton,
1665 yilinda basladigl calismalarim1 1687 yilinda yayimladig1 Principia adli eserinde
sunarak integral hesaplamada ¢i18ir agmistir. Gottfried Leibniz (1646-1716)’'de Newton
ile ayn1 ¢alismalar1 yapmis fakat ¢alismalarini habersiz olarak yiiriitmiis ve Newton’dan
once yaymlamistir. Bu ise bir¢ok tartismayi beraberinde getirmistir. Newton, fiziksel bir
yaklasimla; Leibniz ise geometrik bir yontemle integral kavramini agiklamis ve bu iki
bilim insaninin katkilariyla integral hesabi Avrupa’da hizli bir sekilde gelisim
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gostermistir. De L'Hopital (1661-1704) ve Bernoulli ailesi, integral konusunda énemli
calismalara imza atmis; ancak karmagsik fonksiyonlar igin integral kavramini
derinlestiren ve tasiyan isim Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) olmustur. Avrupa’da
sonsuz kiiciikler hesabr hizla ilerlerken, doguda da 18. yiizyilda integraller lizerine
énemli calismalar yapilmistir. Ornegin Mochinaga ve Ohashi 1687 yilinda dairenin alanini
integral yontemi ile hesaplamislardir. Temelleri bu sekilde atilan integral hesabi, sonraki
ylizyilllarda biiylik adimlarla ilerlemis ve ¢ok sayida matematik¢i bu alana katki
saglamistir.

2. integral Hesabina Neden ihtiya¢c Duyuldu?

integral hesabu ilk olarak, tiiccarlarin, toprak sahiplerinin ve siradan insanlarin giinliik
olarak karsilastiklar1 cok pratik sorunlar ¢ézmek icin ortaya cikmistir. Ornegin diizensiz
bir sekle sahip olan yani basit bir geometrik sekle sahip olmayan toprak pargasi i¢in ne
kadar 6deme yapilmali, alan hesabi nasil yapilmali ya da cesitli sekillere sahip olan figilar
icin bir fic1 zeytinyag1 satin alirken aslinda ne kadar zeytinyagi satin alinmaktaydi? Bu tiir
sorularin ¢ogunda, bir alani veya hacmi dogru sekilde 6lgme ihtiyaci, mevcut geometri
bilgilerinin cok otesine gegmektedir [5] ve bu sorularin cevaplanabilmesi icin integral
hesabina ihtiya¢ duyulmaktadir.

3. Integral Nedir?

integral kelimesi dilimize Fransizca intégral kelimesinden gegmistir. Bu kelimenin Tiirkge
karsilig1 ‘tlimlev’ olup, bu kavram anlam acisindan bakildiginda tiimleme, biitiinlestirme
gibi ifadelerle iliskilidir. Matematiksel agidan bakildiginda ise integral, bir buyikligi,
alan1 hesaplanabilen kii¢iik parcalara boliinmesi ve daha sonra olusan her parganin
toplanmasi ile elde edilen hesaplama seklidir [6]. Integral hesab1 basit bir toplama islemi
gibi goriinse de bilimde ¢181r agmis bir matematiksel hesaplama yontemidir. Bu yontemi
dogadan bir drnekle aciklamak i¢in asagidaki Resim 3.1. ile gosterilen yapragin yiizey
alani ele alinirsa;

y=fix)=x(1-x)

Resim 3.1. Yapragin yiizey alanini
Burada 0 < x < 1 olmak iizere;
fO)=x(1-x)
seklinde basit bir parabol yapragin iist kenarina uygun bir yaklasim saglar. Bu egri ile x

ekseni arasinda kalan alan, yapragin alaninin yarisidir. Bu yapragin x ekseni lizerinde
kalan kismi Sekil 3.1. ile gosterildigi gibi N tane dikdortgensel bolgeye ayrildiginda;
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X = )
 x Xy x =1

Sekil 3.1. N tane dikdortgensel bolgeye ayrilmis yapragin yiizey alani

k'inc1 dikdortgensel bolgenin alani

N N

a; = taban x yiikseklik = Ax f(x,) = (1) (% (1 - E))
seklinde yazilabilir ve ayrica tiim dikd6rtgenlerin alanlari toplami

Yo=Y sepion = Y (3)(0-1)

k=1 k=1 k=1

seklinde yazilabilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

DI I ER) YRES) %
-y
- G) ((N; D) - (%) (W) (3.1)

elde edilir. Burada gercek alanin hesaplanabilmesi i¢in sonsuz tane N bolmeye ayrilmasi
gerekir. Bu yiizden (3.1) ifadesinin N — oo limiti alinmaldir.

mG) () - m @) 5

Boylece tiim yapragin alani bu alanin 2 kati yani

1 1
2=
6 3

seklinde bulunur [5].

Limiti alinan fonksiyonlar pozitif ve negatif olma durumu gibi bir¢ok durumda karsimiza
¢ikabilir. Bu tip limitler icin 6zel bir ad kullanilmaktadir. ‘Sonlu Yaklagimlarin Limitleri
Teorisi’ olarak adlandirilan bu yaklasim matematik¢i Bernhard Riemann tarafindan
ortaya konulmustur [6].
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Tanim 3.1. (Riemann Toplami)

y

T

Sekil 3.2. f fonksiyonu i¢in Riemann toplam grafigi

o

Bir [a, b] kapali arahig1 izerinde tanmimli Sekil 3.2.”de gosterildigi gibi keyfi bir f

fonksiyonu i¢in

R(f.P)= ) )i,
k=1

toplamina f fonksiyonunun P parcalanmasina karsilik gelen Riemann toplami denir [7].

Bu tanima gore

2

fxzdx

0

integrali Riemann toplami yardimiyla asagidaki gibi hesaplanabilir [8].

Burada a = 0, b = 2 olmak tizere

b—a
Ax = =—
n n

olarak bulunur. Araliklar

2
xi=x0+iAx=0+i(—)=
n n

seklinde yazihr. Oyleyse

Fa =t = (2) =2

n2

elde edilir. Riemann toplami

if(xi)Ax

olmak lizere

2i
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= (402 2 8i2 8y nn+12n+1)
Z(n—z); n—s—ﬁzlz (T)

i=1 i=1
8 Zn +3n2+n
)
8
3T

1

16n +24n% +n
6

6n3

4
n

elde edilir. Burada n — oo igin limit

li N Ax =i 8 li * 1 ! —8 0 0—8
tim ) e = lim ()t (3) + i (555) =5 0+ 0= 5

Burada olusturulan alt araliklar bu araliklardaki x* noktalar1 nasil secilirse secilsin, alt
araliklarin sayis1 sonsuza ve genislikleri sifira yaklasirken elde edilen sonug bir sayiya
yakinsayacaktir. Bu durumda, limit islemi [a, b] araliginda tamimh belirli integral
ifadesine gotiirecektir.

Tanim 3.2. (Belirli integral)

f(x), [a, b] arah@inda tanimh bir fonksiyon olmak iizere bu fonksiyonun belirli integrali,
limitin var olmasi sartiyla,

b n

ff(x)dx = lim Zf(xi)Ax

a " i=1
seklinde verilir. Eger limit var ise f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilir denir
(8l
Integral sembolii, ‘toplam’ anlamina gelen ‘sum’ kelimesinin bas harfi olan S harfinin

stilize edilmis seklidir. Burada aslinda yiikseklikleri f (x), genislikleri dx (sifirdan biiyiik
ama sonsuz kii¢iik) olan temsili dikdortgenlerin alanlar1 toplanmaktadir [6].

Tanim 3.3 (Ust Darboux integrali ve Alt Darboux integrali)

f, [a, b] tizerinde taniml ve sinirl bir fonksiyon olsun.

s> f

j'f dx_mf{js :seM[a,b]}

a

[£(x dx_mf{ait dx: teM[a,b]}

>

t<f
a

sayilarina sirasi ile, Ust Darboux integrali ve Alt Darboux Integrali denir [7].

Tamim 3.4 (Riemann Anlaminda integrallenebilme)
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f:[a,b] » R fonksiyonu simnirli olsun. Eger

b b
jf(x)dxsff(x)dx=l

ise f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda Riemann anlaminda integrallenebilirdir denir ve
fonksiyonun bu integrali

b
ff(x) dx

ile gosterilir [7].

Belirli integral sadece pozitif degerler almaz bunun yaninda negatif ve sifir degerleri de
alabilir. Bu yilizden belirli integral hesab1 bize her zaman alani vermemektedir. f
fonksiyonu sadece pozitif oldugu durumlarda belirli integral ile grafigin altinda kalan
alan degerleri birbirine esit olabilmektedir. Fonksiyonun degeri negatif oldugu durumda
ise x-ekseni altinda kalan boélgenin degerinin mutlak degeri diger alanlarin degerlerine
ilave edildigi zaman grafik ile sinirlandirilan bélgenin alani bulunabilir [6].

Teorem 3.1 (Analizin Temel Teoremi)

f, [a, b] araliginda tanimh ve Riemann anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
Eger her x € (a, b) i¢in

F'(x) = f(x)

olacak bigimde stirekli bir F: [a, b] - R fonksiyonu varsa

b
[r@ax=ro) - @

dir [7]. Ornek 3.1. Analizin Temel Teoremi yardimiyla hesaplanirsa, ilk olarak f(x) = x?
kuralina sahip bir f fonksiyonunun ters tiirevini bulmamiz gereklidir. Yani 6yle bir
fonksiyon bulmaliyiz ki tiirevini aldigimizda bize f(x) = x?2 fonksiyonunu vermelidir. Bu

3
sart1 saglayan fonksiyonlardan biri F(x) = X? + 3’diir. Bu teorem [0,2] kapali araliginda

tanimh f(x) = x? egrisi altinda kalan alanin F(2) — F(0) degerine esit oldugunu
soylemektedir. Buradan;

28 03 8 8
F(Z)—F(O)=(?+3)—(?+3>=§+3—0—3=§

elde edilir. Bu buldugumuz deger Ornek 3.1’de Riemann toplamu ile elde edilen degere
esittir. Buradan da anlasiliyor ki ters tlirev kavramiyla ¢ok hizli bir sekilde istenilen
bolgenin alani hesaplanabilmektedir [6].

Tanim 3.5. (Belirsiz integral)
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Tirevi f(x) veya diferansiyeli f(x)dx olan F(x) ifadesine f (x) fonksiyonunun belirsiz
integrali denir ve

j f() dx = F(x)

seklinde gosterilir. Buna gore;

d
RO = [ £00 dx & PG = F@)

olacaktir. Diger taraftan bir sabitin tiirevi sifir oldugundan

d
—[F) +c] = f(x)

yazilabilir ki bu da f(x)'in integralinin F(x)+c seklinde de yazilabilecegini gosterir.
Tamamen keyfi olan bu ¢ sabitine integrasyon sabiti denir [7]. Ornegin;

f9x2 dx

integralinin degeri

x3
f9x2dx=9?+c=x3+c

dir.
4. Gerc¢ek Hayatta integralin Kulanim Alanlar:

Bu boliimde, ilk olarak integralin diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiindeki roliinden
bahsedilmis daha sonra tip, miithendislik, ekonomi, fizik, kimya, biyoloji, istatistik,
astronomi, psikoloji gibi daha bir¢ok alanda uygulamasi bulunan integralin kullanimi ile
ilgili 6rnekler verilmistir.

4.1. integralin Diferansiyel Denklemlerin Céziimiindeki Rolii

Integral, miihendislikten biyolojiye kadar pek ¢ok alanda birikimli degisimi hesaplamak
icin kullanilir. Ancak bu siire¢ genellikle bir diferansiyel denklem ile baslar. Ornegin, bir
ilacin kandaki konsantrasyonunun zamanla degisimi, bir niifusun biiyiimesi veya
radyoaktif maddelerin bozunumu gibi dinamik sistemler, tiirevle ifade edilen degisim
hizlari ile modellenir.

ila¢ Emilim Kinetigi Viicuda alinan bir ilacin sindirim sistemine gectikten sonra sindirim
sistemindeki derisiminin belirli bir oranina bagh olarak gecikmeksizin kana karistigi
kabul edilsin. {la¢ kandaki derisimi ile orantili olarak metabolize edilir ve kandan atilir.
Burada ila¢ miktar1 m(t), sindirim sistemindeki derisim miktar1 x(t) ve kandaki derisim
miktari da y(t) ile gosterilirse,
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dx

E=—k1x+m(t)

dy

S =kx—ky,  kk >0, k#k

seklinde diferansiyel denklemi elde edilir. Bu bir lineer denklem sistemi olup, ¢éziimii

t
x(t) = e*1t [x, + j ekSm(s)ds
0

ve

t

y(t) = e *2t |y, + K, f ek2Sx(s)ds
0

dir. Burada m(t)'nin sabit oldugunu kabul edelim. Yani ilacin siirekli olarak sindirim
sistemine salindig1 varsayalim. Basitlik icin m(t) = 1 ve x, = y, = 0 alinirsa,

[ ¢
1
x(t) = e7Fat feklsds = k—(l —e~fty

1
| 0

[t

y(t) = e~kat fest(l — e f1S)ds| =

| 0

1 e Fat kie~kat
—- +
ky ky—ky ky(ky —ky)

elde edilir. Boylece
lim () =
t1—>r2) X - k1
ve
lim y(6) = —
l‘l—>r£l7 y N kz

olarak bulunur. Eger ilacin belli bir bolgedeki yarilanma émriiniin tahmin edilebilmesi
icin

dx
E = kl.x

denklemi ve

x(t) = xpe k1t
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¢o6ziimii bulunur. ilacin yarllanma 6mrii icin x(t)=x7° olacak sekilde t zamani

1 _ e .
hesaplanirsat = :—2 bulunur. Eger ilacin sindirim sisteminde yarim saatte ve kanda da 10
1

saatte yarilandig1 varsayilirsa, k; = 2In2 ve k, = % olarak elde edilir. [9]

Sinirsiz Niifus Artis1 Malthusyan biiytime modeli olarak adlandirilan model,

dN—kN
dt

diferansiyel denklemi ile verilir. Burada N popiilasyon sayisi veya % popiilasyon degisim

orani, b dogurganlik orani ile d 6liim orani arasindaki farka esit olan r = b — d tarafindan
belirlenmektedir. Bu denklemin ¢6ziimiini bulmak i¢in;

dN—kdt
N =

Burada her iki tarafin integrali alinirsa
v _ f kdt
N =
N = Ae*t

seklinde ¢6ziim elde edilir. Dolayisiyla bu denklemin ¢dziimii, baslangic degeri N, olmak
lizere N = Nye*® olarak yazlabilir. Bu model temel olarak gelismis bir niifus modelini
temsil eder. Basit olarak olusturulan bu denklemin dogrulugu icin gog, iklim degiskenleri,
sinirh gida kaynaklari, dogal felaketler gibi diger degiskenler goz ardi edilebilmektedir
[10].

Tasima Kapasitesi Pierre-Francois Verhulst, Malthus'un denklemini elestirerek niifusun
zamanin sirekli bir fonksiyonu olarak degerlendirilebilecegini 6ne siirmiis ve bu
yaklasima dayali olarak niifus problemine yo6nelik yeni bir dogrusal olmayan
matematiksel model gelistirmistir. Verhulst (1838, 1845) bir niifusun asir1 biiylimesi
durumunda kendi kendini sinirlayan bir siirecin devreye girmesi gerektigini savunmus ve
bu baglamda, biiylime oranir ile mevcut stirdiiriilebilir kaynaklarin belirledigi ortamin
tasima kapasitesi k degerlerinin pozitif olmasi kosulu ile niifus dinamigini

v _ N(l N) £>0, N(0)=N
at k) tET -

denklemi ile tanimlamistir. Bu modelde (1 — %) kisi basina diisen dogum artis oranidir
ve N popiilasyon biiyiikliigline baghdir [11].

Verhulst tarafindan dnerilen bu denklem baslangi¢ degeri ile ¢6ziimii

dN—NlN >0, N(0)=N,
E_r ( —E), t=0, (0) =N,
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- [t

1 k 1+ 1
Ed = = — _
(1_%)1\, N(k—N) N k-N

de_l_ dN jdt
g —_— el —
N " Jrk=n"JT

> In|N|—Inlk = N|=rt+¢

k—N
- In | | =—rt—0c,
- —k —N =ce "t (c = +e )

N +

N k ( k —NO)
- = =
T+er ‘TN,
olmak iizere
Nok

N(@) =

Ny + (k — Ny)e™"t

seklindedir. Verhulst tarafindan o6nerilen bu denklem lojistik difreransiyel denklem
olarak da adlandirilmaktadir. Glinlimiizde Celik ve Ugar, Aralik 2019 tarihinde Cin’in
Wuhan kentinde ortaya ¢ikan Covid 19 salgininin Tiirkiye verilerini lojistik biiylime
modeline uygulayip Taylor matris ve siralama yontemini kullanarak salginin iilkedeki
zamansal gelisimi hakkinda tahminler yapmiglardir [12].

Radyoaktivite Bazi atomlar kararsiz yapida olup siirekli olarak kiitle ve radyasyon
yayarlar. Bu siireg, radyoaktif bozunma olarak adlandirilir. Stirekli radyoaktif bozunmaya
ugrayan atomlar1 iceren elementler ise radyoaktif elementler olarak tanimlanir.
Radyoaktif bozunma sirasinda, bir atom Kkiitlesinin bir kismini radyasyon seklinde
yayabilir ve bu silire¢ sonucunda geri kalan kismi yeniden yapilanarak farkl bir elementin
atomuna doniisebilir. Yapilan deneyler, belirli bir zaman diliminde bir radyoaktif
elementin bozunma hizinin (birim zamanda bozunan ¢ekirdek sayis1) mevcut radyoaktif
cekirdek sayisiyla dogru orantili oldugunu ortaya koymustur. Yani, bir radyoaktif
elementin bozunumu

dy_

-k
dt y

ile tanimlanir. y, sifir aninda bulunan pargaciklarin sayisi ise daha sonraki bir ¢t aninda
kalan parcacik sayisy, integral yardimiyla gerekli diizenlemeler yapildiginda

y = ype

seklinde elde edilir. [13]
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4.2. integralin Tip Alaninda Uygulamalari

Kardiak Cikis1 Kalbin kardiak ¢ikisi, birim zamanda kalbin pompaladig1 kanin hacmidir.
Kardiak ¢ikisini 6lgmek icin boya sulandirma yontemi kullanilmaktadir. Boya sulandirma
yontemi dedigimiz yontem ile kalbin sag kulak¢igina enjekte edilen boyanin kalpten
gecerek aorta akmasi saglanir. Daha sonra aorta sokulan sonda ile boya temizlenene
kadar [0,T] zaman arah@inda esit aralikh zamanlarda Kkalpten ¢ikan boyanin
konsantrasyonu o0lgiiliir. Burada c(t), boyanin t anindaki konsantrasyonu ve F bulmaya
calisigimiz akis hizi olmak tzere, [0,T] araligi her biri At genisliginde alt araliklara
boéliiniirse t;_,’den t;'ye olan alt aralik boyunca 6l¢iim noktasindan gegen boya yaklasik
olarak

c(t)(FAt)

seklindedir. Boyanin toplam miktari ise yaklasik olarak

n n

z c(t;)FAL = F Z c(t)At

i=1

seklinde hesaplanir. Burada n = oo i¢in limit alinirsa boya miktari
T

A= Ff c(t)dt

0
olarak bulunur. Boylece kardiak ¢ikis

_ 4
J c(tydt

ile hesaplanir [13].
Ornek 4.1

Bir sag kulak¢iga 5 mg boya verilmistir. Burada

604
[ etydt

ve boyanin konsantrasyonu

-
o 04 20 40 44 39 32 25 18 13 08 05 02 0.1

— |
4 [ 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
Seconds

Sekil 4.1. Boya konsantrasyonu
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Sekil 4.1’deki gibi verildiginde kardiak ¢ikisin1 hesaplayabiliriz. Burada n = 14 ve At = 2
olmak lizerety, =0,t; = 2,t, = 4,t; = 6,-+, t;, = 28 elde edilir. Bu degerler integralde
yerine yazilirsa

28

j c(t)dt = ;[C(O) +4c(2) + 2c(4) + 4c(6) + -+ + 4c(26) + c(28)]
0
= g[o +4(0) + 2(0.4) + 4(2.0) + 2(4.0) + - + 4(0.2) + (0.1)] ~ 49.9

olarak bulunur. Boylece kardiak ¢ikisi

60(5)
99 ~ 60

seklinde hesaplanir [14].

Kanin Akis1 Merkezi eksenine r uzaklikta, yaricapt R, uzunlugu [ olan bir kan
damarindan akan kanin hizi v ve bu kan damarinin iki ucu arasindaki basing farki P, kan
akiskanligl , kan akiskanligi Ar olmak iizere, bu kan damarinin bir kesitinden birim
zamanda akan kanin toplam hacmi

n
F = lim 2nrv(r)dr

n-—-oo
i=1

ile hesaplanir. Burada laminar akis yasasi geregi,
P
— RZ 2
V() = g R =)

alinip denklem yeniden diizenlendiginde

R

onri(R2 —r¥)dr =
4nl
0

mPR*
8nl

denklemi elde edilir. Ortaya ¢ikan bu denklem Poiseuille Yasasi olarak bilinir ve bize
akinin damarin yarigapinin dérdiincii kuvvetiyle dogru orantili oldugunu gosterir. [13]

4.3. integralin Ekonomi Alaninda Uygulamalari
Tiiketici Rant1 Talep fonksiyonu p(x), bir iriinden x birim satmak i¢in bir sirketin
uygulamasi gereken fiyat1 gostersin. Sirketin bir lirinii daha fazla satmasi i¢in o tiriiniin

fiyatin1 diistirmesi gerektigi icin talep fonksiyonu p(x)azalan bir fonksiyondur. Bu
durumda talep egrisi
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o= B + >

Sekil 4.2 Talep Egrisi

Sekil 4.2. ile gosterildigi sekilde cizilebilir. Burada X satiga hazir olan liriiniin miktarini ve
P = p(X) ise su andaki satis fiyatini

f(x)P
0

integrali ise ekonomide tiiketici rantin1 gostermektedir [13]. Tiiketici ranty, tiiketicilerin
bir mal i¢in 6demeye razi olduklar1 para miktari ile fiilen 6dedigi para miktar1 arasindaki
farktr.

Ornek 4.2

Bir iiriiniin dolar cinsinden talebi p = 1500 — 0.0001x2 ve satilan iiriin miktar1 600 ise
tiiketici rant1 su sekilde hesaplanabilir:

Satilan tiriin miktar1 X = 600 oldugu i¢in, buna karsilik gelen fiyat

P = 1500 — 0.0001(600)% = 1464

olarak elde edilir.

600 600 600
f [p(x) — Pldx =f [1500 — 0.0001x% — 1464]dx = f [36 — 0.0001x%]dx = 14400$
0 0

Uretici ranti, bir mal i¢in satmaya raz1 olduklar1 para miktan ile fiili olarak satmasi
gereken piyasa fiyati arasindaki fark olmak tizere ayni sekilde iiretici rantin1 da integral
yardimiyla hesaplayabilmek miimkiindiir.

4.4. integralin Fizik Alaninda Uygulamalari

Yapilan is Degisken bir F(x) kuvveti tarafindan x-ekseni boyunca x = a’dan x = b'ye

kadar yapilan is

W = fF(x)dx

ile bulunur.
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Hooke Yasasi, bir elastik malzemeye uygulanan kuvvet ile malzemenin meydana
getirdigi sekil degisikligi (6rnegin uzama veya sikisma) arasindaki dogrusal iliskiyi ifade
eden temel bir fizik yasasidir. Matematiksel olarak F = kx seklinde ifade edilir.

Ornek 4.3

Kuvvet sabiti k = 16 Ib/ft ise, bir yay1 dogal uzunlugu 1 ft'den 0.75 ft uzunluguna
sikistirmak i¢in gereken is;

F =kx =16x

dir. Oyleyse,
25

W = [716xdx = 0.5 ft-Ib
olarak bulunur [13].
Frenleme Sistemi Arabalarin frenleme sistemlerinde integral, hareketin dinamiklerini
anlamak ve optimize etmek icin kullanihir. Ozellikle frenleme sirasinda aracin ne kadar
mesafe kat edecegini hesaplamak i¢in hizin zamana gore integrali alinir.

Ornek 4.4

Bir ara¢ 60 m/s hizla giderken fren yapiyor ve sabit —5m/s?ivmeyle durmaktadir.
Frenleme sirasinda aracin ne kadar yol kat edecegi su sekilde hesaplanabilir:

Baslangic hizi v, = 60 m/s ve sabit negatif ivme a = —5 m/s? olmak iizere, hiz zamanin
bir fonksiyonu olarak

v(t) = vy +at
seklinde yazilabilir. Ara¢ tamamen durdugunda hiz v(t) = 0 olur.
0=60—-5t

Oyleyse arac 12 saniyede durur. x(t)zamana bagh alinan mesafe olmak iizere, hizin
zamana gore integrali ile hesaplanir.

x(t) = f v(t)dt
Burada hiz fonksiyonu v(t) = 60 — 5t oldugundan
5
x(t) = f(60 — 5t)dt = 60t — Etz +C
Baslangicta t = 0, x(0) = 0, bu yiizden C = 0 olur. Alinan mesafe t = 125 i¢in

5
x(12) = 60(12) ~ 5 (12)* = 720 — 360 = 360m
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Arag frenleme sirasinda 360m yol kat eder. Ayrica fren kuvvetinin zamanla degistigi
(6rnegin fren kuvveti kaygan bir yolda lastik yiizeyi ile degisebilir) durumlarda
mesafenin hesaplanmasi genellikle daha karmasik model ve integraller ile yapilir.

Ucak Yapimi Ugak iizerindeki aerodinamik kuvvetlerin hesaplanmasi, yakit tiiketim
analizleri ve yapisal yiiklerin dagilimi gibi kritik problemlerde integrallerden faydalanilir.
Ornegin bir ucagin ugmasini saglayan en énemli faktorlerden biri kanatlarin olusturdugu
kaldirma kuvvetidir. Bu kuvvet, kanat ylizeyine etki eden basincin integrali alinarak
hesaplanir. Kaldirma kuvveti (L), kanat yiizeyi boyunca basing farkinin integralidir:

L= [ (i Pudds
S

Burada;
e Pyt Kanadin iist ylizeyindeki basing,
e  P,;: Kanadin alt yilizeyindeki basing,
e  S:Kanadin ylizey alanidir.

Yatak Tasarim Yatak konforu saglamak icin integral, 6zellikle basing dagilimi, ytlizey
sekli optimizasyonu ve viicut destek analizi gibi konularda kullanilir. Yatak tasariminda,
viicudun farkh boélgelerinin ylizeye uyguladig1 basincin dengeli bir sekilde dagitiimasi
konforun artirilmasi igin kritiktir. Bu siiregte integral, basing dagiliminin ve yiik tasima
kapasitesinin hesaplanmasinda rol oynar. Bir insan viicudu yaklasik olarak bir egri ile
modellenebilir (6rnegin, sirtiistii yatarken sirt, kal¢a ve bacak bolgelerinin yatakla temas
ettigi noktalar). Yatak ytlizeyindeki basin¢ dagilimi su sekilde ifade edilebilir:

2

P(x) = k(1 —’Z—z

Burada;
e  P(x):x noktasindaki basing,
e  k: Maksimum basing (6rnegin kal¢a bolgesinde),
e x:Yatak boyunca yatay eksen iizerindeki nokta,
e [L:Yatak uzunlugunun yarisidir.

4.5. Integralin Mimari Alanda Uygulamalari

Dikey Bir Levhaya Etki Eden Akiskan Basinci Agirlik yogunlugu w olan bir akiskanin
icine batirilmis bir plakanin y-ekseninde y = a’dan y = b’ye kadar uzansin. L(y), y
seviyesinde plakanin ylizeyi boyunca soldan saga dogru olgiilen yatay seridin uzunlugu
olsun. Bu durumda plakanin bir tarafina akiskanin uyguladig1 basing;

b
F = fw(serit genisligi)L(y)Ay

a

ile hesaplanir [9].
Boston Seker Pekmezi Felaketi 15 Ocak 1919'da Boston, Massachusetts’te biiyiik bir

seker pekmezi tankinin patlamasi sonucunda 8.700.000 litre pekmez saatte 56 km hizla
sokaklara sa¢ilmis ve bir sele donlismiistiir. Bu felaketin fiziksel boyutunu anlamak i¢in,
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kabin geometrik yapisini modelleyerek hacmini integral yardimiyla hesaplayalim.
Tarihsel kayitlara gore tank, yaricapi (r) = 7.5 metre ve yliksekligi (hgjingir) = 10 metre
olan silindirik bir yapiya sahiptir ve kismen yiiksekligi (hyoni) = 3 metre konik bir
catiyla kapatilmistir.

Vsitinair = Tr2h = m(7.5)210 ~ 1767m3

Konik kism1 yatay kesitlerin integrali olarak modellenirse

3
Vkonix = f”(7-5)2(1 - g)zdy ~ 176.7m3
0

ve toplam hacim
VToplam = VSilindi‘r + VKonik =~ 19441713 (z 8.700.000 lltT‘e)

olarak hesaplanir. Ayrica tankin ¢6kmesi, i¢cindeki pekmezin tank duvarlarina uyguladig:
hidrostatik basing ve toplam kuvvetin yeterince analiz edilmemis olmasindan
kaynaklanmistir. Bir silindirik tankta, sivinin her noktasindaki basinci hidrostatik basing
formiilii ile hesaplanabilir.

P(h) = pgh

Burada p pekmezin yogunlugu, g yer ¢ekim ivmesi ve hise derinliktir. Tankin dikey
duvarlarinin maruz kaldig1 toplam kuvvet ise diferansiyel basing ele alinarak integralle
hesaplanabilir.

F=fMMM

0

Eger duvarlarin her bir dikey kesitinde ele alinan bir dA eleman1 w dh olarak alinirsa,
toplam kuvvet su sekilde ifade edilir.

H

1
F= fpgh(w dh) zngwHZ
0

Bu ifade, tank duvarlarinin tabana yakin noktalarinda en yiiksek kuvvete maruz kaldigini
gosterir. Eger bu kuvvetler malzemenin akma dayanimini asarsa tankin ¢okmesi
kacinilmaz hale gelir. Bu felaket dncesi, tankin 8.700.000 litre pekmezle dolu oldugu
disiintildigiinde, kirildig1 sirada seker pekmezinin uyguladigl toplam kuvvet integral
yardimiyla dnceden hesaplanip gerekli dnlemler alinabilirdi. Ancak bu pekmez felaketi
sonucunda 21 kisi 6lmiis 150 kisi de yaralanmistir.

Katener Egrisi Hiperbolik fonksiyonlarin fiziksel bir uygulamasi asili kablolar: igerir.
Kendi agirhig1 disinda herhangi bir yiik olmadan iki destek arasinda esit yogunlukta bir
kablo asilirsa, kablo katener adi verilen bir egri olusturur. Yiiksek voltajli elektrik hatlari,
iki direk arasinda asili zincirler ve bir driimcek aginin telleri katener olusturur. Bu asili
zincirlerin uzunlugu;
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f ’1 + (f’(x))zdx

integrali yardimiyla hesaplanir.

5. Sonug

Bu calismada ilk olarak integral hesabin nasil bulundugu, integral hesaba neden ihtiyag
duyuldugu ve integral hesap lizerine yapilan ¢alismalar ile integral hesabin gelisimi ele
alinmistir. Daha sonra gilinliik hayatta integralin kullanimi ve integral hesabin gelisimiyle
glinliik hayatta sagladiglr kolayliklar ayrintii bir sekilde incelenmistir. Sonu¢ olarak
integral hesabin farkl alanlarda kullanimi bu alanda arastirma yapan bilim insanlar1 i¢in
bir motivasyon kaynagi haline gelmistir ve boylelikle integral kavrami analizin en 6nemli
kavramlarindan biri olarak yerini korumaktadir ve farkli alanlarda uygulamalarina iliskin
calismalara devam edilmektedir.

Etik Kurul Onay1

Bu ¢alismada etik kurul onayina gerek duyulmamaktadir.

Katki Orani

Yazarlar bu ¢alismaya esit katkida bulunmustur.

Cikar Catismasi

Yazarlar cikar ¢atismasi beyan etmemektedir.
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