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Ozet: Bu calismada rolativistik fizigin yapi taslarindan biri olan Lorentz dontstimlerinin kompleks
kuaternionik temsili icin aternatif bir yontem Onerilmistir. Kompleks kuaternionlarla Lorentz
donustmlerinin incelenmesi yeni degildir. Fakat dnerilen yontem mevcutlarindan daha basit bir formilasyon
One siirmektedir. Bu ¢alismada ayrica elde edilen matematiksel ifadelerin matris temsillerinin elde edilmesi
de hedeflenmektedir. Onerilen yontem basitligi, cok yonlii dogasi ve 6zel matris temsillerine olanak vermesi
nedeniyle oldukc¢a kullanshdir.
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Abstract: In this paper, an aternative method is proposed for the complex quaternionic representation of
Lorentz transformations that are one of the cornerstones of relativistic physics. Investigation of Lorentz
transformations by using complex quaternions isn’t new. But proposed method introduces much more
simpler formulation than existing methods. Furthermore in this paper, the matrix representations of derived
mathematical expressions are also obtained. Proposed method is much more useful because of its simplicity,
multi purpose nature and enabling to use special matrix representations.
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1. GIRIS

Gunumuzde reel, dua ve kompleks olmak
Uzere Uc farkli tipi olan kuaternionlar 1843
yilinda Irlandali matematikci William Rowan
Hamilton’un kompleks sayilart (¢ boyutlu
uzaya tasimak amaciyla yaptigi calismalar
sirasinda bulunmustur [1]. Redl kuaternionlar
adindan anlagilacag: Uzere dort reel bilesenden
olusur ve diger kuaternion tdrlerinin
tammlanmasi agisindan temel rol oynar. Zira
iki reel kuaternionun bir “&” dual birimi

(¢*=0) ile kombinasyonundan dual
kuaternion, iki red kuaternionun bir “i”
kompleks say1si (i*=-1) ile
kombinasyonundan da kompleks kuaternion
olusturulmaktadir. Bu yolla elde edilen yapilar
dogal olarak sekiz bilesenli bir karakter
tasiyacaktir.

Sekiz boyutlu kompleks kuaternionlar bilim
tarihinin yap1 taslari olan birgok fiziksel
esitligin daha kisa ve daha kullargli bir
bicimde ifade edilebilmesine olanak
tanimaktadirlar.  Kompleks  kuaternionlar
yardimiyla birbirleriyle ¢cok yakindan iligkili
olan elektrik ve manyetik aanlarin birlikte
ifade edilmes mimkin olmaktadir. Imaeda
tarafindan 1976 yilinda yapilan bir calismada
kompleks kuaternionlar kullamlarak klasik
elektromanyetizmanin ~ temel  denklemleri
yeniden ifade edilmistir [2]. Bu ¢aligmadan
etkilenen Negi ve arkadaslari, kompleks
kuaternionlarin  izomorfik  8x8  matris
temsillerini tarmmlans, Maxwell
denklemlerinin kapal1 ve agik bigimlerini de
vermislerdir [3]. Yine Lambek [4], Glrsey ve
Tze [5], Colombo ve arkadaslar: [6], Gsponer
ve Hurni [7] tarafindan yapilan benzer
incelemelerde Maxwell’in dort esitligi daha
kisa ve daha sik formdaki tek esitlige
indirgenmistir. Kompleks kuaternionlarin
kullamldigi rolativistik elektromagnetizmaya
iliskin calismalar ise Silberstein [8], Sobczyk
[9], Jantzen [10], Abonyi ve arkadaslar [11],
Kassandrov [12] ve Ward [13] tarafindan
yapiimigtir. Bu calismalarda genel olarak

Maxwell denklemlerinin Lorentz dontsimleri
altindaki yeni formlar: elde edilmistir.

Kompleks kuaternionlarin imajiner dzellikleri
baskin oldugu icin kuantum mekaniksel
incelemelerde icin de olduk¢a uygun bir
yapidadir. Ayni zamanda bikuaternion olarak
da adlandirilan kompleks kuaternionlar, Conte
[14] tarafindan bu aana uygulanirken De Leo
ve arkadaslarn ise kuantum mekaniksel
bagintilar: elde etmistir [15-16].

Kuaternionlarin kullanum alanlarindan birisi
de rolativistik mekanigin incelenmesidir.
Silberstein 1912  yilinda  yayinlanan
¢alismasinda Lorentz donustmlerini
kuaternionlarla ifade etmeyi basarmistir [8].
Rolativistik incelemelerde  kuaternionlarin
kullanilldig1 son yillardaki diger calismalarin
yine  Lorentz  donusumleri Uzerinde
yogunlastigi  gorilmektedir [17-21]. Ote
yandan De Leo tarafindan yapilan calismada
ise ree kuaternionlar kullanilarak 6zel
rolativite teorisi incelenmistir [22].

Kompleks kuaternionlarla Lorentz
donustimlerinin  incelenmesi  yeni  degildir.
Fakat mevcut formilasyonlar incelendiginde
genelde  ifadelerin bircok karmasik
trigonometrik baginti ile vektorel esitlige
ihtiyac duydugu ve cok sayida basamak ile
islemden olustugu gorUlmektedir. Fakat bu
caismada Onerilen yontem, benzeri ile
karsilastirildiginda [13] oldukca kisa, basit ve
aciklayicidir.

Genel olarak literatirde elde edilen
matematiksel ifadelerin daha iyi anlasiimasi
acisindan bunlarin  matris temsillerinin  de
verilmesi yaygin olarak tercih edilen bir
yontemdir. Bu calismada reel kuaternionik
matrigler i¢in tammlanan birgok yararl: esitlik
kompleks kuaternion uygulamalar: icin de
gendlestirilmistir.  Bu yolla kompleks
kuaternionlar icin gecerli olmayan degisme
Ozelligi, tammlanan hem dort boyutlu
kompleks matrislerle hem de sekiz boyutlu
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reel matrislerle gergeklestirilmistir. Boylece
dort boyutlu ve sekiz boyutlu 6zel donisim
matrisleri de elde edilmistir. Onerilen yontem
basitligi, cok yonli dogasi ve 6zel matris
temsillerine olanak vermesi nedeniyle oldukca
kullamglidir.

2. KOMPLEKSKUATERNIONLAR

Kompleks kuaternionlar, reel kuaternionlarin
kompleks bir ifadesidir. q ve q' red
kuaternionlarr;

q:qOeO +qle1 +q2e2 +q3eS (21)
ve
q' = 0o, + 08, +0;€, + g€, (2.2

ile verilmek Uizere Q kompleks kuaternionu;
Q=q+iq'=(qg,+idy)e, +(q, +idpe,
+(d, +igye, + (g, +i03e; (23
=Q,e, + Qe +Q,e, +Q,e,

biciminde tammlamr. Burada i*=-1 olup,

Q,,Q.,Q,,Q, ise kompleks bilesenlerdir.
Kuaternionlarin taban elemanlar: olan €, ve
€,6,,6, asagidaki
uyarlar:

e =1 ee =-56,6+c,€ ik -123.(24)

carpim  kuralarina

Burada o, ve e terimleri  sirasiyla

jki
Kronecker deltasi ve Levi-Civita sembollerini
gostermektedir. Genel olarak reel
bilesenlerden olusan  kuaternionlar  reel
kuaternion, kompleks bilesenlerden olusan
kuaternionlar da kompleks kuaternion olarak
adlandirilir. Bir P kompleks kuaternionu

skalar  (P,) ve vektorel Dbilesenleri
(Pe, + P,e, + P,e,) cinsinden,
P=P, +P (2.5)

seklinde ifade edilir. P ve Q gibi iki kompleks
kuaternionunun garpim,

PQ Z(Po + P)(Qo +Q) (2 6)
=PQ,+PQ+QP-PQ+PxQ

biciminde tanimlanir. Buradaki nokta ve kros
carpimlar, U¢ boyutlu uzaydaki skalar ve
vektorel carpimlara karsilik gelmektedir. Her
kompleks kuaternion icin bir eslenik
tammlamak  mimkindir. Q  kompleks

kuaternionunun eslenigi Q" ile gosterilir ve
Q* = QQ -Q= Qoeo - Qlel - Qzez - Q3e3 (2.7)
seklinde tanumlanir. Goruldigu gibi Q* nun
eslenigi vektorel kismin isaretinin
degistirilmesi ile elde edilir. P, Q kompleks
kuaternion olmak uUzere bunlarin carpiminin
eslenigi icin;

(PQ) =Q'F (2.8)
ifades yazilabilir. Kompleks kuaternionlar
icin eslenik ifades yaninda ayrica kompleks
eslenik de tammlanabilir. Q¢ ile gosterilen
kompleks eslenik;

Q" =(d,—idp)e, +(a,—ig;)e,
+(g,-i9;)e, +(g,-ig;)e; (2.9)
=Qse, +Qre, +Qye, +Qse;
ile verilir ve Q,,Q,Q,, Q, kompleks

sayilarinin esleniginin ainmasiyla elde edilir.
Ele ainan bir Q kompleks kuaternionunun
normu N, ile gosterilmek Uzere;

N, =QQ =Qf +Q7 +Q; +Q;  (2.10)

seklinde tanimlanir. Normu sifirdan farkh
olmak kaydi ile bir Q kompleks
kuaternionunun tersi ise,

Q'=Q /N, (2.11)
seklinde verilir.

3.KOMPLEKS KUATERNIONLARIN
MATRISTEMSILLERI

Literatlrde genel olarak €lde edilen
matematiksel ifadelerin daha agiklayici olmasi
acisindan matris temsillerinin de verilmes
yaygin olarak tercih edilen bir yontemdir.
Q,. Q.. Q,,Q, kompleks bilesenler olmak

Uzere Q kompleks kuaternionunu 4x4
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matriderle temsil etmek mimkinddr. Bu
amagla,

1 0
G, = 0 J (3.0
ve
0 —i
o, = | O} (3.2

ifadeleri ile verilen Pauli spin matrisleri
kullanilarak 4-Boyutlu uzayda kuaternionlarin
taban elemanlart g, €, e,, e,’e Karsilik
gelen matrider;

1000
0] |0 100
e - (33)
0 6,|] 0010
0001
010 O
ic, 0] |[-100 0O
Q = T = (3.4)
0 -is,| | 000 -1
001 0
0 010
0 0 001
Q,= % | _ (3.5)
-6, 0| [-1 000
0-100
000 1
0 i 0 0-10
o=~ %= (3.6)
ic, 0| |0 1 0 0
-1 0 0 0

biciminde tammlanir. Y ukaridaki ifadelerden
yararlanarak g =q,€, + 0., +0,€, +q,€;
reel kuaternionu,
Q=7,2, +0,2, +9,2, + 0,2,
Q% 4 9, O
7% %%-9 9 (37
-9, 9 9 -q
-0;-q;, 4 G
matrisi iletemsil edilir.

Literatirde reel kuaternionlar icin ¢cok sayida
matris esitligi Chou tarafindan verilmistir
[23]. @,,Q,,Q,,Q, matrideri, kuaternion
baz elemanlar: icin tammlanan (2.4) esitligi ile
aym formdaki,

Q=Q;, QQ =-6,92+¢,92 (398

garpim bagintilarim saglarlar.

Q=0Q,e, +Qe +Q,e, +Q.e, kompleks
kuaternionu  bicim agisindan g  reed
kuaternionu ile aym formatta oldugundan
(3.7) ifadesindeki reel bilesenler kompleks
bilesenlerle degistirilerek,
Q=QQ2, +QQ, +Q,Q, +Q,Q,
Q Q Q Q
-9 -9 Q (3.9)
- Q@ -Q
- Q3 - Qz Ql QO

bicimindeki 4x4 kompleks kuaternionik
matris elde edilir. Q kuaternionunu aym
zamanda

Q=[Q, QI'=[Q @ @ Q] ©19
ile verilen 4x1 matris ile de temsil etmek
mumkUndur. Bir P kompleks kuaternionunun
eslenigi P* = P, - P, imgjiner kismunin diger
bir deyisle vektdore kismunin isaretinin
degistirilmes ile elde edildiginden bu islem,
P kompleks kuaternionunu temsil eden
matrisin transpozesi alinarak,

P =P"=PQ, -PQ, -PQ,-PQ,

P,-P-P,-P,
P P, P -P (3.12)

) Pz_Pa Po Pl

Ps Pz _Pl Po
bigiminde de gerceklestirilebilir.
Kompleks kuaternionlarla reel

kuaternionlar arasindaki bu benzerlikten
yararlanarak ¢ok yararli matrisifadeleri de
elde edilebilir. (2.6) esitliginde tanimlanan



Lorentz Doniistimlerinin Kompleks Kuaternionlarla /ncelenmesi

PQ kompleks kuaternion carpimini matris
ifadeleri ile de elde etmek mumkunddr. 1,

3% 3 birim matrisve P ve Q ise

0 -P, PR
P=| P, 0 -P (3.12)
- Pz Pl 0
_ 0 - Q3 Qz
Q=] Q 0 -Q (3.13)
- Qz Ql 0

seklinde tammlanan antisimetrik matriser
olmak lzere bu carpim bagintisi,

__Po -P Qo
PQ__PT P0I3+I5MQ}
_Po _Pl _Pz _Pa Qo

(3.14)
_ I:)1 I:)0 _Ps Pz Ql
- Pz Ps F)o _Pl Qz
_Ps _Pz I:)1 I:)o Qs
veya
__Qo _Q Po
gt oral e

Qo - Q1 - Qz - Q3 Po (315)
Ql Qo Q3 - Qz P:
Qz - Q3 Qo Q1 P2
Q3 Qz - Ql Qo Ps

seklinde temsil edilir. Daha 6nce vurgulandigi
Uzere kompleks kuaternion carpimi degisme
Ozelligine sahip degildir. Fakat (3.14) ve
(3.15) ssitlikleri icin,

gl
P=| ° ~ (3.16)
P" RI,+P
ve
~ Qo - Q
= ~ 3.17
Q {QT ol - Q} (3.17)
matrideri tammlandig: taktirde bu ifadeleri,
PQ=PQ (3.18)

ve
PQ=QP (3.19)

seklindeki kompakt formda yeniden yazmak

mimkin  olacaktir. Boylece  kompleks

kuaternionlar icin tammli olmayan degisme
Ozelligi matrisler yardimiyla kolaylikla elde
edilebilir:

PQ=QP. (3.20)

Elde edilen bu 6zellik daha sonra turetilecek
olan dénustim matrigleri icin belirleyici bir rol
oynayacaktir.

Ote yandan sekiz reel bilesenden olusan
Q=q+iq" kompleks kuaternionunu, reel
kuaternionlarin  taban  elemanlart  igin
tanumlanan (3.3)-(3.6) ifadelerinden
yararlanarak olusturulan 8x8 reel matrisle de
temsil etmek mimkandir. #,

;1:[ 0 1} (3.21)
-1 0
seklinde verilen bir matris olmak Uzere;
K=nxQ, :{ 0 £ (3.22)
-Q, 0
ve
aj:coxﬂj:{g;j g(: (i=123) (3.25)
i
matrisleri  tdretilsin.  Bu  matrislerden

yararlanarak Q kompleks kuaternionu,

Q :(qo +Kqé)ao +(q1 +in)°1 (3 24)
+(0, +KQ;)a, +(q; +Kg;)a,

matrisi ile temsil edilir. a,, a,, a, ve a,
matrisleri kuaternion taban elemanlar: ile aym
carpim kurallarina uyarlar [3]:

a=-a’=I,=qa,,
oo e (3.25)

aq, =—0,Q, +&,Q;, jkl=123

(3.24) ifedes

kuaternionu,

geregince Q  kompleks
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Q- Q’Q}

-Q"Q
9 9 9 9 9 G g o
-4 9,-9; 9,-¢ do—-0; 0
-4, 95 G, —-% -0, d; 0~
-0;-0, @ 0,-0d;-0g; 0,
-0, -0, -0,-0; d, G d, G,

qi_q(,) q:;_q;_ql qo_q3 qz
q;_q;_q(,) qi_qz q3 qo_ql
L 9 9 -0 -9 -0, -9, ¢ g,

matrisi iletemsil edilir [3].

Literatirde kompleks kuaternionlarin matris
ifadeleri  icin  yeterince yararli  esitlik
tammlanmamistir.  Bu  calismada,  redl
kuaternionlarla kompleks kuaternionlar
arasindaki  4x4  matris  ifadelerindeki
benzerlikten yararlanarak ¢ok kullansl (3.12)-
(3.20) matris ifadeleri elde edilmistir. Bu
esitliklerde yer alan matris eemanlarinin
kompleks sayilardan olustugu hatirlanmalidir.
Eger inceleme elemanlart reel bilesenlerden
olusan matrislerle yapilmak istenirse, kompleks
kuaternionlarin sekiz reel bilesenden olusmasi
nedeniyle, dogal olarak sekiz  boyutlu
matriserle calisiimast ihtiyaci  dogacaktir.
Sekiz boyutlu matrisler icin henliz (3.12)-(3.20)

ifadelerine benzer yararh esitlikler
gelistirilmemistir.  Bu amagla ilk olarak
P=p+ip’ kompleks kuaternionu,
Po
p-| P
Pe (3.27)
pl

=[Py P P, P B PP R
seklindeki 8x1 matride temsil edilsin. Bu
ifadede p ile p' srasiyla p ve p' red
kuaternionlarinin vektorel kisimlarin
gostermektedir. (3.12) ve (313

tammlarindaki kompleks bilesenler yerine reel
bilesenler ainarak elde edilen

0 - Ps P,
p=| ps 0 -p (3.28)
L P2 P, 0
ve
0 - Q3 qz
q=| 4 0 -q (3.29)
L~ qz ql 0

seklindeki 6zel matrider tanumlansin. (3.14)
ve (3.15) bagintilarindan yararlanarak (2.6)

esitliginde tanmlanan PQ  kompleks
kuaternion carpim igin,
e - T "
pQ-| PPl * PP Pl + Pl q
- po p : po -p Qo

—pT Pyl - Bip" P+ Pl a
Po = Pi— P> = Ps Po = P = Ps— P |[ o
P. Po—Ps P, P Po— Py PO
P, Ps Po— PP, P Po— Pl
P;=P, P. PoPs—P; P PollGs
*p(') pi p; p;po_pl_pz_ps qo
-Pi- P Pi-P, P Po—Ps Py || G
P Ps— Py PP, Ps Po— Py |G
L~ pé p;_pi_pé P:— B, P, po__qs

veya
% -4 i -4 P
po-|-9 !0 %, -0 P
- qo q : qo - q po

~q" - ayl, +G19" 9,1, -G || p
Qo — 0, — 9, — Gy G5 — Gy — G, — G5 |[ P,
& G 9-G: % G G- || P
qz_qs qo qlq;_qé q(,) q{ pz
O; 9, -0 CoGy O~ Q|| Ps

-0y G 9 950,-0G,—d,— s || Po
-G -dp—-0; 9,0, dy G- 0, || P;
-0, 05-0o—-%d,-0; Gy G || P
-05—d; O—dod; O, -G o || P
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matris ifadeleri yazilabilir. Bu esitliklerden
yararlanarak,

bo| P Fj}
-P'P
B [ 2
A A
_| P PolsH PP Bl + P
- P p’ im -p
—p T —pol,—PIp’ Pli+ P
ve
- [ Q Q}
Q=] < %
-Q'Q
r _ | ~' .~
q'? q ~ iqr(?l' ! q ~' (331)
19 %s-9 9 als-a
— 0o q i% -q
-9 —qol,+0"q" g,l,—q

matrisleri tammlanirsa bu ifadeleri,

PQ =PQ (3.32)
ve

PQ=QP (3.33)
seklinde temsil etmek mimkin olacaktir.

Dolayisi ile kompleks kuaternionik carpim
bagintisi,

PQ =QP (3.34)
biciminde ifade edilir. Bdylece kompleks
kuaternionlar i¢in tammli olmayan degisme
ozelligi yukanida tanimlanan 6zel matrisler
yardimiyla gerceklestirilebilir.

4. KOMPLEKS
KUATERNIONLARLA LORENTZ
DONUSUMLERI

Ozel rolativite teorisi birbirlerine gore goreli
hareket eden iki koordinat sisteminin
hareketine dayamir. S gozlem cercevesine
gore pozitif x—ekseni yonunde v hizi ile
hareket eden S’ gdzlem cevresinde olgulen
konum ve =zaman degerlerini birbirine

baglayan Lorentz donisim  denklemleri
asagidaki gibi 6zetlenebilir:

X' Xt L(X—vt) 4.2
Vi-v?/c?

y=y,2 =2, (4.2)
t—xv/c?

t'= 4.3)

Wzﬂa—ﬂX/C).

Lorentz donisiim denklemleri incelendiginde
uzay ve zaman kavramlarimin bagimsiz
nicikler olmadigi, aksine birbirleriyle
yakindan iliskili oldugu gorulmektedir.

Dort boyutlu uzayda basitlik agisindan c=1
(1isik  hizi) olmak (zere t zamanm ile
F=ri+r,]+r,k konum
vektorini birlestiren,
R=ct+ir=te, +i[r,e, +r,€, +r,8,] (4.4
=R +Re +Re, + Rey

kompleks kuaternionu ee alinsin.
Tanimlanacak kuaternionik dontisim bagintist
sonucunda  elde  edilecek kompleks
kuaternionun da,

R=t'+ir'=t'e, +i[r/e, + 1,8, +1;8,]
= Ré)eo + Rllel + Réez + Rs'es
formunda olmasi beklenir. (3.7) ifadesinden

yararlanarak r reel kuaternionunu temsil
etmek Uzere,

R=rQ, +r,Q, +r,Q,
0 r, r, r

kartezyen

(4.5)

3

|-n 0O -r, 1, (4.6)
l-r, r, 0 -—r,
-, —r, I 0

kuaternionik matrisi tammlansin. Ote yandan
(4.9) ssitligindeki R kompleks kuaternionu
(3.24) ve (3.26) ifadeleri geregince,

R=ta, + (kr,)a, + (Kr,)a, + (kr;)a, (4.7a)
seklinde formile edilen ve agik formu,
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(4.7b)

ileverilen 8x 8 reel matrisile temsil edilir.

Q birim kompleks kuaternionu (N, = 1),
Q=q,+iq
= Qoeo + Qlel + Qzel + Q3e1 (4.8)
=Q, +Q

biciminde tammlanmak Uzere uzay-zaman
birlikte ifade eden R=ct+ir kompleks

kuaternionunun rolativistik donusim
bagintisi,
R'=QRQ; (4.9)

seklinde ifade edilir. Bu ssitlik, (3.24) ve (4.7)
matris tanimlar1 kullanilarak,

R=QRQ (410)
= [qoqo + (K ql)ql + (K qz)qz + (K q3)03]
[ta, +(kr)a, +(kr,)a, +(kr;)a;]
[9,9, +(kq,)a, +(Ka,)a, +(Kd;)a;,]

biciminde veya daha agik bir ifadeyle

R,{qoﬂo Q Htﬂo R Mqoﬂo Q }

'Q quo -R th 'Q qOQO

seklinde temsil edilir. Yukaridaki matris
esitligini gerceklestirmek icin Uc tane 8x8
matrisin carpilmasi gerekir. Bu ihtiyag, baska
bir bakis acisina gore belki de kompleks
kuaternionik donisumanun avantajlarn
yannda el estirilebilecek tek olumsuz yonudir.
Fakat bu durum, Ustesinden gelinemeyek bir

nitelik de teskil etmez. (4.9) donisim
bagintisini,

R'=[Q, +Q][Q,R, + RQ + QR
-RQ +R xQ] (411
=Q;R, +QRQ + QR -Q,(RQ)
+Q(RxQ)+Q,R,Q -R,QQ)
-QQR)+QQ@xR)-Q(RQ)
-Q.(RxQ)+Q x(RxQ)
seklinde yazmak mimkUindir. Y ukaridaki

denklemlerde  skalar carpim  bagintist
geregince,
Q(RxQ)=0 (4.12)

yazilabilir. Bazi kisaltmalardan sonra R’ igin,
R'=Q;R, +2Q,RQ + ;R - Q,(RQ)
~RQQ)-QQRR)-QRQ) (44
+Q x(RxQ)
genel ifadesine ulasilir. Vektord esitliklerden,
Qx(R ><Q)=REQ Q)-QQRR) (4.14)
=Q°R-QQR)
bagintisi yazilabildigine gore (4.13) denklemi,
R'=Q;R, +2Q,RQ + QR -2Q,@Q R)(
~-RQ*-2QQ R)+Q°R
haline gelir. Bu esitlikte (4.4) ve (4.5)
tammlar: kullanilirsa,
R'=QJR, ~RQ*-2Q,(RQ)+ QiR
+2Q,RQ-2QQ R)+Q"R
= (@) - ([9)")t - 2Q, (N (A +1Q3r 4 1
+21Q,R,a - 2iq(iq).(ir) + (ig)* (ir)
=(Q; +a°)t+2Qr.q+i[Q; —a’Ir
+2iQ,R,q+ 2iq(q.r)
ifadesine ulasilir. Bu ifadede; esitligin her iki
tarafimn birbirine esit olabilmesi igin “i”
iceren ve icermeyen terimler eslestirilmelidir.
Boylece uzay ve zamanmin rolativistik
donustmleri icin,
t'=(Q2+qg°)t+2Q,r.q (4.17)
r'=[Q —a°Ir + 2Q,R,q+2q(qr) (4.18)

4.15)
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bagintilart  yazilabilir.  (4.1)-(4.3) Lorentz
dondsumleri  X-ekseni yonundeki iki farkl
koordinat sisteminin goéreceli hareketine
dayanir. Fakat genel anlamda aym ydnde
olmayan bir v=v,e +V,e, +Vv,e, hizindan
stz edilmelidir. (4.8) ifadesinde verilen

Q=Q,+Q kompleks kuaternionu
v =i(al2) olmak lzere,
do +iq=cosw+ixsim//

v (4.19)

(24 .V . o
Q, +Q_cosh[5j+|vsmh(5j

seklinde tammlansin. Bu tamm (4.17)
ifadesinde kullanilarak,

2
t'= coshz(gj+v—sinh2(ﬁj t
2) V2 2

+ ZCosh[ﬁjsi nh(ﬁ)ﬂ (4.20)
2 2) v
=tcosha +r'—vsinha
\Y
esitligi elde edilir. Bu ifadede,
cosher = f§ = ——2 (4.21)
v1-Vv?
seklinde tammlanmak Uzere hiperbolik

fonksiyon esitliklerinden yararlanarak,

SN a=codt a—1= 4% -1=f>V* (4.22)
ve

snha =1p4v (4.23)
bulunur. sinhe’min  aabilecegi bu ki
degerden eksi olan secilsin,

snha =-4v. (4.24)

(4.21) ve (4.24) tanimlan (4.20) esitliginde
kullaniirsa

t'=pt-r.v] (4.25)
ifadesi elde edilir.

Benzer sekilde (4.18)’da verilen r' ifades
icin,

2

r'=r+sinha<t+ Zsinhz(%jv(v'r) (4.26)
v

Vv
esitligi  yazilabilir.  Yukandaki esitlikte
kullaniimak Uzere yine hiperbolik
bagintilardan,

inh?( £ ]=1 =25
sinh (E]_Z(cosha 1)_2(ﬂ ) (4.27)

ifadesi elde edilebilir. (4.24) ve (4.27)

tammlann  (4.26)  ssitliginde  yerlerine
konulursa,
t =t vt (-1 L) (4.28)
Y,

donisim denklemi elde edilir. t" ve r' igin
elde edilen bu denklemler, alsilagelen
Lorentz donisum denklemleriyle elde edilen
ifadelerle [17] ayrndir.

Rolativistik dondstimi  tammlayan (4.10)
matris esitligini 4-Boyutlu matris ifadeleri ile
de gerceklestirmek mimkindir. Bu amagla
(3.9) ssitligindeki kompleks kuaternion matris
tammu kullanilirsa,

Q'=QRQ, (4.29)
seklinde ifade  yazlabilir. Matrider,
kuaternionlara  benzer  sekilde  cebirsd
ozellikleri  geregi  degisme  oOzelligini

saglamazlar. Bu nedenle genel bir donisim
matrisi elde edebilmek icin (3.14) ve (3.15)
matris carpim bagintilart kullaniabilir. (4.29)
matris esitligini,

Q'=QRQ; =QQ;R

olgarelom o] 4
Q' [Q Ql;+QJIORI, ] Q

=|:Qo -Q ~MQ0 -Q ~}|:Ro:|
QTQ0|3+Q QTQ0|3_Q R

seklinde yazmak mimkinddr. Bu ifade daha
acik bir bicimde yazilirsa,
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R(IJ Qo _Ql _Qz _Qs Qo _Ql _Qz _Q3 Ro
Rll _ Ql Qo _Qs Qz Ql Qo Qs _Qz Rl
Ré Qz Qs Qo - Ql Qz - Qs Qo Q1 R2
R3' _Qs - Qz Ql Qo Q3 Qz - Q1 Qo R3
Qo2 - (Q12 + Q22 + Q32) - 2Q0Q1 - 2Q0Q2 - 2Q0Q3 Ro
_ 2Q0Q1 Qg - Q12 + Qz2 + Q§ - 2Q1Q2 - 2Q1Q3 Rl
2Q0Q2 - 2Q1Q2 Q02 + Q12 - sz + Q32 - 2Q2 Q3 Rz
i 2Q,Q, -2Q,Q; -2Q,Q, Q+Qf+Q; -Qf | R
ifadesine ulagilir. Q kuaternionu birim (4.19) ifadesindeki Q,,Q,,Q,,Q, tammlar:
kompleks katernion oldugundan kullamlarak
(N9=Q§+Q5+Q§+Qf=l) yukaridaki 2Q7 1-2Q,Q,-2Q,Q,-2Q,Q,
métris bagints, T2|29Q 1-2QF 200, -200Q; |, 4
Ré ZQS -1- 2Q0Q1 - ZQon - 2Q0Q3 Ro 2Q0Q2 - 2Q1Q2 1- 2Q22 - 2Q2Q3
er _ 2Q0Q1 1- 2Q12 _2Q1Q2 _2Q1Q3 Rl 2Q0Q3 - 2Q1Q3 - 2Q2Q3 1- 2Q§
R, 2Q,Q, -2QQ, 1- 2Q22 -2Q,Q; R, [ ¥ iﬂV1 iﬂV2 iﬁV3 ]
! 2 -2 -2 1-20Q? 2
R3 QOQ3 Q1Q3 Q2Q3 Q3 Rs ) iﬂVl n (ﬂ ) ]_)V_12 (,B ) 1) Vl\g2 (ﬁ ) 1) V1\2/3
seklindeki daha basit bir formaindirgenebilir. _ y VV sz VVV
R [t Sy (5-0=5F 1+ (p-D=% (- D5+
ir . V,V. V,V. A
R= 2 = irz (4.31) s (6-D—- (6-D=5-1+ (ﬁfl)v—i_
R, ir doénisum matrisi tammlandig: takdirde (4.30)
’ esitligini
Rl |V R'=TR (4.34)
R | R (4.32) seklinde temsil etmek mamkiindir,
R |
R, ir, Eger incelemenin  (4.10) esitliginde
o tammlandigi  gibi  sekiz  boyutlu  reel
matrisleri ile matrislerle gerceklestirilmesi istenirse,
% 0 1% -9 |4 0 i -9 |R
_ I I~ T /I ! I N5 In'T A _q'
R-QRQ —QOR=|-2 - %l @ Bl a0} 9 Glszq1 Wl - ) 0

:qo 0 _qo q :qo 0 O
! ! “‘r' ! ! ""r'
-9 -qol;-g10 ql; J|-97-ql;+g10 g, || R
matris esitligi yazilabilir. Bu ifade daha agik bir bicimde,

10
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t] [292-1 0 0 0

0 0  1+2q° 290, 2g,q

0 0 2000, 1+2q7  2q,0;

Ol | 0  2qa 2050, 1+207

0 0 20,0, 20,0, 29,05

r —-29,q, 0 0 0

r, - 29,9, 0 0 0
5] [-20,0; O 0 0

ile verilir. (4.19) ssitliginde verilen Q
kompleks kuaternionunun reel bilesenleri
icin,

q = COS(%j , (4.36)
q =ﬁsin[ﬁ], (4.37)
\Y; 2
[ B 0 0 0
0 1+(A-D= (B-D=z (p-12=
\Y Vv \Y
0 (F-DS2 1+(f-D% (F-D-1*
V© 2 Vv \V s
0 (F-D (p-pl 14(p-n2
T= v % v
0 BV, BV, BV,
- By, 0 0 0
~Bv, 0 0 0
~Bv, 0 0 0
olmalidir.

5. TARTISMA VE SONUCLAR

Reel kuaternionlarin  kombinasyonu olan
kompleks kuaternionlar rolativistik
denklemlerin ifade edilmesinde ©Onemli
derecede rol oynarlar. iki reel kuaternionu
birlestiren kompleks sayist  farkl
Ozellikteki bircok fiziksel niceligin  hem
birlikte ifade edilmesne hem de
birbirlerinden kolaylikla ayirt edilebilmesine
imkan tanmir. r uzay: ile t zaman birlikte

[T
|

0 -20,0; —20,05 —2q,0 [ t
29,0, 0 0 0 0
29,0, 0 0 0 0
2q.4 0 0 0 0
% (4.35b)
202-1 0 0 0 0
0 1+207° 290, 20005 ||
0 200, 1+20% 200, (|1,
0 20,0, 29,0, 1+2q: || 1]
’ V2 ] a
=—=3n —|, 4.38
= [2) (4.38)
v, . [«
'=—dn =|, 4.39
o -Laf%) oo

ile (4.21) ve (4.23) tammlart kullanilarak
(4.35) ifadesini gerceklestiren donlsim matrisi
ise,

0 - ﬂv1 - ﬁvz - IBV3
By, 0 0 0
B, 0 0 0
Bv, 0 0 0
p 0 0 0 (4.40)

0 1+(ﬂ—1)\\i—12 (ﬂ—l)‘% (ﬂ—l)%

0 (ﬁ—l)% 1+(/3—1)% (ﬁ—l)%

0 (B-DIE (f-DiE 1+ (B-D-

ifade edilmesine olanak veren R=ct+ir
kompleks Kkuaternionu, zaman ve uzay
turevlerini birlestiren D=(/ot)+iV
operatorl, eneji ve momentum niceliklerini
ifade eden P=(E/c)+ip kuaternionu,

eektrik ve manyetik aam birlestiren
F=H +iE kompleks kuaternionu bu tir
ornekler arasinda sayilabilir. Bu sekildeki bir
ifade tarz1 (4.9) bagintisina benzer bir doniisim
sonrasinda elde edilen fiziksel sonuclarin
birbirleriyle kolaylikla iliskilendirilebilmesine
olanak tarir. (4.4) esitliginde goruldigi gibi

11
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R kompleks kuaternionunun reel bileseni ile
“zaman”, kompleks bileseni ile de “uzay”
ifade edilmistir. Bu nedenle rolativistik
donisim sonucunda elde edilen (4.16)
denkleminde “zaman” ve “uzay” bilesenleri
kolaylikla ay1rt edilebilmektedir. Nitekim, bu
ifadede R’ kompleks kuaternionunun reel
bileseni t' zamamn ile, “i” sayisinin
bulundugu kompleks bilesen ise r’ uzay: ile
iliskilendirilmistir.

Bu caismada rolativistik fizigin  yap
taslarindan biri olan Lorentz déntsumlerini
kompleks kuaternionik temsili icin aternatif
bir yontem onerilmistir. Onerilen yontem
halihazirda kullamilan [13] ve karmasik
trigonometrik bagintilara dayali formilasyon
yerine daha basit ve anlagsilir bir formilasyon
One stirmektedir.

Literatlirdeki mevcut kompleks kuaternionik
caismalar incelendiginde elde edilen
matematiksel ifadelerin matris temsillerinin
verilmedigi gorilmektedir. Bunun nedeni
kompleks kuaternionlarin yapisal
ozelliklerinde aranabilir.  Zira kompleks
kuaternionlar ~ tamimlart  geregi reel
kuaternionlarin kompleks bir
kombinasyonudur. Dolayisi ile ortaya sekiz
reel bilesenden olusan bir yapi ¢ikar ki bu
durum dogal olarak sekiz boyutlu reel
matrislerin  kullamimini — gerektirir.  (4.10)
ifadesine benzer bir donisim denkleminde
sekiz boyutlu U¢ matrisin garpim gerekir.
Literatirde kompleks kuaternionik matrisler
icin yeterince yararl esitlikler retilmemistir.
Ustelik  kuaternionlarin  degisme  ozelligi
gostermemesi nedeniyle genel bir dontsiim
matrisninin elde edilmesinde de zorluklar
mevcuttur. Oysa bu calismada gorildigu gibi
kompleks kuaternionlar kompleks bilesenler
cinsinden ifade edildiginde bigim bakinindan
reel  kuaternionik matrislerle  benzerlik
gostermektedir. Bu benzerlikten yararlanarak
kompleks kuaternionlar icin dort boyutlu
matriserin  kullanlldigr  (3.14) ve (3.15)
carpim bagintilar tanimlanmustir. (3.16) ve
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(3.17) esitliginde tamimlanan 6zel matrisler
yardimiyla (3.20) kompleks kuaternionik
degisim bagintisi elde edilmistir. BOylece (4.9)
ifadesinde verilen kompleks kuaternionik
dontsim icin (4.33)’de tanimlanan 4x4
boyutundaki genel bir donisim matrisi elde
edilmistir.

Y ukarida szii edilen ifadelerde yer dlan matris
elemanlarinin kompleks bilesenlerden olustugu
hatirlanmalidir. Kompleks kuaternionlar: reel
bilesenli matrislerle de temsil  etmek
mimkindir. Her ne kadar literatirde bir
kompleks kuaternionun 8x8 reel matrisle
nasil ifade edilecegi verilse de [3] bu
matrislerle ilgili olarak kullamsgli bagintilar
tammmlanmamistir. Oysa bu calismada, daha
once 4x4  kompleks matrisler igin
gerceklestirildigi gibi, oldukcayararli (3.32) ve
(3.33) carpim bagintilart da tammlanmugtir.
(3.30) ve (3.31)’de ifade edilen 6zel matrisler
yardimiyla kompleks kuaternionik — sekiz
boyutlu reel matrisler icin de (3.34) esitliginde
tanmmlanan degisme 6zelligi kazandirilmstir.
Boylece (4.40) esitliginde verilen 8x8
boyutundaki donisim matrisi elde edilmistir.
T donislim matrisi, kompleks kuaternionlarin
reel bilesenler cinsinden ifade edilmes
durumunda donisimiin daha yain bir sekilde
ifade edilmesini ve daha az islemle
gerceklestirilmesini saglamaktadir.

Bu calismada; yukarida bahsedildigi gibi
kompleks bilesenlerden olusan 4x4 matris
boyutunda ve reel bilesenlerden olusan 8x8
boyutunda olmak Uzere iki tir donisim matrisi
tanmmlanmistir.  Hangi  donlsUm  matrisinin
kullamlacagi amaca gbre  degisir ve
kullamcinin tercihine birakilmistir. Zira (4.30)-
(4.40) matris ifadeleri elektrik ve manyetik
dam  birlestiren F=E+iH kompleks
kuaternionu, enerji ve momentum niceliklerini
birlikte ifade eden P=(E/c)+ip kompleks
kuaternionik momentumu, elektriksel yuk
yogunlugu ile akim yogunlugunu veren
J = p+iJ kompleks kuaternionu ile ¢ skaler
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potansiyeli ile A vektor potansiyelini
birlestiren V=¢p+iA kompleks
kuaternionik potansiyelin yer adigi tuim
rolativistik ~ bagintilarin - incelenmesinde

kullanilabilir. Elde edilen (4.33) donisim
matrisinin, bilesen sayisi nispeten daha az

oan R, P, J ve V Kkompleks
kuaternionlarimin  rolativistik ifadeleri icin
daha uygun bir formatta  oldugu

dustntlmektedir. Ote yandan (4.40)
dontsUm matrisi ise bilesen sayisi nispeten
daha ¢ok olan F kompleks kuaternionunun
rolativistik incelenmesinde tercih edilebilir.
Goruldigu gibi tanimlanan yapilar ¢cok yonli
kullamma agik olup rolativistik denklemlerin
elde edilmes agisindan oldukga yararlidir.
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