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Ozet: Bu calismada, K > 2 olmak iizere (pn) ve (qn) pozitif dizileri igin (—n;r) araliginda Lebesgue
anlaminda integrallenebilen 27 periyotlu periyodik f fonksiyonunun Fourier serisinin eslenik serisinin

| N, p,.q, |k toplanabilmesi hakkinda bir teorem ispatlanmstir.
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ON ABSOLUTE GENERALIZED NORLUND SUMMABILITY
OF THE CONJUGATE SERIES OF FOURIER SERIES

Abstract: In this paper , a theorem about |N, pn,qn|k summability of the conjugate series of Fourier
series of periodic f function which has 27 period and integrable in the mean of Lebesgue in the interval

(—72',72’) for positive sequences (pn) and (qn ) is proved where K > 2.
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1. GIRIS

Ozel trigonometrik seri olarak bilinen Fourier
serileri ile bu serilerin conjugate (eslenik)
serilerinin iyi bilinen toplanabilme metodu
olan (C2)
Norlund, [1] de adm verdigi Norlund
toplanabilme metodunu tanmimladi. [2] de ise
mutlak  Norlund  toplanabilme  metodu

tanimlandi ve bu metodun kuvvet serilerine
teoremler

yakimsakligr aragtirtlmistir.

uygulanmasi ile ilgili
ispatlandi.Ozel Nérlund tipi metotlarin tanimi
ve metotlar arasindaki iligkiler [3] te verildi.
[4-10] de Fourier serileri ve Fourier
serilerinin eslenik serilerinin mutlak Norlund
toplanabilmesi ile ilgili teoremler ispatlandi.
[4-10] deki teoremlerin ispat tekniklerinden
yararlanarak bu calismada, (—7,7)
araliginda anlaminda
integrallenebilen 27 periyotlu periyodik bir

f fonksiyonun Fourier serisinin conjugate

Lebesgue

serilerinin k > 2 icin |N, pn,qn|k mutlak

genellestirilmis  Norlund toplanabilmesi
incelenmistir. [1] de tamimlanan  No&rlund
toplanabilme, diziden diziye bir doniisiim
metodu ancak mutlak  genellestirilmis
Norlund  toplanabilme ise Norlund
toplanabilme yardimiyla olusturulan bir
serinin yakinsakligidir.

Calisma boyunca t e (0,7[) olmak Uzere

) wl)= f(x+t); f(x—t)
i) Ar =r -1,

i) a,; = pnjA(ij
’ r-n—l

_ Alpo ;)

rn -1

iv) b

nj

gosterimlerini kullanilacaktir.
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Ayrica  bir y fonksiyonunun (0, 7)
araliginda smirli salinimli olmasi

w(t)e BV(0,7)
gosterimiyle ,  bir (an) dizisinin siirh
olmasi

a, =0(1)

semboliiyle gosterilecektir.
Bunlarin disinda K, her durumda aym
olmast gerekmeyen pozitif sabiti
gosterecektir.
Tamm 1. f fonksiyonu (—72',72') araliginda
Lebesgue anlaminda integrallenebilen 27
periyotlu bir fonksiyon olsun.

a, _1 I f (x)cos nxdx ve
4 -

b, = % _[ f (x)sin nxdx
olmak tzere
a—2°+ i(an cosnx + b, sin nx)
n=1

trigonometrik  serisine f  fonksiyonunun
Fourier serisi veya f fonksiyonuna karsilik
getirilen Fourier serisi denir ve
a = .
f(x)~ ?0 +"(a, cosnx +b, sinnx) (1)
n=1
seklinde gosterilir. Buna ek olarak

i(bn cosnx —a, sinnx) (2)
n=1

trigonometrik  serisine f  fonksiyonunun
(1) de ifade edilen Fourier serisinin eslenik
veya tlrevi serisi denir [3].

Tamm 2. (p,) ve (q,) herhangi iki dizi

olmak Uzere
n

=2 Py  Fy=py=0,=0
v=0

olsun. (sn),Zan serisinin kismi toplamlar

dizisi olsun.
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1
:_z:pnquv (3)
r, =

ile tanimlanan doniisiime genellestirilmis
Nérlund déniisiimii denir ve (N, p,q) ile
gosterilir.

Eger limt, =s ise, Za serisine veya

N>
(Sn) dizisine s degerine genellestirilmis
Norlund toplanabilirdir denir ve

>a, =s, (N,p,.q,) veya

S, = S(N, p,.q,) ilegbsterilir [11].

Tamm 3. k>1 ve ('[n), (3) deki gibi
tanimlanmak Uzere limt, =s olsun.

n—o

| T < k
. t, —t 4
S et s @
ise Zan serisine s degerine mutlak

(N, pn,qn)kveya |N, pn,qn|ktoplanabilirdir
denir [11].

2. ESAS SONUCLAR

Teoremimizi ifade ve ispat etmeden dnce
teoremin ispatinda kullanacagimiz Lemmay1
verelim.

Lemma 1.mven herhangi pozitif sayilar

olmak tizere Vt e (O;r] icin dlizgin olarak

Z": cosvt

vem Vv
olacak sekilde 3 K > 0 sayis1 vardir [12].

<K

Teorem 2. (pn) ve (qn) negatif olmayan
diziler ve (r,) dizisi de n—>oo iken
I, — oo olacak sekilde bir dizi olsun. Ayrica

k > 2 olmak izere

w(t)e BV(0.7), 5)

5(a, )5 -0 2] ®

i=0

k-1
3 M _
n—zjﬂ nArn—l - O(l)’ (7)
n-1 k
Z;,(Pn_,- f +[Ap, .| =0() 8)
j=

sartlar1 da saglansm. Bu durumda (— 7r,7r)
araliginda Lebesgue anlaminda
integrallenebilen 27 periyotlu  bir f(t)

fonksiyonunun (1) deki Fourier serisinin
(2) de verilen conjugate serisi Kk > 2icin
t = xnoktasinda |N, p,,q, |, toplanabilirdir.
Ispat.

= Pl =D Py
v=0 v=0

olup (pn) ve (qn) negatif olmayan diziler
oldugundan (rn) de negatif olmayan bir
dizidir.
(Un (X)), (2) serisinin kismi toplamlar dizisi
olmak tizere

n
u,(x) =>(b, coskx—a, sinkx)

=1

nl%[if(t)s"‘ k(t- X)dtj

k
k=

elde edilir. Toplamm icindeki integrale
t = X —U degisken degistirmesi yaparak ve
f fonksiyonunun 27 periyotlu olmasini
da kullanarak

u,(x) Uf X —U)sin kuduJ

n

0
Uf X — u smkudu
71— T

k

=1
+ [ f(x—u)sin kuduJ
0

elde edilir. Toplamm icindeki ilk
integralde -u=y degisken
degistirmesini yaparak

27
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3

11
u, =>» =
k=1 7T

o

T

'ff X — u)coskuduj

0

Uf X+Yy smkydy
(

=3 lj' f (x +u)sin kudu
k= 17[0
-] 1

.[ f (x —u)coskudu
0

n2(% .
=> — u)sin kudu
;ﬂ ! y(u) J
=£J'y/(u)zn:sin kudu
7T 0
EJ‘[,/, t)Zsm kt}dt
T 0
elde edilir.
Boylece k>2 , z p,_,0U, ve
n v=0
limt, =u olmak lzere
nN—o
ol [
Z;) A:’ ‘tn —tn+1‘k <00 veya buna
n=

k-1

= _ k
denk olan ) [ ‘tn - tn_l‘ <0
n=1 Arﬂ—l
oldugunu gosterirsek teorem ispatlanmis olur.
(rn) pozitif ve monoton artan bir dizi
oldugundan
k-1

‘tn - tn—l‘k =

rnfl
Ar

n-1

NgE

=]
Il
LN

k-1
r k

L ‘tn - tn_l‘ yazilabilir.

Ar

M

n=1 n—

Ilk olarak,
13 1 &

tn _tn—l :_Z Py AUy, — Z Pooyva AUy
r.n v=0 n—l v=0

2 f C pn—v pn—v—l N HP-
=—|wlt —_ sin jt |dt
- ! w( ){Z;,{ e Jq; J}
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elde edilir. Koseli parantez igindeki ifadeye
Abel kismi toplama formiilii uygulandiktan
sonra  toplamlarin  sirasmi  degistirme
metodunu kullanarak

Zn:(h _ pn—v—l qu ZV:Sin Jt

v=0 rn r n-1 1=
n-1
Zsmvt2( TR J_l]qj
v=0 i\ Tn Fog
N1 n-1
ZZ( S 1Jq Zsmvt yazilabilir.
j=0 n rn -1 V=i

Buna gore kismi integrasyon metodu

uygulanarak
n-1 .
q. Zsm vt( Prj pr”” jqj }dt =0z

(P Pra
b

j=0 rn n

o y(t)=u
olmak tizere ()= y(0)=0 sarti altinda
belirli integralin tanimindan da yararlanarak

ol

o\ ]
yazilabilir.
Lemma 1 den yararlanarak son esitsizlik

= pn pn—'—
I ]
0 j=0 n nl
-1 . . V4
pn—j _ pn—J—lqj.ﬂdV/(tX
n r‘n—l 0

w(t)e BV(0,7)

oldugundan “d 1//(t)|S M olacak sekilde
0

seklinde yazilabilir.

M > 0 sayisi vardir. O halde
| P P

|tn _tn—l| = 0(1)12_0: r r,

Boylece (6) hipotezini ve k > 2 igin Holder
esitsizligini kullanarak

a; dir.
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k k-1
n-1 . . n-1 k
k pn—] pn—]—l -
ol o e P S
j=0 n n-1 j=0
k
0 1 \&E|Poj Poja
- k-1 z r B r
n i=0| 'n n-1

elde ederiz. (r,) dizisinin ézelligini ve (7)-
(8) hipotezlerini kullanarak m — oo igin

k-1
RSN
; Arn |tn tn—1|
:0(1)m | n1|an pnjlk
n=1 n—l‘ J:O‘ r rn—l
" P,y P ey |7
- 01 n-j n—j-1
( )JZ—; rn M nzﬁl‘nAr
k
g pn— pn -1
=0( L
( )E rn rn—l

elde ederiz ki bu ispati tamamlar.
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