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Makale Bilgisi OZET

Bu caligmada, multiset dizilerinin istatistiksel yakinsaklik kavrami incelenmis ve bu konudaki
temel tanimlar, 6zellikler ve teoremler ele alinmistir. Caligmada, multiset dizilerinin istatistiksel
yakimsakligr tanimlanmis, klasik kiime dizileri ile benzerlikleri ve farkliliklar1 ortaya
konulmustur. Ayrica, kuvvetli Cesaro toplanabilirlik ve diger yakinsaklik tiirleri incelenmis, bu
kavramlarin multiset dizilerine uygulanabilirligi gosterilmistir. Elde edilen sonuglar, multiset
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Ana_ht_ar Kelimeler: dizilerinin daha genel bir perspektifle ele alinmasma katki saglamaktadir. Bu ¢alismada,
Istatistiksel yakinsaklik, multiset dizilerinin A-istatistiksel yakinsaklig1 bir A = (1,,) dizisi kullanilarak elde edilecek ve
Multiset dizileri, 6nemli bazi sonuglar ortaya konacaktir.

Multiset kiimeleri.

A-Statistical Convergence of Multiset Sequences

Article Info ABSTRACT

In this study, the idea of statistical convergence within multiset sequences has been examined,
and the fundamental definitions, properties, and theorems in this context have been addressed.
In the study, the statistical convergence of multiset sequences is introduced, and the similarities
and differences with classical set sequences are revealed. Furthermore, strong Cesaro
summability and other types of convergence are examined, and the applicability of these
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Keywprds: concepts to multiset sequences is demonstrated. The results obtained contribute to the
Statls_tlcal convergence, consideration of multiset sequences from a more general perspective. In this study, the A-
Muitlset sequences, statistical convergence of multiset sequences will be obtained using a 4 = (4,,) sequence and
Multisets.

some important results will be presented.
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GIRiS INTRODUCTION)

Kiimeler teorisinin onemli o&zelliklerinden birisi, bir elemanin kiimede yalnizca bir kez
yazilmasidir. Bunun yaninda multiset kiimelerin kabul ettigi temel felsefe, elemanlarin birden fazla kez
yazilmasina izin vermesidir. Bu kabuliin temel nedeni, bu 6rneklerin giinliikk hayatta oldukg¢a fazla
goriilmesidir. 111100010... seklinde kullanilan bilgisayar kodlar1, 0 535 767...seklinde yazilan telefon
numaralar1, H,0 su molekiilii ve gakisik koklere sahip olan (x — 5)2=0 denklemi gibi durumlar multiset
kiimelerin 6rnekleridir. Her bir 6rnekte gortildiigii lizere, ayni elemanlar birden fazla kez yazilmasina
ragmen farkli gorevler iistlenmektedir. Bu sayilar birden ¢ok kez yerine bir kez kullanilirsa, sorun
cikacagi aciktir. Fiziksel sistemlerin ve verilerin incelenmesi, ¢oklu olasiliklarin ve seceneklerin ifade
edilmesi, tekrarlayan iliskilerin ve yapilarin analiz edilmesi gibi konularda multiset kiimeleri;
matematik, fizik, felsefe, mantik, dilbilim ve bilgisayar bilimi gibi alanlarda olduk¢a 6nemli bir yere
sahip olup genis bir uygulama alan1 sunmaktadir. Bu da multisetlerin esnek ve islevsel yapisini ortaya
koymaktadir. Literatiirde, multiset kiimelerinin son yillarda farkli adlar altinda bir¢ok alanda incelendigi
goriilmektedir. 1970'lerden bu yana, Bender [1], Blizard [2], Lake [3], Hickman [4], Meyer [5], Monro
[6], Knuth [7] ve Syropoulos [8] multiset kiimelerin bazi 6nemli 6zelliklerini aragtirmistir. Yine multiset
dizileri giinliik hayatta birgok yerde hayatimizda yer aldigi icin 6zellikle matematiksel alanlarda ve
mithendislik alanlarinda dikkat ¢gekmektedir [9], [10], [11], [12], [13], [14].

Multiset kiime teorisinde, [a, a, a, b, ¢, ¢] bir multiset kiimesini temsil eder ve bu kiimede a elemani
ii¢ kez, b eleman1 bir kez ve ¢ elemani iki kez tekrarlanir. Elemanlarin siralamasi ise dikkate alinmaz.
Dolayisiyla, [a, ¢, b, a, a, c] ya da [c, a, b, a, ¢, a] multiset kiimeleri, yukarida belirtilen multiset ile
esdeger olan kiimeyi ifade eder. Ayn1 zamanda bu multiset kiimeleri kisaca ifade edilmek istendiginde
la,b,cl3 2 veya{a/3,b/2,c/1} seklinde gosterilirler.

Multiset kiimeleri {izerine yapilan bu calismalardan sonra, multiset dizileri ve yakinsaklik
oOzellikleri aragtirma konusu olmaya baglamistir. Multiset dizilerinin bilinen yakinsakligi 2021'de
Pachilangode ve John [14] tarafindan incelenmis Glimiis, Giileg ve Demir lacunary dizilerini kullanarak
multiset kiime dizilerinin istatistiksel yakinsakligina farkli bir bakis a¢is1 getirmislerdir [15]. Son
yillarda, bilinen yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin genellestirilmesi olarak tanimlanan bazi
yakinsaklik tiirlerinin multiset dizileri i¢in ¢alisilmasiyla elde edilen sonuglar incelenmistir [16], [17],
[18].

Tanim 1.1. [14] N kiimesi negatif olmayan tamsayilar kiimesi olsun.
mR = {mx = x;/c;, x; € R,c; EN}
kiimesi reel sayilarin multiset kiimesi olarak adlandirilir.

Tamim 1.2. [14] R reel sayilar kiimesi olsun. Tiim elemanlar1 multiset kiime olan dizilere multiset
dizileri denir. Herhangi bir x = (x;) dizisi i¢in bir multiset kiime dizisi

mx = {x;/c;, x; € R,¢c; € Ny}
seklinde tanimlanir.

n(n+1)

Ornek 1.3. [14] N; = {1/1,2/2,...,i/i} olsun. O halde {N;} dizisi n. terimi

sahip olan bir multiset dizisidir.

elemana

Tamim 1.4. Bir multiset dizisi olan mx = (x;/c;) ’in sinirli olma sart1 Vi € N igin

JEi—D2+(¢;—c)2<B

seklinde B sayisinin var olmasidir.
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Caligmanin 6nemli diger bir kavrami olan istatistiksel yakinsaklik kavrami, 1951 yilinda Fast [19]
ve Steinhaus [20] tarafindan ayr1 ayr tanimlanmig bilinen yakinsakligi da kapsayan bir yakinsama
tiiriidiir. Istatistiksel yakinsaklik, uygulama alam1 olarak genis bir alana sahip oldugu icin
tanimlanmasindan bu yana birgok arastirmaci tarafindan farkli alanlarda ¢alisilmistir [21], [22], [23],
[24], [25], [26].

Tamim 1.5. [19] Reel sayilar kiimesinin bir dizisi x = (x;) olmak iizere her £ > 0 igin,
1
lim—|{i<n:|x;—L| =€} =0
n-on

olmasi durumunda x = (x;) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir ve bu halde x; — L(S) yazilir.
Istatistiksel yakinsak olan tiim dizilerin kiimesi S sembolii ile ifade edilir. Burada |.| ifadesi, yer aldig1
kiimenin eleman sayisimi belirtmektedir.

Bu yakinsama tiiriiniin farkli dizilerle ¢alisildigi farkli yakinsaklik tiirleri de bulunmaktadir. Bu
dizilerden birisi A = (A,,) dizileridir. A-istatistiksel yakinsaklik Mursaleen tarafindan 2000 yilinda
tanimlanmugtir [27].

Tamim 1.6. Pozitif sayilarin azalmayan bir 4 = (1,,) dizisin - o0 i¢in A, <A, + 1, 4; =
1 sartlarii saglayan bir dizidir. Burada [, aralig1 I, = [n — A,, + 1,n] olarak tanimlanir. Bu diziler
yardimiyla tanimlanan genellestirilmis de la Valée-Pousin ifadesi

1
ti(x) = ZZieIn Xi

seklindedir ve eger n — oo i¢in t,(x) = L oluyorsa x = (x;) dizisi L sayisma (V, 1) — toplanabilirdir
denir. Buna gore kuvvetli Cesaro toplanabilir diziler kiimesi ve kuvvetli [V, A] —toplanabilir diziler
kiimesi sirasiyla

n
1
[c,1] = {x = (x): lim —lei L =0 }
noene

Ve

n
1
[V,A] =<{x = (x;): lim —lei —L=0
n—)ooln

i€ly
seklindedir. Bu kiimelere ait diziler ise x; —» L[C, 1] ve x; — L[V, A] ile gosterilir.
Bu sartlan saglayan tim A = (A,,) dizilerinin kiimesi A sembolii ile gosterilir.

Tanmim 1.7. [27] Reel sayilar kiimesinin bir x = (x;) dizisi verilsin. Her € > 0 igin,

1
lim /l_l{i El;:|lx;—Ll=¢€}|=0

n—-oo

oluyorsa x = (x;) dizisinin L sayisina A —istatistiksel yakinsak oldugu ifade edilir. Bu halde x; — L(S;)
yazilir ve A —istatistiksel yakinsak olan tiim dizilerin kiimesi S ile gosterilir.

Biitiin bu ¢aligsmalardan sonra multiset kiimelerin istatistiksel yakinsakligi Debnath ve Debnath
tarafindan tanimlanmistir [28].

Tamim 1.8. [19] x = (x;) dizisi reel sayilarin bir dizisi ve ¢ = (¢;) € N olsun. mR kiimesinin
bir

mx = (x;/c;) dizisi i¢in her € > 0 oldugunda,
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1
lim E|i§n:\/(xi—l)2+(ci—c)2 >¢e|l=0

n—oo

oluyorsa mx dizisi [/c € mR sayisina istatistiksel yakinsaktir. Bu halde mx — [/c(S) yazilir.

BULGULAR (RESULTS)

Bu boliimde, reel sayilardaki multiset dizilerinin A —istatistiksel yakinsakligma iliskin tanimi
yapilmis, bu konuyla ilgili baz1 6zellikler ele alinmis ve ilgili teoremler sunulmustur.

Tamim 2.1. mR multiset kiimesinin bir mx = (x;/c;) dizisi verilsin ve ayn1 zamanda [/c € mR
olsun. Ve > 0 i¢in,

lim % {i€hVGi—D7+ (-2 =¢)|=0

n—-oo n

oluyorsa mx = (x;/c;) dizisi l/c sayisina A —istatistiksel yakinsaktir denir ve mx — [/c(S;) veya
Salimmx = 1/c seklinde gosterilir.

Tanim 2.2. mR multiset kiimesinin bir mx = (x;/c;) dizisi verilsin ve ayn1 zamanda [/c €
mR olsun. Ve > 0 i¢in,

1
lim —
n—oo n

PR CEDEACEDEE
i=1

oluyorsa mx = (x;/c;) dizisinin [/c sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir oldugu ifade edilir. Bu
durum mx — l/c(o) ile gosterilir.
Tamim 2.3. mR multiset kiimesinin bir mx = (x;/c;) dizisi verilsin. Ve > 0 oldugunda,
1
lim —Z Ve —D2+(c;—¢)2 =0

n-oo ]
" e,

oluyorsa mx = (x;/c;) dizisi [/c € mR sayisina kuvvetli (V, 1)-toplanabilirdir denir ve bu hal mx —
l/c(Vy) ile gosterilir.

Asagidaki teorem S; ve I/; kiimelerinin elemanlari arasindaki iliskileri incelemektedir.
Teorem 2.1. 1, € A ve mx = (x;/c;) multiset dizisi verilmig olsun.

i) Eger mx — [/c(V)) ise bu durumda mx — [/c(S,) dir.

ii) Eger mx — [/c(S;) ve mx dizisi sinirl ise mx — [/c(V)) dir.

iii) o, sirli kiime dizilerini gostermek tizere, S; NIy, = [V, A]Nl dir.

ispat:

1) Kabul edelim ki € > 0 ve mx — [/c(V;) olsun. Buradan,

V@ -0+ @-orz Y @D+ (o7

i€l 1€l

(xi—=D?+(c;j—c)? =&
>¢ |{i €L/ — D2+ (¢; —c)? = s}l

elde edilir. Gerekli islemler her iki taraf i¢cin uygulandiginda,
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—llm—z\/(xl )? +(c—c)2>11m—|{lel o —D2+ (¢ —c)2=e}[=0

E ‘n—)OO
i€l,

bulunur. Tanimdan dolayz,

lim l|{l € ly:y/(x; — D2+ (c; —c)? = e}| =0

n-oon
olur ki buradan mx — [/c(S,) elde edilir.

il) mx = l/c(V3) ve mx = (x;/c;) multiset dizisi siirli olsun. O halde smirlilik tanimidan
|\/ ;= D2+ (¢; — c)2| < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir.

Her e > 0 igin,

1 1
ZZiEIn\/(xi - D%+ (c;— C)Zzzz i€l, Vi = D%+ (¢; —¢)?
|‘/(xi—l)2+(cl-—c)2|25

+% Z JE =D+ (¢ — 0)?

n i€,

|\/(xi—l)2+(c,-—c)2|<e

|V — D%+ (c; —c)?| = ¢ elemanlart yerine M sayisy; |\/(xl- —D?2+(c;—c)?|<e

ifadesi yerine € yazilirsa,

iZieIn\/(xi -D24+(c;—0)? > %Hl € I,: |\/(xl- — D2+ (¢; — c)2| > g}| +¢

bulunur. Teoremin ifadesinden dolay1 esitsizligin sol tarafinin limiti 0 oldugundan sag tarafin limiti de
0’dir. Dolayisiyla mx — 1/c(V;) elde edilir.

iii) 1 ve ii siklarindan yararlanildiginda ispat agiktir.

Bir sonraki teorem S ve S, kiimeleri arasindaki iligki incelemektedir.

Teorem 2.2. 1, €A ve mx = (x;/c;) multiset dizisi verilmis olsun. Al_r)rolo inf %" >0
oldugunda mx — [/c(S) ise mx — [/c(S;) dir.

Ispat: Farzedelim ki lim lnf > 0 olsun. Bdylece yeterince biiyiik n dogal sayilar1 igin % >

n—oo

6 kosulunu saglayan bir § > 0 sayisi bulunmaktad1r. Her ¢ > 0 igin [, araliginin tanimindan,

%HiSn:\/(xl l)2+(c—c)2>s}| 1|{l€1 (= l)2+(Ci—C)228}|

1
>0 —
_5/111

{i €Ly (i —D*+ (¢; — )% = 5}|
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olur. Her iki tarafin limiti alinirsa,

1lim 1|{l <n:/(x; — D%+ (¢; — ¢)? 2£}| > llmll{i € I/ (x; — D% + (¢; — ©)? 28}| >0

n-oon n—>ooﬂ

ve dolayisiyla, 71im % |{l € In:y/(x; — D? + (¢; — )% = £}| = 0 yani mx — [/c(S;) elde edilir.

Teorem 2.3. 4,, € A ve mx = (x;/c;) multiset dizisi verilmis olsun. Eger mx — [/c(V3) ise bu
durumda mx — l/c(o) dir.

Ispat: mx — [/c(V;) olsun. Tanimdan, Ve > 0 icin,

lim —Z JEG—DZ+ (=02 =0

n—>oo
i€l

oldugu agiktir. I, = [n — A, + 1,n] arahgl ve ¥n € N igin 4,, < n olusu goz 6niine alindiginda,

ZJ(x “DEt (G- 0F = Z V@& E+ @0 +2 > G- DF+ (G 0

i€l

—n
% Zl: VOi=D?+(a =) +%Z V& — D2 + (¢ — ¢)?

i€l

2
R (CRIEICED,

i€l,

ve dolayisiyla,

0< lim = ZJ(x—l) +(c—c)2<211m—z\/(xl DZ 1 (¢, — c)?

n-on
i€l,

istenen sonug elde edilir.

TARTISMA VE SONUCLAR (DISCUSSION AND CONCLUSIONS)

Multiset dizileri i¢in bilinen yakinsaklik kavrami, verilen bir € komsulugu disinda dizinin sonlu
tane elemani bulunmasi olarak ifade edilir. Bunun yaninda istatistiksel yakinsaklik dizinin komsulugu
disinda sonsuz eleman kalmas1 fakat bu elemanlarin dogal yogunlugunun sifir olmasi ile tanimlanir. Her
iki tamima bakildiginda istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak oldugu fakat yakinsak bir dizinin
istatistiksel yakinsak olamayabilecegi goriiliir.

Multiset dizileri i¢in ¢alisilmis olan yakinsaklik tiirlerinin baz1 6zel diziler veya 6zel fonksiyonlar
kullanilarak 6zellestirilmesi toplanabilme teorisinde oldukga tercih edilen c¢alismalar arasindadir. Bu
diziler arasinda en Onemlilerinden birisi de A = (A,,) dizileridir. Bu dizilerin sahip oldugu temel
ozellikler elde edilen sonuglarda farkliliklar olusturmaktadir. Bu nedenle A — istatistiksel yakinsaklik
ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligkiler onemlidir. Bu calismada bu iligkisel teoremler
incelenmistir.
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