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Ozet

Bir dagilim fonksiyonunun parametrik olmayan tahmin edicisi yinelenmis fonksiyon sistemleri kullanilarak
elde edilebilmektedir. Bu yonteme gore, bir dagilim fonksiyonunun tahmin edicisi, (X;, X,,...,X,)
orneklemine bagli olan bir p parametre vektorii ve w afin doniistimleri ailesine gore tanimlanan 7' daralma
operatoriiniin bir sabit noktasi olarak diisiiniilmektedir. Doviz kuru verisi lizerinde yapilan uygulamadan elde
edilen sonuglar bir 6rnek olarak gosterilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Fraktallar, yinelenmis fonksiyon sistemleri, dagilim fonksiyonu, parametrik olmayan
tahmin, yogunluk tahmini

Abstract
Estimating the distribution functions by iterated function system

A class of nonparametric estimators of a distribution function base on the theory of iterated function systems
(IFS). The estimator is considered as the fixed point of a contractive operator T defined in terms of a vector of
parameters p and a family of affine maps which can be both depend on the sample (X;, X,,....X,). An
application to exchange data is showed as an example.

Key Words: Fractals, iterated function systems, distribution function estimation, nonparametric estimation,
density estimation.

1. Giris

Yinelenmis fonksiyon sistemleri (YFS) fraktallarin olusmas: icin ¢ok kullamigh bir aractir. Latincede
“fraktus” dan gelen fraktal terimi 1975 yilinda Benoit Mandelbrot tarafindan ortaya atilmistir[1]. Fraktal,
diizensizlik i¢inde diizen arz eden sekillerdir; tipki kirilmis bir tas parcasi gibi diizenli olmayan geometrik
bigimlerdir. Cantor kiimesi ilk ve en basit fraktal 6rnegidir. iki boyutlu fraktallara diger bir drnek ise
Sierpinski iicgenleridir [2].

Seksenli yillarin ortasinda, kesikli dinamik sistemler kuraminin uygulamalari, birbirine benzer kiimelerin
ve fraktallarin olusmasi sonucunda yinelenmis fonksiyon sistemleri kavrami ortaya atilmistir [3].

Tanmm 1. 0<f<! olmak iizere, diizlemde n tane P;, P;,..., P, noktasi verildiginde V i=1,2,...,n i¢in
Ai(P) = f (P-P; )+P; olacak bicimde {A; A;,..., A,} kiimesi elde edilir. Tanim kiimesi iki boyutlu diizlem
olan {A,, A,,..., A,} kilmesine “yinelenmis fonksiyon sistemi” denir [4].
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Ornek: Diizlemde bir tane P = (xo , yo) noktasi olsun. e (0,1) olmak iizere F, noktasi i¢in A(P)= S(P-

Py)+ Py, A(Py= Py oldugundan P, , A fonksiyonun bir sabit noktasidir. 0 <f </ oldugundan A,
diizlemde P, ‘a yakin herhangi bir noktaya hareket eder. Gergekten, p = ( X,y ) iken A(P) - A(Py) = (P -

Py) olur ki burada Pile P, arasindaki uzaklik £ ile daraltilmistir. Bu sebeple, f’ya daraltma c¢arpani denir.
A fonksiyonun birinci yinelenmesi ile diizlemdeki bir P noktasindan P, noktasina yaklasilir. Birinci
yineleme sonucu P noktasindan A(P) noktasina gelinir. ikinci yineleme icin yeni baslangi¢ noktasi
P=A(A(P)) alinmak suretiyle isleme devam edilir; ikinci yineleme sonucunda yeni nokta AX(P) ye gelinir
ve P, noktasina bir adim daha yaklagilir. Bilinen bir 6rnek olarak, Cantor kiimesinde P, noktasi,

P, = (1 , O) olup daraltma faktorii £ =1/3 tiir.

Yinelenmis fonksiyon sistemleri bir fonksiyona yaklagim i¢in de kullanilabilir. (E,d) tam metrik uzayinda
bir nokta olarak goriilen bir f fonksiyonuna yaklasmak istendiginde, ama¢ d(f,f) uzakhigi en kiiciik
olacak sekilde, T E—E, Tf =/ biciminde, tek bir f* sabit noktali 7 daraltma operatorii kurmaktir.
Burada metrik, metrik uzay ve tam metrik tanimlar1 sdyledir:

Tamim 2: E bos olmayan bir kiime ve d:ExE — [I, i)V x,y € E icin d(x,y)>0 ii) d(x,y)=0 & x =y iii)
Vxy €FE icin dix,y) = dly,x) iv) Vxy, z €FE icin dix,y) < d(xz) +d(zy) sartlarim sagliyorsa, d
fonksiyonu E {izerinde bir metrik olur ve (E,d) ikilisi de bir metrik uzay olarak tanimlanir. Bir (E,d) metrik
uzay1 icinde her Cauchy dizisi bir limite yakinsiyorsa bu metrik uzaya tam metrik uzay denir.

Burada yakinsak her dizi bir Cauchy dizisi oldugundan ve yinelenmis fonksiyonlarin degerleri de bir dizi
gosterdiginden her bir yinelenmis fonksiyonun kendisi tam metrik uzayda bir nokta olarak tanimlanabilir.
Daraltma operatorii olarak tanimlanan 7 fonksiyonunun bir f* gibi sabit noktas1 vardir ve 7 f= f dir.
Burada verilen T operatorii YFS tanimindaki S ile bire bir benzerlik gostermektedir.

YFS’ nin, goriintii isleme kuraminda, olasiliksal biiytime modellerinde ve rastgele dinamik sistemler
kuraminda da bazi 6nemli uygulamalari bulunmaktadir. Ozellikle YFS ‘nin  goriintii sikistirma
yonteminde kullanilmasi ile konu giincellik kazanmustir [5].

2. Dagilim fonksiyonunun tahmini

Son yillarda, yinelenmis fonksiyon sistemlerinin istatistik kuraminda, dagilim fonksiyonlar1 ve dolayisiyla
olasilik yogunluk ve karakteristik fonksiyonlarin tahmininde de kullanildigr goriilmektedir [6]. Bu
kullanimda, E, bir [0, 7] kompakt kiimesi iizerinde tanimli dagilim fonksiyonlarinin uzayini ve d ise sup-
norm uzakligini gostermektedir. Bu durumda GeE olan herhangi bir dagilim fonksiyonu G’nin  YFS T
operatorii altindaki goriintiisii,

N
TG (x)= Y piGw;'(x)) (1

i=1

biciminde tanimlansin. Burada, w; ler, wi(x)=a;+s;x bicimine tek boyutlu afin doniisiimler ve w; ! ler,
w;’lerin ters fonksiyonu olup siirekli ve artandir. YES ‘nin katsayilari olan p;’ler olasilik dagilimidir (X
pi=1ve p=>0). w;ve p;/ler hedef olarak verilen F dagilim foksiyonuna baglidir. Afin doniisiimlerin ve p;
lerin sayisii gosteren N tamsayisi, istenilen yakinsamanmn kalitesine bagli olarak 7’nin bir F~ sabit
noktasii¢in d( F ", F) < ¢ olacak bicimde, N=N, olarak secilebilir[8].

YFS yonteminde temel sorun, w; doniisiimlerini ve p; katsayilarini belirlemektir. Bir F hedefi i¢in w; afin
doniisiimlerinin kiimesi ve p; katsayilart bir minimizasyon isleminin sonucunda bulunabilir. Ancak ¢ogu
zaman, hedef F bilinmediginden, w; doniisiimleri ve p; katsayilar1 (x;, x5, x3, ...,x,) 6rneklem verisinden
bulunabilir. Bu yaklagimda, nce bir N i¢in dalgacik doniisiimleri se¢ilir ve ardindan

p'Op+b'p+c
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karesel bigimini kurmak i¢in M>N olmak iizere m= ( m;, my, ms,...,my ) Orneklem momentleri kullanilir.
Burada O=0(m), b=b(m) ve c=c(m) dir. @ icin minimizasyon probleminin ¢oziimii p; katsayilarindan
olusan p =( p;, pz,...,py ) vektoriinii verir. Bu karesel bi¢im, YFS momentleri ile m drneklem momentleri
vektorii arasindaki uzakligr 6l¢cmektedir.

w; afin doniisiimlerine dalgacik doniisiimleri de denir. Dalgacik doniistimleri
1
W = {vl = Iy = P Wy = Wy =y =y =l | @)

bigiminde kurulur. Burada hy= (x+j-DA2") , i=1,2,...,i j=1,2,...,2 olupi"
N=>2' 3)
i=1

olacak biciminde tanimlanir.

Tam metrik uzaya afin doniisiimler kullanilarak kurulan YFS’ler basit ve kolay islenebilir. Gercekten eger
T, F sabit noktasina sahip bir YFS ise, 7 nin Fourier doniisiimii de bir sabit noktaya sahip olur. Bu sabit

nokta, F sabit noktasinm bir Fourier doniistimiidiir. Boylece YFS’nin Fourier doniisiimii de bir YFS
doniisiimiidiir ve asagidaki gibi yazilabilir:

Bo(1) = pe " P(s,1) . (4)

Burada B karakteristik fonksiyonlar uzayi iizerindeki bir operatordiir. Bir kez w; ve p; ‘ler elde
edildiginde dagilim fonksiyonuna ve Fourier doniisiimiiniin tahmin edicisine asagidaki gibi sahip olunur:

Fo =$Zéf (k)

Burada é , B’nin sabit noktasidir [6].

3. Sayisal Ornek

T.C.Merkez Bankast ABD Dolar1 satis kurunun 2.1.2004 ile 29.11.2004 tarihleri arasindaki 228 giinliik
kapanis fiyat1 TL olarak x, ile gosterilsin. Dolarin TL karsindaki getirisini ifade eden yiizde degisimler
dizisi z,= (log x,-log x,;) Tablo 1’de verilmis ve Sekil 1’de gosterilmistir.

Gorgul Dag. ve YFS Tahmin Edicisi(Kirmizi)

)

T T T T T T T T
o 50 100 150 200 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Index

Sekil 1. Dolar kuru yiizde degisimleri Sekil 2 Dagilim fonksiyonunun gorgiil
ve YFS (merdiven) tahmin edicileri
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Ekonomik kriz sonrasi dalgali kur rejiminin uygulandigr bu dénemdeki degisimlerin olasilik dagiliminin
tahmini olarak once gorgiil dagilim elde edilmis buna YFS tahmin edicisinin nasil uyum sagladigr Sekil
2’de gosterilmistir. Biiylik 6rneklem icin gorgiil dagilimin, bilinmeyen dagilim fonksiyonuna yakinsamasi
beklenen bir durumdur[8]. Sekil 2°de YFS tahmin edicisinden elde edilen grafigin de gorgiil dagilim ile
cakistigi gozlenmektedir. YFS tahminlerinin hesaplanmasindan agik sistem R dili i¢in yazilmig olan IFS
programi kullanilmistir [7]. IFS programi asagidaki alti adimlik islem dizisini uygulamaktadir:

A1) Orneklem momentlerinin hesaplanmasi,

A2) w doniisiim ailesinin se¢ilmesi,

A3) Karesel bicimin kurulmasi ve ve p i¢in ¢oziilmesi,

A4) T yinelemesine baslamak i¢in bir dagilim fonksiyonun alinmasi (tekdiize dagilim),
AS5) En fazla 5 yinelemeden sonra yinelemenin sona erdirilmesi,

A6) T’nin sabit noktasinin F(x)’in tahmini olarak alinmasi.

Bilinmiyen bir F' dagilim fonksiyonuna sahip X rastlanti degikenden alinan n tane bagimsiz ve ayn
dagilima sahip X; Xa,..., X, rastlanti degiskenleri verilsin. Gorgiil dagilim fonksiyonu bilisnmeyen F
dagilim fonksiyonunun uyaygin olarak kullanilan bir tahmin edicisidir ve

F(x) :121 (X, <x) (5)
n i=1

ile ifade edilir. Burada 1(.) ile gosterilen gosterge fonksiyonudur. Sonuglarin gorgiil dagilimla
karsilastirilmasi icin x’in tanmim araligi (0.01-0.005) olarak verilmistir. Gorgiil birikimli  bagilim
fonksiyonu her gézlemde I/n kadar adim artan bir adim fonksiyonudur.

Kiiciik 6rneklem durumu i¢in, bilinen bazi kuramsal dagilim fonksiyonlarimin YFS tahminlerinin gorgiil
dagilima gore daha iyi sonuglar verdigi lacus ve La Torre tarafindan gostermistir [9]. Kisa bir seride de
YFS tahminlerinin kullanilabilir oldugunu bir 6rnekle gostermek icin, 228 uzunlugundaki giinlik ABD
Dolar kuru degisimleri serisinden sistematik olarak 9 giinlitk donem atlatilarak 25 noktal1 yeni bir seri elde
edilmistir (Tablo2). Bu kiiciik 6rneklem icin elde edilen YFS tahminleri ile hem kiiciik 6rneklemden hem
de biiyiikk orneklemden (228 noktadan) elde edilen gorgiil dagilimlar Sekil 3’de verilmistir. Biiyiik
orneklemin gorgiil dagilimina yaklagma bakimindan, kiiciik 6rneklem YFS tahmin edicisinin, diger kiiciik
orneklemin gorgilil dagilimindan daha uzak olmadig1 gézlenmektedir. Uzaklik 6l¢iisii olarak kullanilan
ortalama karesel fark degerleri 0.00022 ile 0.00041 olarak hesaplanmistir. Bu sonu¢ YFS tahminlerinin
kullanilabilir oldugu konusunda bir fikir vermektedir. Kiiciikk orneklemlerde YFS tahminlerinin gorgiil
dagilim fonksiyonlarindan daha iyi oldugu lacus ve La Torre, tarafindan yapilan kapsamli Monte Carlo
caligsmalari ile gosterilmistir [10][11]. Bu drnekte de ayni1 sonu¢ dogrulanmaktadir.

T T T T T T T
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

ax

Sekil 3 . Kiigiik 6rneklem YFS tahmini (noktali), kiigiik 6rneklem
gorgiil dagilim (en iistte) ve biiyiik 6rneklem gorgiil dagilim(en altta)
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Tablo 1. Dolar kuru degisimleri (Siitunlar halinde)

1-25 25-50 5175 76-100 101-125 126-150 151-175 176-200 201-228
-0.00183 | -0.00245 | 0.00005 0.01144 0.00576 | -0.00976 | -0.00635 | -0.00308 | 0.00027
-0.00287 | -0.00308 | 0.00352 001448 | -0.01632 | -0.00822 | -0.00124 | 0.00641 | -0.00400
0.01297 | -0.01495 | 000412 | -0.00002 | 0.00449 | -0.01282 | -0.01513 | 0.0065 | -0.00501
-0.00584 | -0.00285 | -0.00691 | -0.00893 | -0.00151 | -0.00347 | 0.00240 | -0.00568 | 0.00343
0.00020 0.00424 0.00060 0.02572 0.01362 0.00491 0.00623 0.00638 0.00190
0.00172_| -0.00216 | 0.00019 0.00916 0.00455 0.00026 | -0.00015 | 0.00723 | -0.00305
-0.00470 | 0.00153 | -0.00059 | 0.01528 | -0.01387 | 0.00104 0.00950 001664 | -0.00156
-0.01687 | 0.00376 0.00506 | -0.01598 | -0.01702 | -0.00039 | -0.00971 | -0.00791 | 0.00374
-0.00196 | 0.00153 | -0.00267 | 0.01012 | -0.00304 | -0.00733 | 0.0049 | -0.01120 | -0.00385
0.00855 0.00053 | -0.00179 | 0.01602 0.00978 | -0.00149 | -0.00105 | -0.00570 | 0.00000
-0.00363 | -0.00308 | -0.00150 | -0.00838 | 0.00567 0.00179 0.00679 | -0.00426 | 0.00118
-0.00165 | -0.00366 | -0.00081 | 0.00240 | -0.00279 | 0.00132 0.00379 0.00145__| -0.00300
0.01130 0.00696 | -0.00264 | 0.02080 001166 | -0.00615 | 0.01387 0.00439 | -0.00426
-0.01207 | -0.00197 | -0.00416 | 0.03352 0.00268 0.00749 0.01427 0.00098 | -0.00210
-0.00505 | -0.00492 | 0.00610 0.00596 | -0.01328 | 0.00758 | -0.01074 | -0.00023 | -0.00256
-0.00276 | -0.00043 | -0.00322 | -0.01342 | 0.00019 0.01007 0.00697 0.00100 | -0.00311
-0.00126_| 0.00918 0.00977 0.01661 -0.00099 | -0.00337 | -0.00401 0.00371 0.00164
-0.00120 | -0.00256 | 0.01327 | -0.00871 | -0.00049 | 0.01096 0.00329 | -0.00304 | -0.00102
-0.00288 | 0.00018 | -0.00816 | -0.00194 | -0.00510 | 0.01052 | -0.00292 | -0.00202 | 0.00031
0.00417 | -0.00666 | 0.01446 0.01311 0.00480 | -0.00019 | 0.00199 | -0.00029 | -0.00177
000913 | -0.00246 | 0.00752 000322 | -0.00100 | -0.01130 | -0.00074 | -0.00407 | -0.00154
0.00286 0.00109 | -0.00600 | 0.00065 0.00086__ | -0.00387 | 0.00386 | -0.00131 | -0.00572
-0.01180 | 0.00397 001244 | -0.01254 | 000156 | -0.00676 | -0.00503 | 0.00055 0.00010
0.00865 | -0.00155 | -0.00585 | -0.01180 | -0.00039 | 0.01006 | -0.00166 | -0.00398 | -0.00262
0.00698 | -0.00354 | -0.00613 | -0.00817 | -0.00337 | 0.00412 | -0.00475 | -0.00073 | -0.00273

-0.00579
-0.00061
-0.00112
Tablo 2 Dolar kuru degisimleri kisa seri (Satirlar halinde)
-0.001955 | -0.001199 | -0.003079 | -0.003075 | -0.006656 | -0.006907 | -0.002644 | -0.006002 | 0.009162
0.005959 |-0.011802 |-0.017024 | -0.000993 | -0.009761 | -0.001488 | 0.010522 |-0.015135 | 0.003788
-0.000735 | 0.006377 |0.000983 |0.000549 |-0.001556 |-0.003111 |-0.002733

4. Sonug ve Oneriler

Bu makalede, son yillarda ortaya atilan, YFS ile dagilim fonksiyonun tahmini konusu kisaca tanitilmis ve
gercek veri kiimesi kullanilarak sayisal bir 6rnek verilmistir. Yontemin bilgisayar yazilim programlarinin
R acik sistem dili altinda gelistirilmis olmast konunun sayisal 6rneklerle incelenmesini
kolaylastirmaktadir. Gergek bir veri kiimesi ile yapilan uygulamada, hem biiylik hem de kiiciik 6rneklem
icin, YSF tahmininin, gorgiil dagilimdan farkli olmadig: grafik inceleme ile goriilmiistiir. YSF ile yapilan
dagilim fonksiyonu tahminlerinin basarimini, ¢arpik ve basik kalin kuyruklu dagilimlar dahil olmak iizere,
bilyiik ve kiiciik orneklemler ayiriminda, ¢ekirdek tipi parametrik olmayan yontemlere karsi test etmek
icin yeni Monte Carlo ¢alismalarinin yapilmasi dnerilmektedir.
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