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Matematiksel Istatistik Boliimii,  We take a different approach to prove the infinitude of the prime numbers

Umes, Isveg by utilizing the Hales—Jewett Theorem. This method allows us to examine
the distribution of primes while observing how they are situated within
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Giris

Ramsey teorisi, kiimelerin parcalanmasi sirasinda belirli 6zelliklerin nasil korundugunu inceleyen kom-
binatorigin bir dalidir. Ramsey teorisi, belirli bir S kiimesi ve bir P 6zellligi i¢in, S herhangi bir sonlu alt
kiimeye pargalandiginda, alt kiimelerden en az birinin P 6zelligini koruyup koruyamayacagini aragtirir.
Ramsey teorisinin temelleri, Frank Ramsey tarafindan atilmistir. 1930 yilinda yayinladi§i, On a Problem
of Formal Logic Ramsey [1] makalesinde, daha sonra Ramsey Teoremi olarak adlandirilacak 6nemli bir

sonucu ortaya koymustur.
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Teorem 1 (iki renk icin Ramsey Teoremi, Ramsey [1]). Eger s,¢ > 2 pozitif tam sayilar ise, o zaman

Oyle R tam sayis1 vardir ki, R koseli tam ¢izge olan K r’nin her ikili kenar-boyamasinda (kirmizi ve

mavi renkleriyle) ya kirmizi bir K alt cizgesi ya da mavi bir K alt cizgesi mevcuttur.

Literatiirde, verilen s,t > 2 pozitif tam sayilarina karsilik iki renk icin Ramsey teoremini saglayan
R degerleri arasindaki en kiigiik pozitif tam sayiya, s ve ¢’ye bagli Ramsey sayist denir ve R(s,t) ile
gosterilir. Ramsey teorisi, yalnizca kiimelerin parcalanmasini incelemekle kalmaz, ayni zamanda bu
yapilarin icindeki belirli kombinatoriksel desenlerin varligini da sorgular. Bu ¢ercevede Ramsey teorisi,
belirli kiimeler ve bu kiimeler lizerinde taniml 6zellikler, matematiksel yapilar ¢oziimlemek icin giiglii
bir ara¢ sunar.

1916 yilinda Issai Schur, Ramsey teorisinin en erken sonuclarindan birini ortaya koymus ve bu sonug

Schur Teoremi olarak bilinmektedir.

Teorem 2 (Schur Teoremi, Schur [2]). Eger pozitif tam sayilar sonlu sayida renkle boyanirsa, her zaman

x + y = z denklemini saglayan tek renkli bir ¢oziim vardir.

Tam say1 kiimesi iizerinde asikar olmayan k-terimli bir aritmetik dizi, baslangic degeri a € Z ve ortak
farki d # 0 olmak iizere a,a + d, . ..,a + (k — 1)d seklinde tanimlanur.

Bir S kiimesinin r-renkli boyamasi, S kiimesine atanmug bir x : S — C fonksiyonudur ve burada
|C| = r dzelligini saglar. Bu tiir boyamalar altinda belirli desenlerin korunup korunmadigini incelemek,
Ramsey tipi problemlerin temelini olusturur.

1927 yilinda Hollandali matematik¢i Bartel Leendert van der Waerden, bu baglamda aritmetik dizilerle

ilgili Ramsey teorisinin en temel sonuclarindan birini ortaya koymustur.

Teorem 3 (van der Waerden Teoremi, van der Waerden [3]). Her k,7 € Z™ igin, 6yle bir W (k,r)
tam sayist vardir ki, {1, 2, ..., W (k,r)} kiimesinin herhangi bir r-renklendirmesi verildiginde bu kiime

icerisinde tek renkli agikar olmayan k-terimli bir aritmetik dizi mevcuttur.

Bu sonug, aritmetik dizilerin kaginilmaz bi¢imde ortaya ciktigini gostererek Ramsey teorisinin giiglii
dogasini gozler Oniine sermektedir.

Graham ve Rothschild’in Ramsey teorisinin incisi oldugunu iddia ettikleri Hales-Jewett teoremi, 1963
yilinda Alfred W. Hales ve Robert I. Jewett tarafindan [4] ¢calismasinda yayimlandi. Bu teorem, yalnizca
renkli kiime boyamalarinda asikar olmayan aritmetik desenlerin varligini degil, ayn1 zamanda bu desenle-
rin nasil ve ne zaman ortaya ¢ikacagim da belirler. Hales-Jewett teoremine gore, keyfi t,r € Z* tam
sayilari igin, dyle minimum bir H.J(t,r) tam sayst vardir ki, eger N > H.J(t,r) ve [t]"V kiimesi r
renkle boyanmus ise o zaman ([t] U {x})" iginde bir kok olan 7 kelimesi bulunur ve bu kokle iiretilmis
L, kombinatorik dogrusundaki tiim elemanlar ayni renkte olur.

Hales—Jewett teoremi, Ramsey teorisinin yapisal derinli§ine ulagsan ve bir¢cok sonug i¢in ¢ergeve sunan
giiclii bir aractir. Ozellikle, van der Waerden teoremini kapsayan daha genel bir sonu¢ olmasi acisindan
dikkat ¢ekicidir. Bu teoremi kullanarak van der Waerden teoreminin nasil kanitlanabilecegiyle ilgili
olarak Nislund’un ¢aligmasina bakilabilir [5]. Hales—Jewett teoremini daha iyi kavrayabilmek icin
gerekli tanimlar ve araglar bir sonraki boliimde sunulacaktir.

Erd6s ve Turdn, Ramsey teorisine yaptiklar1 6nemli katkilarin ardindan 1936 yilinda daha giiclii bir
varsayim ileri siirmiigtiir. Bu varsayima gore, pozitif list yogunluga sahip pozitif tam sayilarin herhangi

bir alt kiimesi, keyfi uzunlukta agikar olmayan aritmetik diziler icermelidir (Erdés ve Turan [6]).
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Tammm 1. A C N olsun. A kiimesinin iist yogunlugu su sekilde tanimlanir ve d(A) ile gosterilir:

- A 1,2,...,N
d(A)zlimsup| n{L2,..., }|
N—r00 N

Ayrica, 0 < d(A) < 1.

1953’te Klaus Roth [7], Fourier analizi kullanarak 3-terimli aritmetik diziler i¢in Erd6s-Turan varsayimi-
nin dogru oldugunu kanitladi. Daha sonra, 1975’te Endre Szemerédi [8], kombinatorik saheser olarak
anilan bir kanitla, varsayimi tamamen ¢6zdii. Roth ve Szemerédi’nin teoremleri, toplamsal kombinatorik-

te c181r acan basarilar olarak kabul edilir.

Teorem 4 (Szemerédi Teoremi, Szemerédi [8]). Pozitif tam sayilarin pozitif tist yogunluga sahip her alt

kiimesi, keyfi uzunlukta agikar olmayan aritmetik diziler icerir.

Ramsey teorisi, matematikgiler tarafindan ¢esitli nemli teoremleri kanitlamak i¢in kullanilan giiglii bir
aragtir. Ornegin, asal sayilarm sonsuzlugunun gesitli ispatlari, Ramsey tipi teoremlerden faydalanilarak
da elde edilmisgtir.

2015 yilinda Alpoge [9], tam sayilarin toplamsal diizenliligi ile asal carpanlarina ayrilmalari arasinda
ilging bir baglanti kurmustur. Alpoge, calismasinda van der Waerden teoremini kullanarak asal sayilarin
sonsuzlugunu gostermigtir. Toplamsal kombinatorik yoluyla elde ettigi bu ispat, toplamsal say1 teorisi
ile carpimsal say1 teorisi arasindaki derin bagi ortaya koymaktadir.

Alpoge’nin ¢aligsmasinin ardindan, 2017 yilinda Granville [10], asal sayilarin sonsuzluguna dair yeni bir
ispat sunmustur. Ispatinda van der Waerden teoremini ve iinlii Fermat teoremini kullanmistir; bu teorem,
tam kareler kiimesinde dort terimli aritmetik dizilerin bulunmadigini ifade etmektedir.

2021 yilinda Elsholtz [11], asal sayilarin sonsuzlugunu toplamsal kombinatorik ve Ramsey kuramindaki
onemli sonuclarla iliskilendirmistir. Ozellikle, Fermat’in son teoremi ve Schur teoremini kullanarak asal
sayilarin sonsuzlugunu ispatlamigtir.

2023’te Goral ve ark. [12] genellestirilmis polinomsal van der Waerden teoremini kullanarak bazi birimli,
sonsuz ve tek tiirlii carpanlarina ayrilma bolgelerinde asal elemanlarin sonsuzlugunu kanitlamistir. Ayni
yil Gasarch [13], Fermat’in son teoremine benzer bir denklemin ¢oziimii olmamasi durumunda, Z’yi
iceren bir atomik tamlik bolgesi D’nin sonsuz sayida indirgenemez elemana sahip olacagini géstermisgtir.
Okuyucular, asal sayilarin sonsuzluguna dair daha fazla ispat i¢cin MeStrovié’in derlemesi [14] ile Goral
[15] ve Goral ve Ozcan [16] makalelerine bakabilirler. Ayrica, toplamsal kombinatorik ile asal sayilarin
sonsuzlugu arasindaki baglantilar i¢in ise William Gasarch’in bloguna [17] bagvurabilirler.

Bu ¢alismada, asal sayilarm sonsuzluguna dair alternatif bir ispat sunacagiz. Ispatimiz Hales-Jewett
teoremine dayanacaktir. Boylece, toplamsal ve carpimsal sayi teorisini birlestiren bagka bir bakis agis1

da gorecegiz.

Hales-Jewett Teoremi

Bu boliimde, Hales-Jewett teoremi ile ilgili temel kavramlar ele alinacak olup sonrasinda Hales-Jewett
teoremi detayli bir sekilde aciklanacaktir.
Boliim boyunca, ¢ > 1 bir tam say1 olmak tizere {1, ..., ¢} kiimesi [t] ile gosterilecektir. A kiimesinin,

t sembolden olugan bir alfabe oldugunu kabul edelim, 6rnegin A = [t]. A kiimesinden segilen sonlu bir
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sembol dizisi, bir kelime olarak tanimlanir ve kelimenin uzunlugu, dizideki sembollerin sayisidir. A™’yi,

A’dan gelen n uzunlugundaki kelimeler kiimesiyle 6zdeglestirelim.

Ornek 1. A = {1,2, 3} kiimesi, 3 sembolden olusan bir alfabe olsun. Déort uzunlugunda bir kelimeye
ornek olarak w = 1212 kelimesi verilebilir. Bu durumda, A’dan gelen 2 uzunlugundaki kelimeler

kiimesini agagidaki sekilde gosterebiliriz:
A% ={11,12,13,21,22,23, 31, 32, 33}.

Tamim 2 (Nislund [5]). ¢ > 1 bir tam say1 olmak iizere [t] sembol kiimesine x karakteri eklenerek
olusturulan [t] U {*} kiimesine, genisletilmig bir alfabe denir. x karakterine, joker karakter (wildcard) ad1

verilir. Ayrica, genigletilmis bir alfabe iizerinde yazilmig kelimelere de degisken kelimeler denir.

Ornek 2. A = {1,2, 3}’iin 3 sembolden olusan bir alfabe oldugunu varsayalim. O zaman, A alfabesinin
genisletilmis bir alfabesi asagidaki sekildedir;

AU {x} ={1,2,3,x}.

Genigletilmig bu alfabe iizerinde yazili 7y = 233, 72 = 1 % 123, 73 = *1 * 23 kelimeleri, sirasiyla 3,4 ve
5 uzunluklu degisken kelimelerdir.

Tanmm 3 (Néslund [5]). n > 1 olmak iizere n uzunlugunda

=1 an € (U {})"

bir degisken kelime verilsin. Eger 7 degisken kelimesindeki sembollerden en az biri %, yani 3¢ €
{1,...,n} i¢in x; = x ise T kelimesine, kok denir.

7 kelimesine kok denmesinin sebebi, 7 icerisinde yer alan * karakteri yerine A kiimesindeki herhangi bir
a sembolii yazilarak kok 7°dan yeni bir kelime elde edilebilir olmasidir. Elde edilen bu kelime 7(a) ile

gosterilir.

Ornek 3. A = {1,2,3} kiimesi, 3 sembolden olusan bir alfabe olsun. Bu durumda asagidaki kelimeler
AU {«} tizerinde yazilabilecek koklere 6rnek teskil eder:

7'1:12*3
7'2:*1
T3 =12% 3 x 1.

Bu koklerden soyle kelimeler elde edilebilir:

(1) = 1213
(1) =11
3(1) = 121311.

Bu andan itibaren A = [t] olarak kabul edelim.
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Tanim 4 (Nislund [5]). A U {x} iizerinde yazilmis herhangi bir kok 7 igin

kiimesine, kok 7’ nun iirettigi kombinatorik dogru denir.

Ornek 4. A = {1,2,3} ve n = 2 olsun. 2 uzunlugundaki olasi tiim kokler asagidaki gibi verilmistir:

71 = %1
To = *2
7'3:*3
7'4:1*
7'5:2*
7'6:3*
Ty = * % .

Yukaridaki koklere gore tiim kombinatorik dogrular agagidaki gibi olur:

L, ={11,21,31}
- = {12,22, 32}
- = {13,23,33}
- o={11,12,13}
~ = {21,22,23}
- = {31,32,33}
- ={11,22,33}.

L
Lty Lts Lt ™

o S\
2e ® + L

le —e— & Lmi

G

1 2 3
Sekil 1. A3’te yukaridaki kokler tarafindan verilen kombinatorik dogrular.

Artik Hales-Jewett teoremini ifade etmeye haziriz.

Teorem 5 (Hales-Jewett Teoremi, [18]). Keyfi ¢,r € Z™T tam sayilar igin, dyle minimum bir H.J (¢, r)

tam sayis1 vardir ki, eger N > H.J(t,r) ve [t]" kiimesi r renkle boyanmus ise o zaman ([t]U{*})" iginde

443



Adibelli ve Eyidogan Sinop Uni J Nat Sci 10(2): 439-449 (2025)
E-ISSN: 2564-7873
bir kok olan 7 kelimesi bulunur ve bu kokle iiretilmis L, kombinatorik dogrusundaki tiim elemanlar ayni

renkte olur.

Hales-Jewett teoreminin bazi uygulamalar i¢in Nislund [5] incelenebilir. Simdi, Hales ve Jewett’in bu

onemli teoremini kullanarak asal sayilarin sonsuzlugunun bagka bir kanitin1 verecegiz.

Hales-Jewett Teoremi ve Asallarm Sonsuzlugu

Bu boliimde, asal sayilarin sonsuzlugu Hales-Jewett teoremi kullanilarak kanitlanacaktir. Ilk olarak
kanitta boyama fonksiyonu taniminda dnemli rol oynayacak olan p-sel degerleme kavramini hatirlatarak

baglayalim.

Tamim S (p-sel degerleme, [19]). R tek tiirlii ¢carpanlarina ayrilan tamlik bolgesi (unique factorization
domain) ve a € R\ {0} olsun. R’deki herhangi bir asal p eleman verildiginde, a’nin p-sel degerlemesi,
p’nin a’y1 bolen en biiyiik kuvvetidir ve bu da v,(a) ile gosterilir. Ayrica, 0’1 p-sel degerlemesi co

olarak verilir.

R’deki herhangi iki a, b eleman1 ve R’deki bir asal p eleman i¢in, p-sel degerleme asagidaki 6zelliklere

sahiptir:
vp(ab) = vp(a) + vp(b), (D
vp(a +b) > min{vy(a), vp(b)}. (2)

Eger v,(a) # v,(b) ise 0 zaman
vpla+b) = min{vp(a), vp(b) }. @)

Teorem 6. Asal sayilar sonsuzdur.

Ispat. 7Z7’da yalmzca sonlu sayida pi,...,py asal sayisi oldugunu varsayalim. Bu durumda, s =
p1 - - - p degeri tamimlayalim ve s’den biiyiik olacak sekilde bir ¢ pozitif tam sayis1 segelim.

Pozitif tam sayilar kiimesi Z iizerinde asagidaki gibi bir 4*-renklendirmesi tanimlansin:
X :ZT — ({0,1} x {0,1})

olmak iizere boyama fonksiyonu su sekilde belirlensin

x(n) = ((a1,b1),...,(ag,bg))-

Burada, a; ve b; degerleri agsagidaki gibi tanimlanir:

1, eger pi|n,

0, diger durumda,

Ve

bi = vp,(n) (mod 2).
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Simdi, [#]"V kiimesi ([¢] alfabesi iizerinde N uzunluklu tiim olas1 kelimelerin kiimesi oldugu hatirlanarak)

iizerinde asagidaki sekilde bir 4*-renklendirmesi tanimlansin:

N
T1To - TN € [t]N icin x/(z1--an) = X(ajl +s- le>

i=2
N > HJ(t,4%) igin, Hales-Jewett teoremine gore, ([t] U {*})? icinde 6yle bir kok 7 kelimesi bulunur
ki bu kokle iiretilmis L, kombinatorik dogrusundaki tiim elemanlar ayni renkte boyanmustir, yani x’

boyama fonksiyonu altinda sabittir.

Burada iki farkli durum olugabilir:

Durum 1. K&k 7°nun ilk bilegeni joker karakteri olsun:
Bu durumda, 7 kokii *2o---zy € ([t] U {*})V seklinde olacaktir. Kok 7°da d tane * oldugunu
varsayalim ve *’dan farkli olan x;’lerin toplamini B ile gosterelim ve burada i € {2,..., N} olur.

Bu durumda, asagidaki ifadeler elde edilir;

X'(7(1)) =x(1+s-B+s-(d—1)),
X(1(2)=x2+s-B+2-s-(d—1)),

X(r(t) =x(t+s-B+t-s-(d—1)).

L, kombinatorik dogrusundaki tiim elemanlar ayni renk ile boyanmig oldugundan

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla asagidaki esitlik durumlarina ulagilir
X(1+s-B+s-(d=1)=---=x(t+s-B+t-s-(d—1)).
7(1) ve 7(2)’yi diigiinelim. Ayn1 renge sahip olduklart igin,
l1+s-B+s-(d—1) ve 24+s-B+2-s-(d—1)

ortak p asal bolenlere sahiptir. Eger p asali, 1 +s-B+s-(d—1) ve2+s-B+2-s-(d—1)’i boliiyorsa, o
zaman p bu terimlerin farklarin1 da boler. Fakat bu durum bir ¢eligki yaratir ¢iinkil bu sayilar arasindaki
fark

1+s-(d=1)=14py-pr-(d—1).

Durum 2. Kok 7’nun ilk bileseninin joker karakteri olmadigini kabul edelim:

Bu durumda, 7 # * olmak iizere 7 = x122 - -- oy € ([t]U{*})" seklinde olacaktir. Durum 1°deki gibi
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B ve d degerleri tanimlanirsa agagidaki esitlikler elde edilir;

X (t(1)) = x(z1 +s-B+s-d),
X' (7(2)) =x(z1+5-B+2-5-d),

X' (7(t)) = x(@14+s-B+t-s-d).

L., kombinatorik dogrusundaki tiim elemanlar ayni renk ile boyanmig oldugundan

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla, bu sefer asagidaki esitlik durumlarina ulasilir;
X(x1+s-B+s-d)=x(xz1+s - B+2-s-d)=---=x(r1+s-B+t-s-d).

Boylece x boyama fonksiyonuna gore ayni renge sahip bir aritmetik dizi elde edilmis olur. Elde edilen
aritmetik dizinin ilk terimi a = 1 + s - B + s - d ve ortak farki 2 = s - d olur.

Basitlestirmek adina bu aritmetik dizi
a,a+z,...,a+ (t—1)z

seklinde yeniden yazilabilir.
Simdi, a’y1 bolen bir p asali secelim. a ve a + z, x boyamasina goére ayni renge sahip oldugundan, p
ayrica a + 2’yi boler. Bu da p’nin z’yi boldiigii anlamina gelir.

vp(2) < vp(a) oldugunu varsayalim. a ve a + z, ayni renge sahip oldugundan,

vp(a) = vp(a+2) (mod 2)

denklik durumu elde edilir. v,(2) < vp(a) oldugundan, (3) kullanilarak

vpla+ 2) = vy(2)

esitligi elde edilir. Boylece

vp(a) = vp(z)  (mod 2) 4)
denklik durumuna ulagilir. Ayrica, v,(2) < vp(a) esitsizligi mevcut oldugundan, (4) kullanilarak

vp(2) < vyla) 2

esitsizligi elde edilir.

Ote yandan, t > s oldugundan a+ z ve a+ sz deerleri de Y boyamasina gore ayni renge sahip olmalidur.
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Bu, sunu ifade eder;

vpla+2) =vp(a+sz) (mod 2),
vp(2) = vp(a+sz) (mod 2).

vp(2) < vp(a) —2ve s =py - - pi oldugundan
vpla+sz) = vp(2) +1

sonucu ¢ikarilir. Boylece,

vp(2) =1p(2) +1 (mod 2)

oldugu goriiliir ki bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla, v,(a) < v,(z) esitsizligi gecerli olmalidir. Bu ise
vp(a) < vp(sz) sonucunu verir. Elde edilen bu esitsizlik ve (3) kullanilarak, herhangi bir p asal sayisi
icin v,(a) = vp(a+ sz) esitliginin saglanmasi gerektigi sonucuna ulagilir. Dolayistyla, aritmetigin temel
teoremine gore a = a + sz olur ve bu da bir celigki verir.

Sonug olarak, pozitif tam sayilarda sonsuz sayida asal say1 oldugu celiski bulma kanit yontemiyle ispat

edilmis olur.

Sonug¢

Bu calismada, asal sayilarin sonsuzlugunu kanitlamak icin alisilmig aritmetik yaklagimlarin &tesine
gecilerek, Ramsey teorisinin temel taglarindan biri olan Hales—Jewett teoremi kullanilmistir. Bu yontem,
asal sayilarin dagiliminin yalnizca sayilar teorisi baglaminda degil, ayn1 zamanda kombinatoriyel yapila-
rin icinde nasil yer aldigin1 da ortaya koymaktadir. Boylece asal sayilarin sonsuzlugu, genis yapisal bir
perspektiften, renkli desenlerin zorunlu varlifina dayali bir ¢cercevede ele alinmistir.

Elde edilen sonug, asal sayilarin klasik aritmetik araglara ek olarak, kombinatorik ve yapisal yontemlerle
de incelenebilecegini gostermektedir. Bu bakis acisi, sayilarin diizeniyle ilgili derin baglantilar1 ortaya
koymakta ve Ramsey teorisinin temel ilkelerinin aritmetik problemlere uygulanabilirligini 6rneklemekte-
dir.

Tesekkiir Yazarlar, yorumlar1 ve onerileriyle bu makalenin gelistirilmesine ve netlegtirilmesine katkida
bulunan hakemlere tesekkiir eder. Ayrica, bu ¢alismanin dahil oldugu TUBITAK projesinin yiiriitiiciisii
Haydar GORAL a desteklerinden dolay: tesekkiir eder.

Fon/Finansman bilgileri Bu ¢alisma kismen Tiirkiye Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Kurumu tarafin-
dan TUBITAK-122F027 proje numarasiyla desteklenmistir.

Etik Kurul Onay: ve Izinler Calisma, etik kurul izni ve herhangi bir 6zel izin gerektirmemektedir.
Cikar catigmalari/Catigan ¢ikarlar Yazarlar ¢ikar ¢atigsmasi olmadigini beyan eder.

Yazarlarin Katkist Tim yazarlar esit oraninda katki saglamigtir. Tiim yazarlar makalenin son halini

okumusg ve onaylamigtir.
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