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Ozet

Bu calsmada, 6zellikle mihendislik, finans, fizik ve signgibi pek ¢ok bilim dalinda
uygulamalara haiz bdangi¢c dger kosullarina sahip kesirli telegraf kismi diferansiyel
denklemi ele alindi. Caputo kesirli kismi tlredénklemin tanimi vasitasiyla ele alinan
kesirli telegraf kismi diferansiyel denkleminin Borarklardaki ifadesi olgturuldu.
Aynisekilde, ele alinan denklemin abstract formu ifaddde Abstract formda verilen
bu denklem icin sonlu farkemalari olyturuldu. Hilbert uzayi tzerinde tanimlanan
norma gore denklemin olturulan bu sonlu farksemalar igin kararlilik kestirimleri
gosterildi. Kararhlik kestirimini ifade eden Temmn ispatiyla birlikte ifade edildi.
Sonlu farksemasi metodu kullanilarak = 0.1, 0.5, 0.9 un farkli dgerleri icin Caputo
kesirli tirevi vasitas! ile tanimlanan kesirli tgtaf kismi diferansiyel denkleminin
namerik ¢6zumu elde edildi. Burada, kullanilan dérpeoblemlerin nimerik ¢ozimleri
Matlab programi kullanilarak olgturuldu. Laplace metodu veya geleneksel metotlar
yardimiyla elde edilen tam ¢6zim ile yaktacoziimler mukayese edilerek hata analizi
yapildi. Hata analizi tablosundan elde edilen ¢geamaya gére 6nerilen metodun ne
kadar etkili ve tutarh oldgu g6zlemlendi.

Anahtar kelimeler: Kesirli telegraf kismi diferansiyel denklem, karhkK, fark semasi,
hata analizi.

Numerical solution of fractional telegraph partigferential
equations by difference scheme method

Abstract

In this study, fractional telegraph partial differential equatiomith initial value
condition having applications in physics, enginegrifinance, seismology and other
disciplines is discussed. By applying definitiorCafputo fractional, difference scheme
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for fractional telegraph partial differential equan is obtained. The abstract form of
the considered equation is also stated. The fiditeerence schemes of the abstract
form for fractional telegraph partial differenti@quation are constructed. The stability
estimates of this finite difference scheme is ptovgh respect to the norm defined on
the Hilbert space.The proof of our main theorem determining the sibdstimates is
given in detail. By sing difference scheme method defined by Caputidreal
derivative, numerical solution of fractional telegrth partial differential equation is
obtained for different values af= 0.1,0.5,0.9. Numerical solutions of our example
is tested by using Matlab programming. Error arsidywas performed by comparing
approximate solutions with exact solution obtairt®d Laplace or other traditional
methods.It is obvious that the proposed method is effecivé consistent according to
error analysis.

Keywords:Fractional telegraph partial differential equatipstability, difference
schemes, error analysis.

1. Giris

Kesirli diferansiyel denklemler muhendislik, finanzik ve sismoloji gibi bilim
dallarinda pek ¢cok uygulamalara sahiptir [1-3]. dteransiyel denklemler zaman ve
uzay dgiskenlerine gore ¢ozulebilir [4-6]. Kesirli diferagel denklemlerin niimerik
¢ozumleri icin farkll metotlar vardir. Matris melw kullanilarak zaman kesirli
adveksiyon dalim denkleminin karaligi ve yakinsakfi calsildi [7]. [8] de zaman
kesirli diferansiyel difizyon denklemin yakla c¢cozimi theta metodu yardimiyla
hesaplandi. Srivastava, Awasthi ve Tamsir zamaga kesirli mertebeden Caputo
hiperbolik telegraf denkleminin numerik sonuclariRDTM (Reduced Differential
Transform Method) metoduyla buldu [9]. Ashyralyes Dal sonlu fark ve iterasyon
metotlarini kullanaralke = 1/2 icin kesirli hiperbolik kismi diferansiyel denklenmn
Neumann keuluna bgl yaklasik ¢6zimuni cagti [10]. [11] de dgisken mertebeden
kesirli diferansiyel denklemlerin ¢ozimleri verildii12] de Ug¢ boyutlu kesirli evrim
denklemi icin geriye dgru Euler dongimli yon bindirme farksemasi metodu
kullanildi. [13] de Neumann sinir gdlariyla kesirli difizyon denklemlerinin nimerik
cbzumleri sonlu fark metoduyla hesaplandi. [l4gn@nsinda kesirli adi diferansiyel
denklemlerin yaklgtk ¢6zimu sonlu fark metoduyla elde edildi. Soarak, ikinci
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin nimedkimu sonlu fark ve reproducing
kernel metotlariyla yapildi [15].

Bu calsmada,

[ %u(tx) | a%u(tx) _ (a(x)uy(tx))
ox

7Y Py +u(t,x) = f(t,x),

O0<x<L 0<t<T, 0<axl,
. (1)
u(0,x) = r(x), % u(0,x) =gx), 0<t<T,

\u(t,XL) = u(t,XR) = 0, XL <x< XR
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desisken katsayili kesirli telegraf kismi diferansiyardkleminin farksemasi metoduyla
namerik ¢ozuma yapildi. Reken katsayili bu denkleme hem bu metodun ilk olarak
uygulanmasi hemde nin farkli dgerleri icin yaklgik ¢6zimlerinin bulunmasi bu
calismay! farkh kilar.

Simdi kesirli analizin bazi temel tanimlarini vereli

1.1. Tanim Gamma fonksiyonu butim e R igin
I'(z) = fooo ettt ldt 2) (
ile tanimlanir.

1.2. Tanim Zamana bgi a Incl derecede®fu(t, x) Caputo kesirli tirevn —1 <
a <nigin

p _0%u(tx) _ 1 t 1 9%u(p,x)
Dt u(t, x) - ot - r(n—a) fo (t-p)a—n+l  gpa dp 3)(

vea =n € N icgin

0%u(t, x) B 0™ u(t, x)

Difu(t, x) = ot« otn

olarak tanimlanir.

2. Fark semasi metodunun kurulmasi ve kararhlgi

[16] referansindaki metot kullanilarak (1) denklemi
u”’(t) + DE(t) + Au(t) =f(t), 0<t<T,
(4)
u0)=¢, V(0)=Y¥, 0<t<T

formunda yazilabilir. Buradaf (t) = f(t,x), a(x) = a > 0 belirli fonksiyonlardir ve
A, H = L,[0, T] Hilbert uzayinda

Au(x) = — (x)

(a(x)uy)
—ax +u
ile

D(A) = {u(x): ulx), uy(x),(a(x)uy)x € H = L,[0,T],u(0) = u(T) = 0}

bdlgesinde tanimlanan bir self-adjoint pozitif cgtérduir.

442



MODANLI M.

x ekseni iginh =ﬁ ve y ekseni igint =£ dizgun aralklar verilsin. Bu taktirde,

n=12,..,Micin x, =X, +nh,vek =12,...,N icin t;, =kt dir. (3) formdlinin
hesaplanmasi icin birinci dereceden fggknasi yaklgmi

D& = g7 26y WP (Weej1 — Weej) (5)

dir. Buradas,, = F(;;_aa) ve wj(“) = (N%— (G — 1% dir. [17] makalesinde metot

kullanilirsa (5) denklemi

0% (ty,xn)

LI = Sqelwattl — wiul + TR wi - wiul (6)

Jj+1

olarak yazilabilir. (4) denklemi icin birinci dereden farksemasi ve (5) formalu
kullanilirsa

u —2Ui+Uuk—
=l et 4 D%uy + Auy = i,
T Yk k k

TZ
{fk: f(tk),tk:kT,lngN—l, (7)
|
ku0 =, 1o = LIJ,

denklemi bulunur. Bu denklem

(1)uk 1 ( —A)uk+( )uk+1—Fk (8)

T2
olarak yeniden yazilabilir. Buradg = f;, — D&, dir.

(8) probleminin bir ¢6zime sahip olglu ve gagidaki formuliin sglandgi [18] den
bilinmektedir.

__ RR(RF-1-pgk-1) Rk—_RK 2RR , =

K= U+t + X 1@(1?"_1 — R*"DE, 9)
burada
2 — 1A+ 1*AY?BY/? ~ 2—T2A—T2AY2BY?
R = , R=
2 2

dir. BuradaB = 4 —% dir.

(I-R)? (1 R) R-
Ry =% Re= - Rs = 2%

1
R’
dir.

2.1.Lemma Asagidaki eitsizlikler dogrudur.
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) Rle <1, &), <1
i) IR g < M(7), lIR:Nly < M(7),
i) IR3ly < M (), |Rslly < M(7),
V) IRsllz < M(T), lIRslly < M (7).

BuradaM, T ya b&l bir sayidir. Lemma’nin ispati

()_R+ﬁ_1 At?
c(t) = > i 2,2
R—R At
:B_l/2 = —
s(@) 2i 2i

denklemleri ve bu denklemlerden de elde edilen

1 _ 1
R = c(7) + iB2s(1), R =c(t) — iB2s(1)
formulleri kullanilarak kolayca yapilabilir.

(7) farksemasi denkleminin kararlg ile ilgili asagidaki teoremi verelim.

2.1. Teorem4 > %sartlnln sglandgini kabul edelim. Bu durumda birinci mertebeden
(7) dasruluk farksemasi denklemi iginsagidaki kararlilik kestirimleri sglanir.

U1 —2UpHUR—1

max ” — g + max ||Aug|ly (10)
1<k<N 1<ks<N
< M|liply + 11y + Ifilly + max ||
= H H 1lH T H|"
1<k=<N

BuradaM, 1 < k < N i¢in ¢, ¥, f; vet ya bali olmayan bir sayidir.
Ispat.
u; = @ + ¥ oldugu g6z ontine alinip (9) denkleminde yerine yaalirs

_ (1_R)Rk—1_§k—1(1_§) R'k_Rk R’k—l_Rk—l

2
Uy F R P+T———W¥+ A f; (11)
RR  sp_ _ 2RR , - -
+72 B2 o R = R fn = T Gy (R = R¥)D

elde edilir. (11) formulindenu,_;,, ve wu,_; degerleri bulunup (5) formulinde
yerine yazilirsa
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Dﬁ‘uk = Z;’czl .S‘a,TW](O")[(R1 Rk—j + Rzﬁk—j)(p + (R3 ﬁk—j + R4Rk—j)1{;

+(Rs RV + ReRITDf, + 202 (Rs I 4+ RRIT™ ) (fnr — fin) (12)
J
= > (Rs R + RRI ™Dy
m=1
bulunur. (12) denkleminden

k

ID£uls < ) secew LR i[RI,y + IRl |RE Dl
j=1

+ R llr IR,y + IRl IR DIl + (IRs o [[R< |

H-H H—-H H-H
+(”R5”HaH”Rj_1”HqH'F”R6”HaH”ﬁj_1”HqH)”ﬁ”H
j-1
+1 Z Rsllorl|RF=™ 2|+ IR6llaor R ) Wfiner = frnlla
m=1
]
A7 URs Mo [RI ]y + IRl R, Y IDE L]
m=1
elde edilir. Buradan da
T i—1
IDFukllr < 5 S Wi Tl + 11 + fills + Zrlillfnen = fulls (13)
a
+ © max |[Dfuglly]M
1<k<N
yazilabilir. Integral gitsizlik 6zelligi kullanilarak
fr+1—f
max [IDfuglly < Mllglly + 1%l + Iflls + max ||| 5 (14)
1<ksN 1<sksN-1
ve
k D& < M 5} fr+1—fk 15
I lDFumllall,, < MUl + Il + filly + max [P (15)
1<ksN-1

bulunur. Ucgen gtsizligi 6zelliginden

u —2Up+Uf— f _f
et 4 gy < Tl + 191+ 1fills + max 22| ] 26)
1<ksN-1
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yazilabilir.

(16) denkleminden de

Uptq—2Ug+HUR— f—_f
masx || =2, < millgly + 191 + l1filly + max |22 @)
1<ksN 1<ksN-1 H
elde edilir.

(10), (13) ve (14) formulleri kullanilarak

frs1 — Jx
< Jk+1 Tk
max ||luglly < M[llelly + ¥y + Ifilly + max - H]
1=k<N 1sksN-1

oldugu gorular,

(14), (16) ve (17) kestirimleri kullanilarak (1K@stiriminin d@ru oldusu gorulir.

3. NUmerik uygulamalar

Giris bolimunde verilen (1) gésken katsayih kesirli telegraf denklemindgx) =
x2alinip bu denklemde Cauchy-Euler dgiminti uygulanirsa sabit katsayili kesirli
telegraf denklemi elde edilir.Simdi kesirli telegraf kismi diferansiyel denklemni
numerik sonuglarini géormek igigagidaki ornei arastiralim.

3.1. Ornek
(9%u(tx) | 9%u(tx) _ 02%u(t,x) _u(tx) _
at2 + at dx2 dx +ult,x) = f(t,x),
3—a
flt,x) = <6t +6 1‘24—05) +2(t3 + 1)) sinx — (t3 + 1)cosx,

X (18)
O<x<mi<t<l 0<ax<l,

u(0,x) = sinx, % u(0,x) =0, 0<t<1,

\ u(t,0) =u(t,m) =0, 0<x<m

denklemi veriliyor. (18) denkleminin tam ¢o6zUmuniies a < 1 aralgindaki butline
deserleri igin

u(t,x) = (3 + 1)sinx
oldugu [19] referansindaki yontem ve Laplace metoduakularak bulunabilir.

Bu son denklem igin farkemasi
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k+1

(ukt1_oykyk-1 k (a) ., k—j+1 k—j
+S(X,‘L’Zj=1VVj (un — U, )

T2

k k k k k
_Uny1—2UptUp_ g Upgi~Un_g +uk = fk
n - Jn»

h2 2h

£3~
re—a)

= ftexy) = <6tk +6 +2(t, 3 + 1)) sinx — (¢, + 1)cosx,,

(19)

\u'0‘=u,’\‘4=0, 0<k<M,

seklindedir. Bu problemi ¢6zmek icin Modifiye Gauskminasyon metodu uygulandi.
Birinci mertebeden dgruluk farksemasi uygulanarak = M = 40,80, 160 icin Tablo
1. elde edildiu(t, x) tam ¢ozimi vex(ty, x,) nimerik ¢zim olmak lzere,

uCty, xn) — gl

formulli kullanilarak nimerik hesaplamalar bulunddulunan bu niimerik sonuglar
asagldaki tabloda verilmtir.

Tablo 1. (19) denkleminin hata analizi.

a N=M=40 | N=M=80 | N=M =160
0.1 0.0224 0.0114 0.0058
0.5 0.0223 0.0118 0.0061
0.9 0.0119 0.0066 0.0036

4. Sonuglar ve tartsma

Bu calsmada, Caputo tipi gesken katsayili kesirli telegraf denklemi ele alindtesirli
telegraf denklemi icin farksemalari olgturuldu. Bulunan bu farksemalari icin
kararhlik kestirimleri yapildi. Dg@sken katsayili kesirli telegraf denklemi Cauchy-
Euler Metodu yardimiyla sabit katsayil kesirlietgtaf denklemine dostiirtlerek fark
semasi metodu kullanilarak nimerik sonuclari bulunddatlab programi yardimiyla
bulunan bu nimerik sonuclar tam ¢oézUmleskagtirilarak hata analizi yapildi. Ayni
calisma Riemann-Liouville tipindeki kesirli telegraf kns diferansiyel denklemler igin
de yapilabilir.
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