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Bu caligmada, Pareto dagiliminin bazi 6zellikleri ifade edildikten sonra sira istatistikleri incelendi. Pareto
dagiliminin momentleri, Pareto dagiliminin sira istatistiklerinin momentleri ve Pareto dagilimmin kosullu
sira istatistiklerinin momentleri arastirildi. Sonug¢ olarak bu momentlerin bazi niimerik degerleri
karsilagtirildi.

Anahtar sozciikler: Sira Istatistikleri; Pareto Dagilimi; Momentler.

Abstract
Moments of Conditional Order Statistics of Pareto Distribution

In this study, some properties of Pareto distribution are expressed, then, order statistics of this distribution
are examined. The moments of Pareto distribution, moments of order statistics of Pareto distribution and
moments of conditional order statistics of Pareto distribution are investigated. Consequently, some numerical
values of these moments are compared.

Keywords: Order Statistics; Pareto Distributions; Moments.

1. Giris

Pareto dagilim ilk olarak Isvigreli ekonomist Vilfredo Pareto tarafindan Isvigre’nin gelir dagilimini
modellemek i¢in kullanildi [14]. Pareto dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu,
sirastyla,

a

f(x)=ia—c+l, a>0, ¢>0, x>c 1)

ve
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F(x) =1—[3ja @

X

seklindedir. Pareto dagiliminin sifira gére t-inci momenti,

E(Xt):a—tct, a>t 3)
esitligi ile tanimlanir. (3) ifadesinde t =1 alinirsa,

ILIIEC, a>1 (4)

Pareto dagiliminin ortalamasi elde edilir [2]. Ortalamaya gore t-inci moment,
t—i+l

t] tt t i a
E[(X—,u) ]_c ;m( 1) @D @)’ a>t (5)

seklinde ifade edilir ve t = 2 igin Pareto dagiliminin varyansi,

o 2

Var(X) = @1 (@-2) ¢,

o>2 (6)

seklinde elde edilir [11].

2. Pareto Dagihminin Sira Istatistikleri ve Momentleri

X1 X, oony X, tesadiifi degiskenleri; olasilik yogunluk fonksiyonu f(X) ve dagilm fonksiyonu
F (X)’e sahip bagimsiz ve ayn dagilimli siirekli tesadiifi degiskenler olsun. X, X,,..., X,, tesadifi

degiskenleri biiyiiklik sirast bakimindan ele alinmasiyla elde edilen X;., < X, <...< X, tesadifi

degiskenleri; sira istatistikleri olarak ifade edilir. Bu sirali tesadiifi degiskenlerin r-inci sira istatistiginin
olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim fonksiyonu, sirastyla,

fea(¥) =T m [FOI™ 09 L=FCoI™", 1<r<n ™
ve
Fen (x)= i(:} [F (X)]i [1_ F(X)]n_i )

seklinde ifade edilir. Bagimsiz ve aym dagiliml siirekli bir ana kiitleden gelen X, ve X,.,’in ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu, 1<r <s<n ve —oo < X <y < oo olmak lzere,

n!

(r-D! (s—r-1)! (n—s)![F(X)]rl F) [FO-FOF™ f(y) L-FI'™

)

fr,s:n (X’ y) =
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seklinde verilir [6].

Sira istatistiklerinin dagilimlari, momentleri ve bu momentler arasinda ilisler literatiirde bir ¢cok ¢aligmaya
konu olmustur [4, 6, 10, 12, 15]. Bu c¢alismalarin Pareto dagilimina bir uygulamasi niteligi tasiyan
caligmalar da mevcuttur [1, 3, 5, 7, 8, 9]. Bu caligsmalar genel olarak goz oniine alindiginda sifira gore
momentler hesaplanmis ve bu momentler i¢in yinelenen iligkiler elde edilmistir. Bu boliimde, ilk olarak
onceki ¢aligmalarin kisa bir 6zeti olarak Pareto dagiliminin sira istatistikleri ve sifira gére momentlere yer
verilecek ve daha sonra Pareto dagiliminin ortalamaya gére momentleri elde edilecektir.

(1) ve (2) ifadeleri (7)’de yazilirsa; Pareto dagiliminin r-inci sira istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonu,

n! i a a(n-r+i+1)
frn() Z((n_r)|(r 1— )lllj( ) a(n r+|+l)+1c , 1<r<n, c<x (10)

olarak elde edilir [8].

(10) ifadesinden Pareto dagiliminin r-inci sira istatistiginin sifira gére t-inci momenti,

E[(Xr n)] Z( ) (r— " —1-0)! I')( 1)i a. ¢, t<a(n+l-r) (11)

a(n—r+i+1)—t

seklinde elde edilir. (11)’de t =1 alinirsa Pareto dagiliminin sira istatistiklerinin ortalamasi,

Hy:n _rz_i[ n J(_ ) 05- ¢, 1<a(n+1—r) (12)

Slin=-r)r-1-iti! a(n-r+i+1)-1

seklinde ifade edilir [9].

Teorem 2.1. Pareto dagiliminin sira istatistiklerinin ortalamaya gore t-inci momenti,

t -l qyitt—r t—t 0
E[(xr:n _/ur:n) ] Z ;((t i (ntl n! J( 1) (/urn) a C Ct<a(n+l-r)

ard N (r=1-i!) an-r+i+l)—7
(13)
seklindedir. Burada z¢,.,, (12)’ de ifade edilmistir.

Ispat. Moment tanimimdan
E[(X e — ) J= [ X t100) Frn () e (14)
C

yazilabilir. (10) ifadesi (14)’de yazilirsa,

(24

nl . _
E[(X — Hy n) ] J.(X Hy- n) 2( EEYE PG J( 1)' m Coz(n—r+|+1) dx
(15)

esitligi elde edilir. Burada (X — £,.,)" ifadesi binoma agilirsa,
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E[(X i — p10)] Ti 0 ) S " (1) — T e gy
rn rn ) / rn (n . r) ] (r 11— I) 1jl Xa(n—r+i+1)+1

(=0 i=0

»3 nt i+t- - a(n-r+i+ T 1
;Z( J[(n—r)l (r-1-i)! i!] (D™ (uea) ™ e 1)jmdx
(16)

ifadesi elde edilir. Yukaridaki integral alinirsa,

E[(xm ﬂrn)] ZZ( J( r)!(:!—l—i)!ilj D" () @ Y

(=0 i=0 (17)

]

esitligi elde edilir. Sinir degerleri yazilir gerekli islemler yapilirsa ispat tamamlanmis olur.

1
>< .
[(ﬂ —a(n—r+i+1) xe-rH=-

Ortalamaya gore ikinci moment varyansi verdiginden; (13)’de t = 2 alinirsa,

r

21_ 2, =& 2! n! (_1)i+2_€(ﬂr:n)2_éa Cé
ElX ) J=Var(X ) = ;0, [(2 e (n-nt(r— 1-|)||Ij a(n—r+i+1)—¢

(18)

ifadesi elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa, Pareto dagiliminin sira istatistiklerinin varyansi,

n! i
var(Xen) = Z((n—r)' (r—1-i)! | J )

n)a 2 .o C a c?
% (/ur.n) : _ 'uf-n. + - , 2<a(n+1-r)
an-r+i+l) a(m-r+i+)-1 a(n-r+i+1)-2
(19)
olarak elde edilir [9].
3. Pareto Dagiliminin Kosullu Sira Istatistikleri ve Momentleri
Bagimsiz ve ayni dagiliml sirekli Xy, X5, ..., X, strali tesadiifi degiskenleri arasindan X, ., ve

Xsn g0z Oniine alinirsa, X ., = X olayinin meydana gelme kosulu altinda X, s-inci sira istatistiginin
kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu; 1<r <s<n ve X<y olmak tzere,

fr,s:n (X’ y)
fr:n (X)

bigiminde ifade edilir. (7) ve (9), (20)’de yazilirsa,

fXS:n/Xr:n:x(y) = (20)

(n=n)!
Pan/ %o (Y) :((s —r-1)!(n-s)!

j [Fo)-FOOF"™ f(y) L-FW]"™* B-FI™ (@)
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elde edilir [6].

(21)’de (1) ve (2) ifadeleri yazilirsa; Pareto dagilimmin kosullu sira istatistiginin olasilik yogunluk
fonksiyonu; 1<r<s<n ve X<y olmak lzere,

gl a(n-r-j)
(n—r)! s-r-1-j & X
f ~(Y) = ) 22

Xs:n/xr:n—x(y) JZO ((n—s)! j!(s—r—l— ])l ( ) ya(n—r—1)+1 ( )

olarak elde edilir.

(22) ifadesi moment taniminda kullanilirsa,

0

E(x;:n/xr:n = X):J.yt sz:n/Xr:n:x(y) dy

X

oo (=)t jI(s—r-1-j)! yn-r=i
s—r-1 w
(n_ I’) ! S—r—1-j a(n-r—j) 1
i=0 ((n—S)! j!(S—r—l— J)l ( ) @ .Iya(n—r—J)+1_t y
(23)
elde edilir. (23)’de integral alinirsa,
s—r-1 A - .
E(Xgn/Xpn =X)= (n-r)! _1)8 10 g xa(n-r=i)
( s.n/ rn ) = [(n—s)!j!(s—r—l—j)! ( ) a
w (24)

X 1 -
(t—a(n—r— )y

X

ifadesi elde edilir. Sinir degerleri yazilir gerekli iglemler yapilirsa; Pareto dagiliminin kosullu sira
istatistiklerinin sifira gore t-inci momenti,

¢ s—r-1 -n! ) s—r-1-j t
E()(S:n/xr:n :X): g ((n_s)! j(?(s?r_l_ J)l] ( ) ax ) t<0€(n—3+1)

i a(n—r—j)—t
(25)
seklindedir. (25)’de S =r +1 alinirsa,
n-r)ax'
E(X!, /X. =X :(— 26
( r+1.n/ rn ) a(n—r)—t ( )

elde edilir. (25)’in 6zel bir durumu olan (26) ifadesi [13] tarafindan elde edilmistir.

Sifira gére birinci moment ortalamay1 verdiginden; (25)’de t =1 alinirsa, Pareto dagiliminin kosullu sira
istatistiklerinin ortalamasi,
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HX o [X n=x = E(X n/Xr:n = X)

sl (n-r)! (1) o x L<a(n—s+1) (27)
= (n=s)! jl(s-r-1-))!) a(n-r—j)-1

j=0

seklinde ifade edilir.

Teorem 3.1. Pareto dagiliminin kosullu sira istatistiklerinin ortalamaya gére t-inci momenti

‘ St t!(n—r)!
E{((Xs:n/xr:n :X)—ﬂxszn/xm:x) :Z g [(t—ﬁ)! T (n=s)! j! (s—r—1- ])']

/=0 j=0

_(_1)54_1_]“_((ﬂxs:n/xm:x)t_e“ x'

}, t<a(n—-s+1)

an—-r—j)—/
(28)
seklindedir. Burada KX X, 0= (27)’de ifade edilmistir.
Ispat. Teorem 2.1” in ispatina benzer olarak; moment tanimindan,
t] o t
E ((Xs:n/x rn = X) THX X :x) = I(y “HX X :x) fXS:n/Xr:n =X (y) dx (29)
C

yazilabilir. Burada (y — My /szx)t ifadesi i¢in binom ag¢ilimi kullanilir ve (22), (29)’da yazilirsa, ispat

tamamlanmis olur.

(28)’de t = 2 alinirsa Pareto dagiliminin kosullu sira istatistiklerinin varyansi,

B _54*1 (n=r)! _\s—r-1-j
Var(xs:n/xr:n =X) = - ((n—S)! j! (s—r—l— j)' j( ) |

]

Xl:(luxsin/xr:n=x)2a _Z(ﬂxs:n/xr:nzx)ax-f- axz

- - - } 2<a(n—s+1)
a(n—=r—1j) ain-r—j)-1  an-r—j)-2

(30)

olarak elde edilir. (30) ve (27) ifadelerinde s =r +1 alinirsa,

2
n—-r)aX
Var(xr+1:n/xr:n = X) = ( )

“(@(-n-D*a(n-r)-2) (31)

elde edilir. (30)’un 6zel bir durumu olan (31) ifadesi [13] tarafindan elde edilmistir.
4. Sonug ve oneriler

Pareto dagilimmin (3), (5), (11), (13), (25), ve (28)’de ifade edilen momentlerinin bazi sayisal degerleri
hesaplanarak Cizelge 1-5’de verilmistir. (4) ve (6) kullanilarak Pareto dagiliminin ortalamasi ve varyansi
Cizelge 1’ de verilmistir. Sira istatistikleri genelde bir dagilimda minimum ve maksimum degerlerin
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tahmininde kullanildig: icin Pareto dagiliminin en kiigiik ve en biiyiik sira istatistiklerinin ortalamalar1 ve
varyanslar1 bazi 6zel degerler i¢in (12) ve (19) kullanilarak Cizelge 2 ve Cizelge 3 belirtilmistir. Cizelge 4
ve Cizelge 5’ de Pareto dagiliminin kosullu sira istatistiklerinin en kiigiik ve en biiyiik durumlari
hesaplanmustir.

Cizelge 1. Bazi Ozel Durumlar igin Pareto dagiliminim ortalamasi ve varyanst.

a c u Var(X)
1.1 2,1000 23,1000
1.2 2.2909 27,4909

2l 13 2,4818 32,2636
1,4 2,6727 37,4182
11 1,6238 1,6238
12 1,7714 1,9325

3 13 1,9191 2,2680
1,4 2,0667 2,6303

Cizelge 2. Bazi Ozel Durumlar igin Pareto dagiliminin en kiiciik sira istatistiklerinin ortalamasi ve varyansi.

a C n r M Var(X,.,)
10 1 1,1550 0,0033
b 20 1 1,1268 0,0008
10 1 1,2600 0,0040
b2 20 1 1,2293 0,0009
o 10 1 1,3650 0,0047
L3 20 1 1,3317 0,0011
10 1 1,4700 0,0054
b 20 1 1,4341 0,0012
10 1 1,1367 0,0014
bl 20 1 1,1180 0,0003
10 1 1,2400 0,0017
L2 20 1 1,2197 0,0004
3 10 1 1,3433 0,0020
L3 20 1 1,3213 0,0005
10 1 1,4467 0,0023
b 20 1 1,4230 0,0005
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Cizelge 3. Bazi Ozel Durumlar igin Pareto dagiliminin en biiyiik sira istatistiklerinin ortalamasi ve varyansi.

a C n r Hen Var(X,.,)
10 10 5,6475 190,5590
b 20 20 7,8073 369,0090
10 10 6,1609 226,7820
b2 20 20 8,5171 439,1520
o 10 10 6,6743 266,1530
b3 20 20 9,2268 515,3930
10 10 7,1877 308,6750
b 20 20 9,9366 597,7340
10 10 3,1208 3,8321
bl 20 20 3,8817 6,0351
10 10 3,4045 4,5605
L2 20 20 4,2346 7,1822
3 10 10 3,6882 5,3523
b3 20 20 4,5875 8,4292
10 10 3,9719 6,2073
b 20 20 4,9404 9,7758

Cizelge 4. Baz1 Ozel Durumlar igin Pareto dagilininin en kiiciik kosullu sira istatistiklerinin ortalamasi ve varyansi.

a X n r S HX o /X =X Var(Xy_ x,.=x)
10 1 2 1,1615 0,0042
b 20 1 2 1,1283 0,0008
10 1 2 1,2670 0,0050
L2 20 1 2 1,2309 0,0010
2l 10 1 2 1,3726 0,0059
L3 20 1 2 1,3334 0,0012
10 1 2 1,4782 0,0068
L4 20 1 2 1,4360 0,0014
10 1 2 1,1409 0,0018
b 20 1 2 1,1190 0,0004
10 1 2 1,2446 0,0021
L2 20 1 2 1,2207 0,0005
> 10 1 2 1,3483 0,0025
L3 20 1 2 1,3225 0,0005
10 1 2 1,4520 0,0029
LA 20 1 2 1,4242 0,0006
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Cizelge 5. Baz1 Ozel Durumlar igin Pareto dagiliminin en biiyiik kosullu sira istatistiklerinin ortalamasi ve varyanst.

X n r S 'uxs:n/xr:n:X Var(xxs:n/xr:nzx)
11 10 9 10 2,1000 21,0000
' 20 19 20 2,1000 21,0000
1o 10 9 10 2,2909 24,9917
”1 ' 20 19 20 2,2909 24,9917
' 13 10 9 10 2,4818 29,3306
' 20 19 20 2,4818 29,3306
14 10 9 10 2,6727 34,0165
' 20 19 20 2,6727 34,0165
11 10 9 10 1,6238 0,7732
' 20 19 20 1,6238 0,7732
1o 10 9 10 1,7714 0,9202
a1 ' 20 19 20 1,7714 0,9202
’ L3 10 9 10 1,9191 1,0800
’ 20 19 20 1,9191 1,0800
14 10 9 10 2,0667 1,2525
’ 20 19 20 2,0667 1,2525
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