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oz

Bu ¢aligmanin amaci; Modiiler grubun bazi kongriians alt gruplarinin  PSL(2,R)’deki normalliyenlerinin
genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi tizerindeki hareketinden elde edilen sonlu devreleri ve sonsuz uzunluklu yollari
incelemektir. Calismada, Atkin-Lehner tipi doniisiimler ele alinarak, 6zellikle bu doniisiimlerin olusturdugu devreler
ve yollar incelenmistir. Bunu yaparken kullandigimiz yontem, belirli matris ¢arpimlari ile bir yoriinge iizerinde elde
edilen alt yoriingesel graflarin sonlu uzunluklu devreler ve sonsuz uzunluklu yollar olusturup olusturmadigini analiz
etmektir. Ayrica bu devrelerin ve yollarin eliptik ve hiperbolik elemanlarla olan iliskisini ortaya koyduk. Calismada,
belirli bir p asal sayis1 segilerek, farkli durumlar i¢in modiiler grubun alt gruplart olusturuldu ve bu alt gruplarin
genisletilmis rasyonel sayilar {izerindeki hareketi incelendi.

Anahtar Kelimeler: Modiler Grup, Devreler, Yollar.

Circuits and Paths Generated by the Normalizers of Some Congruance Subgroups

ABSTRACT

The aim of this study is to investigate the finite circuits and infinitely long paths obtained by the action of the
normalisers of certain congruence subgroups of the modular group in PSL(2,R) on the extended set of rational
numbers. In this study, Atkin-Lehner type transformations are considered, and in particular, the circuits and paths
formed by these transformations are analysed. The method used involves analysing whether the suborbital graphs
obtained from certain matrix multiplications along an orbit form finite-length circuits or infinite-length paths.
Furthermore, the relationship between these circuits and elliptic elements is established, as well as the relationship
between these paths and hyperbolic elements. In this study, a particular prime number p is chosen and modular
subgroup structures are constructed for different cases. The action of these subgroups on the extended set of rational
numbers is then studied.
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GIRIS

PSL(2,R) ile; reel katsayili, determinanti ad — bc = 1
az+b

olanT(z) = p—on

otomorfizmalarinin grubu gosterilsin. Bu  grubun,

tamsayt katsayili doniisimleri gz oniine alindiginda,

Matematikte cok énemli bir yeri olan PSL(2,Z) modiler

grubu elde edilir. Bu doniisiimler bileske islemine gore

bicimindeki iist yar1 diizlemin konform

b L
d) matris ciftleriyle

eslestirilebilir. Bir donlisiimiin  iki farklt matrisle
eslesmesi karmasasini ortadan kaldiracak bicimde
SL(2,7) = PSL(2,Z) I{xI} bolim grubunu g6z dniine
alacagiz. SL(2,7Z) modiler grubunu kisaca T ile
gosterecegiz.  Boylece, fonksiyonlardaki  bileske
isleminin yerine nispeten daha kolay olan matris ¢arpim
yapilabilir. I' modiiler grubunun alt gruplar1 matematigin
cok farkli alanlartyla ilgili caligmalarda karsimiza
cikarlar. Ozellikle sayilar teorisi ile ilgi problemlerin ele
alinmasinda oldukca dnemli bir yerleri vardir. Ornegin
Fermat’in Son Teoremi’nin Andrew Willes tarafindan

bir gruptur ve her bir eleman1 + (Ccl

1994 yilinda yapilan kanitinda, modiiler gruplarla iliskili
olarak modiiler formlar &nemli rol oynar. Eliptik egrilerin
aritmetigi, eliptik integral, kuadratik formlar ve eliptik
modiler fonksiyonlar teorilerindeki 6énemi nedeniyle T
modiiler grubunun Kkongriians alt gruplari olan ['(n),
Io(n), T°(n), Ii(n) gruplart iizerinde ¢ok sayida
¢aligma yapildi. Bizim ¢alismamizda ise bu kongriians alt
gruplardan Ty(n) grubu ana 6gemiz olacaktir. n > 1
pozitif bir tamsay1 olmak {izere I',(n) grubu,

Iy(n) = {(‘é‘ Z) €r: c=0(modn)) )

bi¢iminde tanmimlanir. Ayrica c¢alismada Ty(n) alt
grubunun  PSL(2,R) grubundaki normalliyen alt
grubunu Ny (n) ile gosterecegiz. Newman, Ny (n) ile ilgili
ilk sonuglart verdi [1]. Bu sonuclar matematigin gesitli
alanlarina 6nemli katkilar saglamistir. Bu katkilardan
belkide en 6nemlisi; “Monster Grubu” olarak bilinen
basit gruplarin kesfi ve ¢oziimlenmesi iizerine olan
katkisidir. Dahasi, Ny(n) normalliyeni, Iy(n) ile iliskili
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Xo(n) modiler egrilerinin iizerindeki Weierstrass
noktalarimin bulunmasinda 6nemli bir role sahiptir [2].
Bu caligmada ise, sonraki boliimde detaylarini
verecegimiz ve [3] caligmasinda grup yapilart verilen
bazi 06zel kongriians alt gruplarin PSL,(R) deki
normalliyenleri ele alindi. Bu normalliyenlerin,
genisletilmis rasyonel sayilar kiimesi iizerindeki
hareketinden dogan say1 dizileri ve alt yoriingesel graflar
incelendi. Bu say1 dizileri ile dondsiimlerin tipleri
arasinda iligkiler ortaya kondu. Ayrica yine bu hareketin
iirettigi devreler ve yollar incelendi.

MATERYAL ve YONTEM

Alt yoriingesel graflarin incelenmesi sonucu dogan sonlu
uzunluklu devreler ve bu devrelerin uzunluklart ile
iiretici eliptik elemanlarin mertebeleri arasindaki iliski
daha oOnceki bazi aragtirmalarda ele alindi [4]. Yine alt
yoriingesel graflar iizerine yapilan baska ¢alismalarda ise
sonsuz uzunluklu yollarin {rettigi say1 dizilerinin,
Fibonacci ve Lucas say1 dizileriyle olan iligkileri
aragtirildi [5,6]. Bu calismada da benzer ydntemler
kullanilarak alt yoriingesel graf fikrinden yola ¢ikarak
belirli 6zelliklere sahip doniistimlerin iirettigi devreler ve
sonsuz uzunluklu yollar incelendi. Tum semboller
tamsay1 olmak tzere, [7]’de Ny(n) normalliyen alt
grubunun elemanlar1 asagidaki gibi GL(Q) grubunun
matrisleriyle verilmistir:

ae b
h
(& ) K

Burada, h ile; h?|(n, 24) 6zelligini saglayan tamsay1y1 (
(n, 24) gosterimi ile n ile e nin en biylk ortak bélenini

n

gosterir) e semboli ile de; 3 tamsayisinin bir tam boleni
(Hall
determinanti

Divisor) olan ve ayni zamanda matrisin
n
olan e =ade?—bciz>0 saysi

gosterilmigtir (e tamsayisinin % tamsayisini tam bdlmesi
demek; en? ile % tamsayilarinin aralarinda asal olmasi
anlamma gelmektedir ve bu durum e| % ile gosterilir).

Eger, bir t tamsayisinin asal carpanlara ayrilisi; t =
py 1Py 2+ py bigiminde ise t tamsayisinin tam olarak 2"
tane tam boleni bulunur. Bir t tamsayisinin tam
bolenlerinin kiimesi TB(t) ile gdsterilsin. TB(t) nin iki

eleman1 u ve v olmak Uzere; u * v = % biciminde

tammlanan ikili igsleme goére TB(t) bir gruptur ve CJ
grubuna izomorftur. Burada r sayisi, t sayisinin farkli
asal carpanlarinin sayisidir [8].

Im ve arkadasglarnt [3] calismalarinda; Denklem 3 ile
verilen, moduler grubun iyi bilinen kongriians alt
gruplarindan, Denklem 1 ile verilen Ty (n) ile

Ii(n) = {((cl Z) er: (Ccl Z) = (é I) (mod n)}

alt grubu arasinda kalan T,(n) kongriians alt grubunun
PSL,(R)’deki normalliyeninin grup yapisini Ozetle
asagidaki gibi verdiler:

nm={(¢ b)ernmae) ©

Burada, A ile (Z/nZ)* nin herhangi bir alt grubu
gosterilmistir ve —1 € A kabul edilmistir.

Eger, A= (Z/nZ)* ise Ty(n) = [H(n) olur.

Eger, A= {1} ise [y(n) = +I;(n) olur.

Diger hallerde ise, T (n) = I\(n) = Iy (n) iliskisi gegerli
olacaktir. Ayrica galisma boyunca, I,(n) nin PSL,(R)
deki normalliyeni N,(n) ile gosterilecektir. Tum
semboller tamsay1 olmak iizere,

[ o)
M= , " JePGLi(Q),
Qw

n=
h

Q||%, det(M) = Q bicimindeki M matrisleri Nj(n)
grubundadir [3].
Eger h = 1 almirsa M’yi A, ile gdsterecegiz. Yani,

_(Qx y

4g = (nz Qw)

biciminde olup, bu tipli tim elemanlar T,(n)’nin
normalliyenindedir. Bu elemanlara 6zel olarak Atkin-
Lehner involusyonu adi verilir ve bu elemanlarn
olusturdugu gruba da Atkin-Lehner grubu ad1 verilir. Cok
basit bir gozlemle, (2) bigimli elemanlarin Nj(n)
grubununda oldugu aciktir. Aslinda burada bahsedilen
tim gruplar, genel olarak Mdbiiis doniisiimleri olarak
bilinen PGL,(C) grubunun alt gruplaridir. Bu grubun
genigletilmis  kompleks sayilar kﬁmes}z)ﬁzerindeki
hareketi g6z Oniine alinarak, elemanlarinin sabit
noktalaria gore siniflandirmasini bu ¢alismaya alt yap:
olacak bicimde bir 6zet halinde verelim. Bunun igin,

(0 o)
M={_, " |ePGLIQ
ow

5
matris gosterimi ile temsil edilen doniigiimler lizerinden
asagidaki gibi bir siniflandirma yeterli olacaktir. T(M) ile
M matrisinin normallestirilmis formunun izinin karesini
gosterelim.  Yani, (M) :=Q (x +w)? olsun. Bu
takdirde;
i. M paraboliktir ancak ve ancak t(M) = 4,
ii. M eliptiktir ancak ve ancak 7(M) € [0, 4),
iii. M hiperboliktir ancak ve ancak (M) > 4.
Bu smiflandirma ile; eger M parabolik bir doniisiim ise;
genigletilmis rasyonel sayilar kiimesine diisen bir sabit
noktasi, eliptik bir doniisiim ise; kompleks eslenik iki
sabit noktasi ve hiperbolik bir doniistimse; reel iki sabit
noktasi vardir [9].

YAPILAN CALISMALAR ve BULGULAR
Qx y)r '_(er+ys)
(nz ow (s) " \nzr + Qws )

Denklem 4 ile verilen matris ¢arpimi ile Atkin-Lehner
grubu, Q = QU {0} genisletilmis rasyonel sayilar
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kiimesi tizerinde hareket eder. [10] ¢alismasindan farkli
olarak biz burada; [3] calismasindan ilham alarak,
matrisin birinci girdisi olan x iizerinde kisitlamalar
yaptik. Ayrica burada n = p # 2 tek asal say1 olarak
secilmistir. Boylece, Q = 1 veya Q = p olmak lizere A=
(Z/pZ)y ={1,2,--,p—1} ve A={1,p—1} alt
gruplar1 g6z oniine alinmigtir. Bu durumlart; agagidaki
gibi dort alt baglikta inceledik.

)Q =1,A= (Z/pZ)* = {1,2,+,p — 1} Durumu:

Bu durumda, Denklem 4 ile verilen hareket asagidaki
gibi olur.

(rz ) ()= (o +s) ®

Simdi, bu hareket ile oo =% elemaninin yoriingesini
inceleyelim. Bu yoriinge asagidaki gibi elde edilebilir ve
genel terimini bulmak &nemli bir problem olarak
diistindlebilir.

2
(};CZ 3!1/) : ((1)) - (;Z) - (pl(?c]zz-l-'-_;w)) = (6)

—_(* Y
Teorem 1. E = (pz W)
iizere asagidaki durumlar s6z konusudur:

eliptik bir doniisiim olmak

a)x+w=0isep =1 (mod 4) dir,

(7)1 .
b) x+w=+1 ise ZT =1 esitligi saglanir,

burada (%) Legendre sembolldur. Yani; (%) = 1 olmasi,
x% = a (mod p) kongriians denkleminin ¢ézimuinin
mevcut olmas1 demektir.

. x
Ispat: a) (pz 3:,) doniisiimiiniin determinantt; xw —

pyz =1 oldugundan, xw = 1 (mod p) denkligi elde
edilir. E doniisiimii eliptik oldugundan, [x+w| <1
sartim1 saglayan déniisiimleri gdz oniine alacagiz. ilk
olarak, x +w =0 icin, x2 = —1 (mod p) kongriians
denkleminin ¢oziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter
kosul, p = 1 (mod 4) denkligi saglanir (Kenneth, 2011).
b) Ikinci olarak, |x+w|=1 igin; yine E’nin
determinanti gz oniine alindiginda istenen kolay bir
sekilde elde edilir. m

Bu teoremin her iki durumunu da asagidaki 6rnekle
aciklayabiliriz.

2 -1 L
5 _ 2) eliptik
doniigiimii elde edilebilir. Bu doniisiimiin iirettigi devreyi
(cy5) tst yart diizlem modelinin jeodezikleri yardimiyla
agagidaki Sekil 1°deki gibi gosterebiliriz:

Ornek 1. a) p=5 icin ez,s=(

Sekil 1. .0 — E - % — oo Devresi.
- 3 -1
b) p=7,z=1 alindiginda ez, = (7 _2), €47 =

(g :g) Ve €57 = (3 :i) eliptik ddmsiimleriyle

asagidaki Sekil 2 ile gosterilen c3, €47, €5, devreleri
elde edilir:

Sekil 2. €35, C44, Cs, Devreleri.
ii)Q =p, A= (Z/pZ)* ={1,2,---,p — 1} Durumu:

Bu durumda, Denklem 4 ile verilen hareket asagidaki
gibi olur.

Gz o) ()= Goor + ps) )
Bu hareket

hesaplandiginda elde edilen kdse dizisinin ilk birkag
terimi Denklem 8 ile gosterilebilir.

2
)= )= (o) = ®)

Ayrica bu baslikta ele aldigimizda, eliptik doniigsiimler
igin sadece, Q = 2 veya Q = 3 durumlar1 s6z konusudur.

. 1 o oo .
ile o =< clemanmin  ydriingesi

Cunku; (?lJZC Y ) doniisimiiniin eliptik olmasi i¢in

Qw
[x + Wl\/a < 2 esitsizligi saglanmalidir. Boylece, Q =
2 icin dordinci mertebe, Q = 3 i¢in altinc1 mertebe
eliptik elemanlar bulunabilir [8]. Bunu asagidaki 6rnekle
aciklayabiliriz.

Ornek 2. (_42

olan ve Sekil 3 ile iist yart diizlemde gosterilen, co —
3 . -
—2- -5~ —1 — oo devresi elde edilir.

_52) eliptik doniisimi icin uzunlugu 4
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Sekil 3.0 » -2 — —% — —1 — oo Devresi.

(_63 _73) eliptik doniisiimii i¢in ise uzunlugu 6 olan ve
Sekil 4 ile iist yar1 diizlemde gosterilen,
5 3 4

Etadat-te - 1 - oo devresi elde edilir.

0> —2 >

1 (5 5) ”

Sekild. 0o > —2->-25-3,_2%2 1,
3 2 3

Devresi.

Not 1. [x+ W|\/5 > 2 oesitsizliginin - saglanmasi
durumunda parabolik ve hiperbolik doniisiimler s6z
konusu olacaktir ve bu durumda; sonsuz uzunluklu
devreler elde edilecektir. Ayrica, n =p =3 i¢in h =1
olmak zorunda olacagindan n = 2 durumunu g6z 6niine
almayacagiz. Baska bir ifadeyle n dogal sayisini tek asal
sayilardan segecegiz.

iii)Q =1, A= {1, p — 1} Durumu:

Bu durumda Denklem 4 ile verilen hareket Denklem
9’daki gibi olur:

px+1 y) T __(pxr$r+ys)
( Pz w (s) N\ pzr+ws ©)
Bu hareket ile; oo = % , elemanimin yo6riingesi Denklem

10 ve Denklem 11°deki gibi elde edilir:

6= )= Grmdash) = @0
6= ("5 )= ot =) =

Bu durumda, eliptik doniistimleri belirlemek i¢in Teorem
1 gegerli olur.

Ornek 3. p > 2 bir asal olmak iizere, Hy:= (; p _}_ 1)

hiperbolik (T(Hp) = p + 2 > 2 ) matrisine karsilik gelen

donlisimiinii g6z Oniine alalim. Bu
pz+(p+1)

doniisiimiin  genisletilmis rasyonel sayilar (Q U {oo})
Uzerindeki hareketi ile oo =% elemaninin  yériingesi

asagidaki gibi verilebilir:

+1 243p+1
14 _, _Db°+3p
p(p+1)(p+3)

1
0 - - =
p p(p+2)

12)

Burada eliptik doniigiimlerin aksine sonsuz uzunluklu bir
yol elde edilir. Ayrica bu doniisiimiin sabit noktalart;

+1 .. " .
z = z denkleminin kokleri olan,
pz+p+1
_ —piyJpP+4p
Z17 = T

reel sayilari olarak elde edilir. Denklem 12 ile; ilk dort
terimi verilen {H¥ (c0)} dizisi, bu sabit noktalardan birine

yakinsar. Bu sabit noktalar ile ilgili olarak asagidaki
sonucu verebiliriz.

Sonug 1. Yukaridaki gibi tanimlanan doniigiimiin sabit
—p+Vp?+4p —p—yp2+4p
2p

noktalart olan z; = 2p

ve Zy =

sayilar1 irrasyoneldir.

Ispat. p asal say1 olmak iizere p? + 4p sayilarimin tam
kare olmayacagini gdstermemiz yeterlidir. Bunun igin,
p?+4p =n? olacak sekilde bir n tamsayismin
bulunamayacagini gostermeliyiz. Buradan;

p?+4p—n?=0 (13)

p icin ikinci derece denklemi elde edilir. (13)

denkleminin tamsay1 ¢oziimlerinin bulunmasi, A =

4n? + 16 diskriminantinin tam kare olmasina baghdir.

Bunun igin 4n?+ 16 =t?> denkleminin tamsay1

¢Oziimlerine bakalim:

e n=20 icin A=4 olur, ancak bu durumda (13)
denklemini saglayan p asali bulunamaz.

e n#0 durumunda ise; t?—n?=4 denkleminin
tamsay1 ¢oziimlerinin olmadig1 kolaylikla goriilebilir.

Dolayistyla higbir p asal sayisi igin p? + 4p bir tam kare

olamaz ve ispat biter. Denklemi buraya yazin.

Diger taraftan, Denklem 9 ile verilen 6§ )+ Ly )
pz w

doniisiimiin sabit noktasi a ile goésterilsin. Bu durumda,
(px+1)a+y
pza+w

ikinci derece denklemin kokleri, sabit noktalar1 verir.
Denklemin diskriminanti; A= (w — px — 1{@)}+ 4pzy ve
doniisiimiin determinanty; pxw + w — pzy = 1 oldugu
g6z Oniine alinirsa, sabit noktalar;
_ (1+px—w)$\/m

- 2pz

seklinde elde edilir.

=a > pza’+(w—px—1)a—y =0,

a

(10)

Teorem 2. S: = (px t1loy
Pz w

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul px + zy = 0 olmasidir

) doniistimiiniin parabolik
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ve bu durumda z # 0 icin sabit nokta; a == = —%

rasyonel sayisidir.

Ispat. 7(S) = (px + w + 1)? = 4, det(S) = 1 oldugu
g0z Oniine alinirsa, istenilen kolaylikla elde edilir.m

Ornek4.p=3,x=1,y=—-3vew = —2 alinirsa; S
tipli Ozel bir parabolik doniisim elde edilir. Bu
doniisiimiin {irettigi sonsuz uzunluklu yol; Sekil 5 ile
gosterildigi gibi 1 sayisina yakinsayan bir rasyonel dizi
ile etiketlenebilir.

(14)

PR i
29 B 3

T

Sekil 5. Denklem 14 ile elde edilen sonsuz uzunluklu
yol.

iv) Q =p, A= {1, p — 1} Durumu:

x = ¥1 (mod p) olmak lizere hareket Denklem 14 ile
verilebilir.

(o ) ()= G+ pws)

Eger, w = —x ise; her p > 3 asaliigin, px? + zy + 1 =
0 denklemini saglayan x, z, y tamsayilari ile elde edilen
eliptik doniistimler; Denklem 15 ile gosterildigi gibi 2
uzunluklu devreler Gretir:

m%(’;)%(sz(;ryZ)zm

(15)

(16)

Eger, |w + x| = 1 ve p = 3 ise, doniisiim eliptik olup,
bu tipli doniisiimler; Denklem 16 ile gosterildigi gibi 3
uzunluklu devreler Uretirler.

wq(x)q(px”yz)m

> i (17)

Eger, |w + x| = 1 ve p > 3 ise, Denklem 14 ile verilen
PX Y\ e . .
(p z pw) doniistimii hiperbolik olup, bu durumda;
_ px-w)F/p2(w+x)2—4p
2pz
reel sayilarina yakinsayan sonsuz uzunluklu yollar elde
edilir.

a

TARTISMA ve SONUC

Bilindigi gibi, (Z/pZ)* ¢arpimsal grubunun asikar alt
gruplarindan baska alt gruplar1 da vardir. Bu alt gruplar
icin benzer yollar1 ve devreleri bulma problemi; ¢ok daha
detayli bir c¢aligma gerektirecektir ve bunlarin
irdelenmesi daha sonraki ¢aligmalarin konusu olabilir.
Bu caligma ile sunulan yontem ve fikir dogrultusunda
Modiiler grup ve benzeri gruplarin genisletilmis rasyonel
sayilar kiimesi lizerindeki dogal hareketinden dogan
devreler ve yollar ¢ok daha fazla merak uyandirabilir.
Ayrica, Ozellikle sonsuz uzunluklu yollarin irettigi
rasyonel say1 dizilerinin sayilar teorisi agisindan ilging
sonuglar1 bulunabilmektedir [5]. Ornegin, klem 12
ile verilen yolun rasyonel koéselerinin bu agidan
aragtirmaya deger oldugu sdylenebilir. Sonug olarak bu
calismada; moddler grubun bazi 6zel kongriians alt
gruplarin PSL,(R) deki normalliyenleri ele alindi. Bu alt
gruplarin  genigletilmis  rasyonel sayilar kiimesi
Uzerindeki hareketi belli kisitlamalar altinda ayri ayri ele
alindi. Eliptik elemanlarin tirettigi 2, 3, 4 ve 6 uzunluklu
devrelere oOrnekler verildi. Hiperbolik ve parabolik
elemanlarin trettigi sonsuz uzunluklu yollar gosterildi
(sirastyla Ornek 3 ve 4). Buradaki graflarm koselerinin
etiketlendigi say1 dizileri ile doniisiimlerin tipleri
arasinda iligkiler ortaya kondu. Ayrica sonsuz uzunluklu
yollarin yakinsadigi nokta ile iiretici doniisiimiin sabit
noktalar1 arasindaki iligkiler irdelendi.
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