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Keyfi Aralikta Siirekli Fonksiyonlar I¢cin S-Iterasyon Metodunun
Yakinsakhg*

[brahim KARAHAN!

OZET Bu makalede keyfi bir aralikta tanimlanan siirekli fonksiyonlarin sabit noktalarin1 bulmak igin S-iterasyonu
ele alimmistir. Bu iterasyonun yakinsamast igin gerek ve yeter sartlar verilmistir. Ayrica siirekli ve azalmayan
doniisiimler i¢in S-iterasyonunun diger bazi itersayonlardan daha hizli yakinsadigi ispatlanmstir. S iterasyonu
icin verilen Lemma 3 {in ispat yonteminin Mann gibi diger iterasyonlar i¢in verilen ispat yontemlerinden farkl
olduguna dikkat edilmelidir.
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Ibrahim KARAHAN
GIRIS
Bu makale boyunca E nin reel eksen ilizerinde kapali bir aralik ve g: E — E nin stirekli bir

fonksiyon oldugunu kabul edecegiz. g fonksiyonunun sabit noktalar1 kiimesini Fix(g) ile

gosterelim. Yani Fix(g) = {x € E: g(x) = x} dir. E nin simurli olmasi durumunda g nin
en az bir sabit noktaya sahip oldugu bilinmektedir.
Iterasyon metotlar1 lineer olmayan déniisiimlerin sabit noktalarina yaklasim igin ¢ok
kullanilan popiiler metotlardir. Bu tarz iterasyon metotlarindan biri 1953 yilinda Mann
(Mann, 1953) tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra bu metot bir ¢ok yazar tarafindan bir
¢ok calismada kullanilmigtir. Normal Mann iterasyonu, x; € R keyfi bir baglangi¢ noktasi,
g bir reel fonksiyon ve {a,} de [0,1] araliginda reel bir dizi olmak tizere her n > 1 i¢in
Xn+1 = (1= an)xy + ang(xy) (1.1)
seklinde tanimlanan bir {x,,} dizisi iiretir. Diger bir metot 1974 yilinda Ishikawa (Ishakawa,
1974) tarafindan {a,} ve {B,}, [0,1] araliginda reel diziler olmak iizere her n > 1 i¢in
asagidaki sekilde tanimlanmistir:

{xn+1 = (1—ap)x, + ang(yn) (1.2)
VYo = (1= Bp)xn + Brng(xs) .

Bu sekilde tanimlanan Ishakawa iterasyonunun Mann iterasyonunun genellestirilmis hali
oldugu aciktir. 1974 yilinda Rhoades (Rhoades,1974; Rhoades, 1976) kapali1 birim aralikta
tanimli slirekli ve azalmayan donilisim smiflar1 igin Mann iterasyonunun kuvvetli
yakinsakligini ispatlamis ve bu tip doniisiimler icin Ishakawa iterasyonunun Mann
iterasyonundan daha hizli oldugunu gostermistir.

MATERYAL VE YONTEM

Yukarida bahsedilen metotlarin ardindan 1991 yilinda Borwein and Borwein (Borwein and
Borwein, 1991) ve 2006 yilinda Qing and Qihou (Qing and Qihou, 2006) keyfi aralikta
tanimli stirekli dontistimler i¢in sirasiyla Mann ve Ishakawa iterasyonlar1 i¢in bazi yakinsama

teoremleri vermislerdir.
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2000 yilinda Noor (Noor, 2000) Ishakawa ve dolayisiyla da Mann iterasyonunu

genellestirerek asagidaki iterasyonu tanimlamaistir:

Xn+1 = (1 — an)xn + g (Vn)

Yo =1 = Bn)xn + Bng(zs) (1.3)

Zn = (1 = vp)xn + ¥ug (xp).
Buradaki kontrol dizilerinin 6zel secimleriyle Ishakawa ve Mann iterasyonlarinin elde
edilebilecegi asikardir. Gergekten, eger her n > 1 i¢in y,, = 0 alinirsa Noor iterasyonu
Ishakawa iterasyonuna ve y,, = 0 ile birlikte 5, = 0 alinirsa Mann iterasyonuna indirgenir.
Son yillarda, Phuengrattana and Suantai (Phuengrattana and Suantai, 2011), (1.3) ile tiretilen

{x,} dizisinin keyfi aralikta tanimli siirekli g fonksiyonunun sabit noktasina kuvvetli

yakinsadigini ispatlamistir. Ardindan asagidaki SP-iterasyonunu vermislerdir:

Xn+1 = (1 = an)yn + ang(n)
Yo =1 = Bn)zn + Brg(zy) (1.4)
Zn = 1- )/n)xn + Vng(xn)-
g, keyfi E c R altkiimesinde tanimli siirekli bir fonksiyon olmak tizere bazi kabuller altinda
(1.4) ile dretilen {x,} dizisinin g nin bir sabit noktasina kuvvetli yakinsadigini
gostermislerdir. Ayrica Ishikawa, Mann, Noor ve SP-iterasyonlarinin yakinsama hizlarini
karsilagtirarak SP-iterasyonunun digerlerinden daha iyi (hizl1) oldugunu ispatlamiglardir.
E reel eksen iizerinde keyfi bir aralik (siirsiz olabilir) olmak iizere g, E {izerinde taniml

siirekli bir fonksiyon olsun. 2007 de Agarwal et al. (Agarwal et al., 2007) S-iterasyonu olarak

adlandirilan asagidaki metotu tanimlamiglardir:

{xn+1 =(1- an)g(xn) + ang(yn)

Yo = (1= Bn)xn + Brg (xz). (1.5)

Burada {a,} ve {£,}, [0,1] araliginda tanimli reel dizilerdir. Her n € N igin eger a,, = 1

olarak alinirsa S-iterasyonu asagidaki Picard-Mann hibrit (PMH) iterasyonuna (bak (Sahu,
2011; Khan, 2013)) indirgenir:

{xn+1 = g(m) (1.6)

Yo = (1= Bp)x, + .Bng(xn)-
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Karahan ve Ozdemir (2013) tarafindan yapilan arastirmada PMH-iterasyonu
tarafindan dretilen {x,} dizisinin keyfi aralikta tanimh siirekli g fonksiyounun sabit
noktasina yakinsadigim1 ispatlamiglar ve ayni1 hesaplama maaliyeti altinda (1.6)
iterasyonunun digerleriyle yakinsama hizlarimi karsilastirmislardir.

Bu makalenin amaci, S-iterasyonu tarafindan tiretilen {x,} dizisinin reel eksen tizerinde ki
keyfi E araligi lizerinde tamiml1 bir g fonksiyonunun sabit noktasina kuvvetli yakinsadigini
ispatlamak ve ayni hesaplama maliyeti altinda (1.5) iterasyonunun diger iterasyonlarla
yakinsama hizlarini karsilastirmaktir.

BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde S-iterasyonunun keyfi bir aralik (sinirsiz olabilir) lizerinde tanimli siirekli bir g
fonksiyonunun sabit noktasina yakinsamasi i¢in gerek ve yeter sartlar1 ifade edilerek bu
iterasyonun diger bazi iterasyonlardan daha hizli yakinsadigi ispatlanacaktir.

Lemma 1: E reel eksen lizerinde tanimli keyfi bir aralik (sinirsiz olabilir) olmak {izere g, bu
aralik tizerinde tanimli stirekli bir fonksiyon olsun. x; € E keyfi baslangi¢ noktasi, {a,} ve
{Br), lima, =0, X3 a, =0 ve lim, B, =0 sartlar1 saglayan [0,1)
araliginda reel diziler olmak tizere {x,}, (1.5) tarafindan iiretilen dizi olsun. Eger {x,,} dizisi
bir a noktasina kuvvetli yakinsarsa a € Fix(g) dir.

Ispat: Tersine olarak g(a) # a oldugunu kabul edelim. g(x) siirekli ve x, — a

oldugundan g(x,) smirhdir. y, = (1 — )%, + ng(x,) ve B, = 0 oldugu kullanilirsa
Yn = a oldugu elde edilir. p;, = g(yx) — xx ve qx = g(xx) — X olsun. Bu durumda
Jimp, = lim (g(y) —x) = g(a) —a=p #0,
Jim g, = lim (g(x) —2) = g(a) —a=q #0.
dir. xppq = (1 —ay)g(x,) + ang () oldugu kullanilirsa

Xnt1 — Xn = (1 — ) g(xn) + ang(yn) — xp
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=1~ an) (g(xn) - xn) + an(g(yn) - xn)

esitligi elde edilir ki bu da

n-1 n-1
=t ) (=)l —x)+ ) algn) —x)

n-1 n—1
=Xx; + Z (1 —ap)qy + z Ak Pk
k=1 k=1

olmasimi gerektirir. pp > p #0, qx > q # 0 ve Ypoq @n = © olmasi {x,} nin iraksak
olmasin1 gerektirir. Bu ise x, — a olmas1 ile celisir. Dolayisiyla kabul yanlis, yani
g(a) = a di.

Lemma 2: E reel eksen iizerinde tanimli keyfi bir aralik (sinirsiz olabilir) olmak {izere g,
bu aralik {izerinde tanimli siirekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. x; € E keyfi baslangi¢
noktasi, {a,} ve {B,}, [0,1) aralifinda reel diziler olmak tizere {x,}, (1.5) tarafindan
iiretilen dizi olsun.Bu durumda asagidakiler dogrudur.

(i) g(x1) < xq iseher n > 1 i¢in g(x,) < x, ve {x,} artmayandir.

(i) g(x;) > x4 iseher n > 1 i¢in g(x,) = x,, ve {x,} azalmayandir.

Ispat: (i) g(x;) < x; olsun. Bu durumda {x,} nin tanimindan g(x;) < y; < x; oldugu
elde edilir. g azalmayan oldugundan g(y,) < g(x1) <y; < x; olur. Bu ise g(y;) <
X, < g(x1) < y1 < x; olmasimt gerektirir. Tekrar g nin azalmayan oldugu kullanilirsa
g(x;) < g(y1) < x5, bulunur. Boylece g(x;) < x, dir. g(x;) < x; oldugunu kabul
edelim. Buradan g(x;) < yx < x; oldugu ¢ikar. g azalmayan oldugundan g(y,) <
9(x,) <y < x, elde edilir. {x,} nin tammmindan g(y;) < xp41 < 9(x) < Vi < X
bulunur. Bu ise g(xx41) < 9(yi) < Xj41 olmasim gerektirir. Buradan g(xj41) < Xg41
bulunmus olur. Tiimevarimdan her n > 1 i¢in g(x,) < x, oldugu elde edilir. Buradan her
n =1 igin x,4q < x,, dir. Yani {x,} dizisi artmayandir.

(i) ik sikkin ispatina benzer sekilde gosterilebileceginden ispat1 gegiyoruz.
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Asagida S-iterasyonu i¢in verilen Lemma 3 {in ispat teknigi diger yontemler i¢in verilen ispat
yontemlerinden oldukga farklidir.
Lemma 3: E reel eksen iizerinde taniml keyfi bir aralik (sinirsiz olabilir) olmak {izere g,
bu aralik lizerinde tanimli siirekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. x; € E keyfi baslangi¢
noktasi, {a,} ve {B,}, [0,1) araliginda Lemma 1 deki sartlar1 saglayan reel diziler olmak
tizere {x,}, (1.5) tarafindan tiretilen dizi olsun. Eger {x,,} smirl ise yakinsaktir.
Ispat: {x,} nin yakinsak olmadigin1 kabul edelim. liminf,_,.x, = a ve limsup, X, =
b olsun. Oncelikle a < m < b olmasi durumunda m € Fix(g) oldugunu gostermeliyiz.
Tersine olarak m & Fix(g) oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmadan g(m) —m > 0
olarak alabiliriz. g(x) siirekli oldugundan

|x —m| < &ikeng(x) —x >0 2.1
olacak sekilde & € (0,b — a) vardir. {x,} smirh bir dizi oldugundan kapali smirli bir
araliga aittir. g(x) nin sirekliliginden g(x,) smirhdir. y, = (1 — B)x, + Bng(x,)
esitliginden {y,} ve dolayisiyla da g(y,) smrhdir. y, —x, = B,(g(x,) — x,) ve
lim,,_, S, = 0 esitlikleri kullanilirsa n — o i¢in y,, — x,, = 0 oldugu elde edilir. Diger
taraftan, g(x;) ve x; reel sayilari igin (a) g(x;) > x; (b) g(x1) < x; ve (¢) g(x1) = x;
seklinde ti¢ durum oldugu agikardir.
(a) Lemma 2 den g(x;) > x4 ikenher n > 1 i¢in g(x,) = x, ve buradan

Xp = Xpp1 = Xp — (1 — @) g(xn) — ang ()
= % — 9 (n) + an(g () — g))

< an(90n) = 9O))-

oldugu elde edilir. lim,,_, @, = 0 oldugu kullanilirsa
1lli_r)£10(xn —Xp41) =0

bulunur. Benzer sekilde (b) durumu i¢in
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Xni1 = Xn = (1= @) g(xn) + @ng () — %n < @ (g () — 9(xn))

elde edilir. Tekrar lim,,_,,a, = 0 oldugu kullanilirsa istenilen sonug ¢ikar.
(¢) durumu i¢in m & Fix(g) oldugu kabul edildiginden a < m < b esitsizligini saglayan
m reel sayilart i¢in ya x; <a veya x; > b dir. Genelligi bozmadan x; < a kabul
edilebilir. g(x;) = x; oldugundan (1.5) iterasyonu x, = x; olmasini ve tiimevarimdan her
n =1 icin x,41 = X, olmasin gerektirir ki tim bunlardan

Ai_r){)lo(xnﬂ —xp) =0
elde edilir. Dolayisiyla her ii¢ durum igin,

Ai_r){)lo(xnﬂ —x,) =0
dir. Boylece her n > N igin

[Fnsr = Xl <319 = Xal <3 (2.2)

olacak sekilde pozitif N tamsayist vardir. limsup, X, = b > m oldugundan Xy, > M
olacak sekilde k; > N sayis1 vardir. ng =k olsun. Bu durumda x; >m dir. x; igin

sadece asagidaki iki durum s6z konusudur:
(1) x >m +§ ise (2.2) den xp4q > X — g > m ve dolayisiyla x;,q > m dir.
i) m<x,<m +§ ise (2.2) den m — g <y <m+ 3§ vedolaysiyla

lx;, — m]| <§<8,|yk—m| <6
elde edilir. (2.1) den

gx) — x> 0,9(Vk) —yx >0 (2.3)

bulunur. (2.3) esitsizlikleri kullanilirsa
Yie = X = Brelg(xx) —x,] =20,
ifadesi ¢ikar. Buradan
X1 — X = g(xg) — x5 + ar[g (i) — g ()]
=g () — xp + g i) — v + Y — X + x — g (x3)]
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= (1 — ) (g(xi) — x) + are[g i) — yie + yie — x|

>0
sonucu elde edilir. Dolayisiyla xj,; > x; > m bulunmus olur.
Sonug olarak (i) ve (ii) siklarindan x,,; > m elde edilir. Benzer sekilde xj,, > m,
Xg43 > M,... olur. Boylece her n > k = n; i¢in x,, > m dir. Buradan limy_x, =a =
m elde edilir ki bu durum a < m olmasi ile gelisir. Boylece kabul yanlis yani m € Fix(g)
dir. Simdi asagidaki iki durumu ele alalim.
(D) a < xp < b olacak sekilde x,, vardir. Yukarida ki ispattan g(x,) = xj; oldugu elde

edilir. Buradan
ym = (1 = Bu)xm + Bug(xm) = X,
xy+1 = (1 —an)gCey) + ang(m) = gley) = xy
dir. Benzer sekilde xj; = xp 41 = X4 = -+ ve dolayisiyla da x, = xp; olur. Sonugta
Xy = a ve x, — a bulunur ki bu bir celigkidir.
(II) Her n i¢in x,<a veya x,=b dir. b—a>0 ve lim,,o|Xps1 — x| =0
oldugundan her n > N, icin
Pnr — 2l < =2
olacak sekilde N, sayisi vardir. Bu durum her n > N, i¢in x,, < a veya X, = b olmasini
gerektirir. Eger her n > N, i¢in x,, < a ise bu durumda b = limsup,_ X, < a olur. Bu
ise a < b olmasi ile gelisir. Eger her n > N, i¢in x,, = b ise a = liminf,,,,x,, = b elde
edilir ki bu da yine a < b olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla baglangictaki kabul yanlistir.
Boylece n — oo i¢in x,, = a dir.
Teorem 1: E reel eksen lizerinde tanimli keyfi bir aralik (sinirsiz olabilir) olmak iizere g,
bu aralik lizerinde tanimli siirekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. x; € E keyfi baslangi¢

noktasi, {a,} ve {B,}, [0,1) araliinda Lemma 1 deki sartlar1 saglayan reel diziler olmak

tizere {x,}, (1.5) tarafindan iretilen dizi olsun. {x,} dizisinin g fonksiyonunun bir sabit
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noktasia yakinsamast igin gerek ve yeter sart {x,} nin sinirli olmasidir.
Ispat: Her yakinsak dizinin sinirli oldugu bilinmektedir. Simdi {X»} nin simirli oldugunu kabul edelim.
Bu durumda Lemma 1 ve Lemma 3 den {x,} nin g fonksiyonunun bir sabit noktasina yakisadig ¢ikar.

Yakinsama Hizlan

Bu béliimde S-iterasyonu ile

{un+1 =1 —-av, + ang(vn)
Unp = 1- ﬁn)un + ﬁng(un)

3.1
seklinde tanmimlanan iki adim Mann iterasyonunun (Mannll) yakinsama hizlarim
karsilastiracagiz. Burada agiktir ki S-iterasyonunun hesaplama maliyeti Mannll iterasyonun
hesaplama maliyetine esittir.

Asagidaki lemmanin ispati Lemma 2 nin ispatina ¢ok benzer oldugundan ispatsiz olarak
verilecektir.

Lemma 4: g, reel eksendeki E kapali araligi {izerinde tanimlh siirekli ve azalmayan bir
fonksiyon ve {u,}, (3.1) tarafindan iiretilen dizi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
(i) g(uy) < uy ise {u,} artmayan ve her n > 1 icin g(u,) < u, dir.

(ii)) g(uq) > u4 ise {u,} azalmayan ve her n > 1 i¢in g(u,) > u, dir.

Lemma 5: g, reel eksendeki E kapali araligi iizerinde tanimli siirekli ve azalmayan bir
fonksiyon olsun. {x,} ve {u,}, sirasiyla (1.5) ve (3.1) tarafindan tiretilen diziler olsun. Bu
durumda her n = 1 i¢in asagidakiler saglanir:

(i) p € Fix(g) ve xq > p ise x, = p dir.

() p € Fix(g) ve x; <p ise x, < p dir.

3. p € Fix(g) ve u; > p ise u, > p dir.

4. p € Fix(g) ve u; <p ise u, <p dir.

Ispat: (i) p € Fix(g), x; >p ve g azalmayan oldugundan g(x;) = g(p)=p ve
dolayisiyla y; > p elde edilir. Bu durum g(y;) = p ve bu ise x, = p olmasim gerektirir.
Bu sekilde devam edilirse her n = 1 i¢in x,, = p elde edilir.

(ii) (i) sikkina benzer sekilde yapilir.

(iii) p € Fix(g), u; > p ve g azalmayan olduundan g(u,) = g(p) = p ve dolayisiyla
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v; > p dir. Buradan g(v;) = p olur. Boylece u, > p elde edilir. u; > p kabuliinden
dolayr g(uy) = p bulunur. {u,} nin tanimindan v, > p oldugu ¢ikar. g nin azalmayan
olusu kullanilarak g(vy) = p elde edilir. Buradan u;,; > p bulunur. Timevarimdan her
n =1 i¢in u, > p elde edilmis olur.
(iv) (ii1) sikikinin ispatina benzer sekilde yapilir.
Lemma 6: g, reel eksendeki E kapali araligi iizerinde tanimh siirekli ve azalmayan bir
fonksiyon olsun. {x,} ve {u,}, sirasiyla (1.5) ve (3.1) tarafindan tiretilen diziler olsun. Bu
durumda her n > 1 i¢in agsagidakiler saglanir:
D) g(uy) <wuy ise x, < uy,
(i) g(uq) > uy ise x, > u, dir.
Ispat: (i) g(u;) <u; olsun. u; = x; oldugundan g(x;) < x; dir. (3.1) ve (1.5)
kullanilirsa

yi—vi=0-B)0 —uy) + .31(9(351) — g(ul)) =0
elde edilir. Diger taraftan, Lemma 4 (i) nin ispatindan g(x;) —v; = g(u;) —v; <0
oldugu bilinmektedir. Buradan

X, —uy = (1 —a)(g(x1) —v) + a1 (g(y1) —g(v1)) <0

olur. xj, < uy esitsizliginin saglandigini kabul edelim. g azalmayan oldugundan g(x;) <
g(u) dir. {x,,} ve {u,} dizilerinin tanim gz 6niine alinirsa

Vi — vk = (1 — Br) (xp — wge) + ﬁk(g(xk) - g(uk)) <0
elde edilir. Tekrar g nin azalmayan olmasi kullanilirsa g(y,) < g(vy) c¢ikar. Ayrica

Lemma 4 {in ispatindan g(u;) < vj oldugundan

X1 — Uk = (1 — ) (g(xg) —vp) + ak(ﬂ()’k) - g(”k))

= (1 — ap)(gC) — g(we) + g(w) — vi) + ar(gr) — g(wi))
<0

elde edilir. Dolayisiyla tiimevarimdan her n > 1 i¢in x, < u, oldugu bulunmus olur.
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(ii) Yukaridaki ispata benzer sekilde yapilir.
Onerme 1: g, reel eksen iizerindeki kapali E aralig1 iizerinde tanimli siirekli ve azalmayan
bir fonksiyon olsun. Fix(g) nin bos kiimeden farkli ve sinirli oldugunu kabul edelim. {x,,},
(1.5) veya (3.1) ile tanimlanan dizi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
(i) x; >sup{p €E:p=g9g(P)} ve g(x;)>x; ise {x,}, g nin bir sabit noktasina
yakinsamaz.
i) x; <inf{p € E:p=g9()} ve g(x;1) <x; ise {x,}, g nin bir sabit noktasina
yakinsamaz.
Ispat: (i) Lemma 2 (ii) den, {x,} azalmayandir. x; > sup{p € E:p = g(p)} oldugundan
{x,} nin g nin bir sabit noktasina yakinsamayacagini gérmek kolaydir.
(ii) Benzer sekilde gosterilir.
Teorem 2: g, reel eksen lizerindeki kapali E araligi lizerinde tanimli siirekli ve azalmayan
bir fonksiyon olsun. Fix(g) nin bos kiimeden farkli ve siirli oldugunu kabul edelim .
u; = x; olmak tizere {u,} ve {x,} swrasiyla (3.1) ve (1.5) tarafindan tanimlanan diziler
olsun. Eger {u,} bir p € Fix(g) noktasina yakinsarsa bu durumda {x,} de ayni noktaya
yakinsar. Ustelik {x,,}, {u,} den daha iyidir.
Ispat: L=inf{p € E:p=g(p)} ve U=sup{p € E:p=g(p)} olsun. {u,} nin bir
p € Fix(g) noktasia yakinsadigini kabul edelim. Burada {i¢ durum s6z konusudur.
L. Durum: U < u; = x; olsun. Onerme 1 (i) den g(x;) < x; ve g(u;) < u; olur. Lemma
6 (i) den her n > 1 i¢in x, < u, ede edilir. U < x; esitsizligi ve (1.5) den her n > 1
icin U < x,, oldugu gosterilebilir. Bu durumda 0 < x, —p <u, —p ve dolayisyla her
n =1 i¢in

1% — pl < lun —pl 3.2)
dir. Bu ise {x,} nin p ye yakisamasi demektir. Ustelik, (3.2) esitsizliginden {x,,}, {u,}

den daha iyidir.
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6 (i) den her n > 1 i¢in x, < u, ede edilir. U < x; esitsizligi ve (1.5) den her n > 1
icin U < x,, oldugu gosterilebilir. Bu durumda 0 < x, —p < u, —p ve dolayisyla her
n =1 i¢in

1%, — pl < lu, —pl 3.2)
dir. Bu ise {x,} nin p ye yakinsamas1 demektir. Ustelik, (3.2) esitsizliginden {x,}, {u,,}
den daha iyidir.
II. Durum: L > u; = x; olsun. Onerme 1 (ii) den g(x;) > x; ve g(u;) > u, dir. Bu ise
Lemma 6 (ii) den her n > 1 i¢in x,, > u, olmasim gerektirir. L > x; esitsizligi ve (1.5)
kullanilirsa her n > 1 i¢in L = x,, oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece |x, —p| <
|u, — p| yani {x,,} nin p ye yakinsadigi ve {u,,} den daha iyi oldugu elde edilmis olur.
II. Durum: L < x; = uy; < U olsun. g(u;) # u; oldugunu kabul edelim. Eger g(u,) <
u, ise Lemma 4 den {u,} artmayan ve limiti p dir. Lemma 5 (i), (iii) ve Lemma 6 (i) den
her n > 1 igin p < x, < u, elde edilir. Dolayisiyla her n > 1 igin |x, — p| < |u, — p|
olur. Buradan {x,} nin p ye yakinsak ve {u,} den daha iyi oldugu ¢ikar. Tersine g(u,) >
u, ise bu durumda Lemma 4 den {u,} azalmayan ve limiti p dir. Lemma 5 (ii), (iv) ve
Lemma 6 (ii) den her n > 1 i¢in p = x,, > u, oldugu c¢ikar. Boylece her n > 1 i¢in
|, —p| < |lu, —pl yani {x,} dizisi p noktasina yakinsak ve {u,} dizisinden daha iyidir.
Uyar 1: Teorem 2 ve (Dong et al., 2013) deki Remark 3.3 den S-iterasyonu ayn1 hesaplama
maliyeti altinda Mann, Ishikawa, Noor ve SP gibi bazi iterasyonlardan daha iyidir.
Simdi bu sonucumuzu destekleyen niimerik bir 6rnek verelim.

N ,
Ornek 1: g:[0,4] = [0, 4] fonksiyonu g(x) = x243Vx+3

seklinde tanimlansin. g nin
stirekli ve azalmayan oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica p = 1 € Fix(g) dir. Baslangig
noktast u; = x; = 3.5 ve kontrol dizileri a,, = - Bn = # olsun. Asagidaki tabloda

n+2’

Mannll ve S-iterasyonlarinin yakinsamalari karsilastirilmastir.
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Cizelge 1 Mannll ve S-iterasyonlarinin yakinsama hizlart

lg (en) — xnl

|xn+1 - pl

|xn_p|

5.409204EF — 01

7.669393E — 01

4.764686F — 01

7.067479E — 01

3.563099E - 01

6.432250EF — 01

2.302598E — 01

5.886031E — 01

9.672947E — 03

5.032074E - 01

3.049688E — 04

5.000489E — 01

9.549455E — 06

5.015674E — 01

MannlII S-iteration

n Uy Xn

2 3.148302 2.917348
3 2.921730 2.355082
4 2.764776 1.871623
5 2.647063 1.513040
10 2.307302 1.019414
15 2.128444 1.000610
20 2.011335 1.000019
25 1.926361 1.000001

2.980232E — 07

5.000000E — 01

Yukaridaki tablodan S-iterasyonunun MannlI
den daha iyi oldugu goriilmektedir.
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