
ÖZET Bu makalede keyfi bir aralıkta tanımlanan sürekli fonksiyonların sabit noktalarını bulmak için S-iterasyonu 
ele alınmıştır. Bu iterasyonun yakınsaması için gerek ve yeter şartlar verilmiştir. Ayrıca sürekli ve azalmayan 
dönüşümler için S-iterasyonunun diğer bazı itersayonlardan daha hızlı yakınsadığı ispatlanmıştır. S iterasyonu 
için verilen Lemma 3 ün ispat yönteminin Mann gibi diğer iterasyonlar için verilen ispat yöntemlerinden farklı 
olduğuna dikkat edilmelidir. 
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ABSTRACT: In this paper, we consider S-iteration to find fixed points of continuous mappings on an arbitrary 
interval. We give some necessary and sufficient conditions for the convergence of this iteration. Also, we proved 
that the rate of convergence of S-iteration is better than some other iterations for continuous and nondecreasing 
mappings. It is also noted that the method of proof of Lemma 3 using S-iteration is slightly different from that using 
the iteration schemes like Mann.
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Keyfi Aralıkta Sürekli Fonksiyonlar İçin S-İterasyon Metodunun Yakınsaklığı 1 

ÖZET Bu makalede keyfi bir aralıkta tanımlanan sürekli fonksiyonların sabit noktalarını 2 

bulmak için S-iterasyonu ele alınmıştır. Bu iterasyonun yakınsaması için gerek ve yeter 3 

şartlar verilmiştir. Ayrıca sürekli ve azalmayan dönüşümler için S-iterasyonunun diğer bazı 4 

itersayonlardan daha hızlı yakınsadığı ispatlanmıştır. S iterasyonu için verilen Lemma 3 ün 5 

ispat yönteminin Mann gibi diğer iterasyonlar için verilen ispat yöntemlerinden farklı 6 

olduğuna dikkat edilmelidir.  7 

Anahtar Kelimeler: Hesaplama maliyeti, sabit nokta, sürekli fonksiyon, yakınsaklık 8 

teoremleri, yakınsama oranı 9 

Convergence of S-Iteration Method for Continuous Functions on An Arbitrary 10 

Interval 11 

ABSTRACT In this paper, we consider S-iteration to find fixed points of continuous 12 

mappings on an arbitrary interval. We give some necessary and sufficient conditions for the 13 

convergence of this iteration. Also, we proved that the rate of convergence of S-iteration is 14 

better than some other iterations for continuous and nondecreasing mappings. It is also noted 15 

that the method of proof of Lemma 3 using S-iteration is slightly different from that using the 16 

iteration schemes like Mann. 17 

Keywords: Computational cost, continuous function, convergence theorems, fixed point, 18 

rate of convergence  19 

GİRİŞ 20 

Bu makale boyunca 𝐸𝐸 nin reel eksen üzerinde kapalı bir aralık ve 𝑔𝑔: 𝐸𝐸 → 𝐸𝐸 nin sürekli bir 21 

fonksiyon olduğunu kabul edeceğiz. 𝑔𝑔 fonksiyonunun sabit noktaları kümesini 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) ile 22 

2 
 

gösterelim. Yani 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) = {𝑥𝑥 ∈ 𝐸𝐸: 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥} dir. 𝐸𝐸 nin sınırlı olması durumunda 𝑔𝑔 nin 23 

en az bir sabit noktaya sahip olduğu bilinmektedir. 24 

İterasyon metotları lineer olmayan dönüşümlerin sabit noktalarına yaklaşım için çok 25 

kullanılan popüler metotlardır. Bu tarz iterasyon metotlarından biri 1953 yılında Mann 26 

(Mann, 1953) tarafından tanımlanmıştır. Daha sonra bu metot bir çok yazar tarafından bir 27 

çok çalışmada kullanılmıştır. Normal Mann iterasyonu, 𝑥𝑥1 ∈ ℝ keyfi bir başlangıç noktası, 28 

𝑔𝑔 bir reel fonksiyon ve {𝛼𝛼𝑛𝑛} de [0,1] aralığında reel bir dizi olmak üzere her 𝑛𝑛 ≥ 1 için  29 

 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) (1.1) 30 

şeklinde tanımlanan bir {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi üretir. Diğer bir metot 1974 yılında Ishikawa (Ishakawa, 31 

1974) tarafından {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1] aralığında reel diziler olmak üzere her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 32 

aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır: 33 

 {𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)  (1.2) 34 

Bu şekilde tanımlanan Ishakawa iterasyonunun Mann iterasyonunun genelleştirilmiş hali 35 

olduğu açıktır. 1974 yılında Rhoades (Rhoades,1974; Rhoades, 1976) kapalı birim aralıkta 36 

tanımlı sürekli ve azalmayan dönüşüm sınıfları için Mann iterasyonunun kuvvetli 37 

yakınsaklığını ispatlamış ve bu tip dönüşümler için Ishakawa iterasyonunun Mann 38 

iterasyonundan daha hızlı olduğunu göstermiştir.  39 

MATERYAL VE YÖNTEM 40 

Yukarıda bahsedilen metotların ardından 1991 yılında Borwein and Borwein (Borwein and 41 

Borwein, 1991) ve 2006 yılında Qing and Qihou (Qing and Qihou, 2006) keyfi aralıkta 42 

tanımlı sürekli dönüşümler için sırasıyla Mann ve Ishakawa iterasyonları için bazı yakınsama 43 

teoremleri vermişlerdir.  44 
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2000 yılında Noor (Noor, 2000) Ishakawa ve dolayısıyla da Mann iterasyonunu 45 

genelleştirerek aşağıdaki iterasyonu tanımlamıştır: 46 

 {
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑧𝑧𝑛𝑛)
𝑧𝑧𝑛𝑛 = (1 − 𝛾𝛾𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛾𝛾𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛).

 (1.3) 47 

Buradaki kontrol dizilerinin özel seçimleriyle Ishakawa ve Mann iterasyonlarının elde 48 

edilebileceği aşikardır. Gerçekten, eğer her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝛾𝛾𝑛𝑛 = 0 alınırsa Noor iterasyonu 49 

Ishakawa iterasyonuna ve 𝛾𝛾𝑛𝑛 = 0 ile birlikte 𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0 alınırsa Mann iterasyonuna indirgenir. 50 

Son yıllarda, Phuengrattana and Suantai (Phuengrattana and Suantai, 2011), (1.3) ile üretilen 51 

{𝑥𝑥𝑛𝑛}  dizisinin keyfi aralıkta tanımlı sürekli 𝑔𝑔  fonksiyonunun sabit noktasına kuvvetli 52 

yakınsadığını ispatlamıştır. Ardından aşağıdaki SP-iterasyonunu vermişlerdir: 53 

 {
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑦𝑦𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑧𝑧𝑛𝑛)
𝑧𝑧𝑛𝑛 = (1 − 𝛾𝛾𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛾𝛾𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛).

 (1.4) 54 

𝑔𝑔, keyfi 𝐸𝐸 ⊂ ℝ altkümesinde tanımlı sürekli bir fonksiyon olmak üzere bazı kabuller altında 55 

(1.4) ile üretilen {𝑥𝑥𝑛𝑛}  dizisinin 𝑔𝑔  nin bir sabit noktasına kuvvetli yakınsadığını 56 

göstermişlerdir. Ayrıca  Ishikawa, Mann, Noor ve SP-iterasyonlarının yakınsama hızlarını 57 

karşılaştırarak SP-iterasyonunun diğerlerinden daha iyi (hızlı) olduğunu ispatlamışlardır. 58 

𝐸𝐸 reel eksen üzerinde keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 𝐸𝐸 üzerinde tanımlı 59 

sürekli bir fonksiyon olsun. 2007 de Agarwal et al. (Agarwal et al., 2007) S-iterasyonu olarak 60 

adlandırılan aşağıdaki metotu tanımlamışlardır: 61 

 {𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛).  (1.5) 62 

Burada {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1] aralığında tanımlı reel dizilerdir. Her 𝑛𝑛 ∈ ℕ için eğer 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 1 63 

4 
 

olarak alınırsa S-iterasyonu aşağıdaki Picard-Mann hibrit (PMH) iterasyonuna (bak (Sahu, 64 

2011; Khan, 2013)) indirgenir: 65 

 {𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛). (1.6) 66 

2013 yılında Karahan and Ozdemir (Karahan and Ozdemir, 2013) PMH-iterasyonu 67 

tarafından üretilen {𝑥𝑥𝑛𝑛}  dizisinin keyfi aralıkta tanımlı sürekli 𝑔𝑔  fonksiyounun sabit 68 

noktasına yakınsadığını ispatlamışlar ve aynı hesaplama maaliyeti altında (1.6) 69 

iterasyonunun diğerleriyle yakınsama hızlarını karşılaştırmışlardır. 70 

Bu makalenin amacı, S-iterasyonu tarafından üretilen {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisinin reel eksen üzerinde ki 71 

keyfi 𝐸𝐸 aralığı üzerinde tanımlı bir 𝑔𝑔 fonksiyonunun sabit noktasına kuvvetli yakınsadığını 72 

ispatlamak ve aynı hesaplama maliyeti altında (1.5) iterasyonunun diğer iterasyonlarla 73 

yakınsama hızlarını karşılaştırmaktır. 74 

BULGULAR VE TARTIŞMA 75 

Bu bölümde S-iterasyonunun keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) üzerinde tanımlı sürekli bir 𝑔𝑔 76 

fonksiyonunun sabit noktasına yakınsaması için gerek ve yeter şartları ifade edilerek bu 77 

iterasyonun diğer bazı iterasyonlardan daha hızlı yakınsadığı ispatlanacaktır. 78 

Lemma 1: E reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, bu 79 

aralık üzerinde tanımlı sürekli bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve 80 

{𝛽𝛽𝑛𝑛} , 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 , ∑ ‍∞
𝑛𝑛=1 𝛼𝛼𝑛𝑛 = ∞  ve 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0  şartlarını sağlayan [0,1) 81 
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genelleştirerek aşağıdaki iterasyonu tanımlamıştır: 46 

 {
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
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 (1.3) 47 

Buradaki kontrol dizilerinin özel seçimleriyle Ishakawa ve Mann iterasyonlarının elde 48 

edilebileceği aşikardır. Gerçekten, eğer her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝛾𝛾𝑛𝑛 = 0 alınırsa Noor iterasyonu 49 

Ishakawa iterasyonuna ve 𝛾𝛾𝑛𝑛 = 0 ile birlikte 𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0 alınırsa Mann iterasyonuna indirgenir. 50 

Son yıllarda, Phuengrattana and Suantai (Phuengrattana and Suantai, 2011), (1.3) ile üretilen 51 

{𝑥𝑥𝑛𝑛}  dizisinin keyfi aralıkta tanımlı sürekli 𝑔𝑔  fonksiyonunun sabit noktasına kuvvetli 52 

yakınsadığını ispatlamıştır. Ardından aşağıdaki SP-iterasyonunu vermişlerdir: 53 

 {
𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑦𝑦𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑧𝑧𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑧𝑧𝑛𝑛)
𝑧𝑧𝑛𝑛 = (1 − 𝛾𝛾𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛾𝛾𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛).

 (1.4) 54 

𝑔𝑔, keyfi 𝐸𝐸 ⊂ ℝ altkümesinde tanımlı sürekli bir fonksiyon olmak üzere bazı kabuller altında 55 

(1.4) ile üretilen {𝑥𝑥𝑛𝑛}  dizisinin 𝑔𝑔  nin bir sabit noktasına kuvvetli yakınsadığını 56 

göstermişlerdir. Ayrıca  Ishikawa, Mann, Noor ve SP-iterasyonlarının yakınsama hızlarını 57 

karşılaştırarak SP-iterasyonunun diğerlerinden daha iyi (hızlı) olduğunu ispatlamışlardır. 58 

𝐸𝐸 reel eksen üzerinde keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 𝐸𝐸 üzerinde tanımlı 59 

sürekli bir fonksiyon olsun. 2007 de Agarwal et al. (Agarwal et al., 2007) S-iterasyonu olarak 60 

adlandırılan aşağıdaki metotu tanımlamışlardır: 61 

 {𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛).  (1.5) 62 

Burada {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1] aralığında tanımlı reel dizilerdir. Her 𝑛𝑛 ∈ ℕ için eğer 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 1 63 
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olarak alınırsa S-iterasyonu aşağıdaki Picard-Mann hibrit (PMH) iterasyonuna (bak (Sahu, 64 

2011; Khan, 2013)) indirgenir: 65 

 {𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)
𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛). (1.6) 66 

2013 yılında Karahan and Ozdemir (Karahan and Ozdemir, 2013) PMH-iterasyonu 67 

tarafından üretilen {𝑥𝑥𝑛𝑛}  dizisinin keyfi aralıkta tanımlı sürekli 𝑔𝑔  fonksiyounun sabit 68 

noktasına yakınsadığını ispatlamışlar ve aynı hesaplama maaliyeti altında (1.6) 69 

iterasyonunun diğerleriyle yakınsama hızlarını karşılaştırmışlardır. 70 

Bu makalenin amacı, S-iterasyonu tarafından üretilen {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisinin reel eksen üzerinde ki 71 

keyfi 𝐸𝐸 aralığı üzerinde tanımlı bir 𝑔𝑔 fonksiyonunun sabit noktasına kuvvetli yakınsadığını 72 

ispatlamak ve aynı hesaplama maliyeti altında (1.5) iterasyonunun diğer iterasyonlarla 73 

yakınsama hızlarını karşılaştırmaktır. 74 

BULGULAR VE TARTIŞMA 75 

Bu bölümde S-iterasyonunun keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) üzerinde tanımlı sürekli bir 𝑔𝑔 76 

fonksiyonunun sabit noktasına yakınsaması için gerek ve yeter şartları ifade edilerek bu 77 

iterasyonun diğer bazı iterasyonlardan daha hızlı yakınsadığı ispatlanacaktır. 78 

Lemma 1: E reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, bu 79 

aralık üzerinde tanımlı sürekli bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve 80 

{𝛽𝛽𝑛𝑛} , 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 , ∑ ‍∞
𝑛𝑛=1 𝛼𝛼𝑛𝑛 = ∞  ve 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0  şartlarını sağlayan [0,1) 81 

aralığında reel diziler olmak üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. Eğer {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi 82 

bir a noktasına kuvvetli yakınsarsa 𝑎𝑎 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) dir.  83 

İspat: Tersine olarak 𝑔𝑔(𝑎𝑎) ≠ 𝑎𝑎  olduğunu kabul edelim. 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  sürekli ve 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 84 

olduğundan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ve 𝛽𝛽𝑛𝑛 → 0 olduğu kullanılırsa 85 
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𝑛𝑛=1 𝛼𝛼𝑛𝑛 = ∞  ve 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑛𝑛→∞𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0  şartlarını sağlayan [0,1) 81 

aralığında reel diziler olmak üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. Eğer {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi 82 

bir a noktasına kuvvetli yakınsarsa 𝑎𝑎 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) dir.  83 

İspat: Tersine olarak 𝑔𝑔(𝑎𝑎) ≠ 𝑎𝑎  olduğunu kabul edelim. 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  sürekli ve 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 84 

olduğundan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ve 𝛽𝛽𝑛𝑛 → 0 olduğu kullanılırsa 85 
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𝑦𝑦𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 olduğu elde edilir. 𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 ve 𝑞𝑞𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 olsun. Bu durumda 86 

lim
𝑘𝑘→∞

𝑝𝑝𝑘𝑘 = lim
𝑘𝑘→∞

(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎 = 𝑝𝑝 ≠ 0, 

lim
𝑘𝑘→∞

𝑞𝑞𝑘𝑘 = lim
𝑘𝑘→∞

(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎 = 𝑞𝑞 ≠ 0. 

dır. 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) olduğu kullanılırsa  87 

 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛 88 

= (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛) 

eşitliği elde edilir ki bu da 89 

𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1 + ∑ (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1
+ ∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘)

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1
 

= 𝑥𝑥1 + ∑ (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)𝑞𝑞𝑘𝑘 + ∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1
 

olmasını gerektirir. 𝑝𝑝𝑘𝑘 → 𝑝𝑝 ≠ 0, 𝑞𝑞𝑘𝑘 → 𝑞𝑞 ≠ 0 ve ∑ ‍∞
𝑛𝑛=1 𝛼𝛼𝑛𝑛 = ∞ olması {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin ıraksak 90 

olmasını gerektirir. Bu ise 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎  olması ile çelişir. Dolayısıyla kabul yanlış, yani 91 

𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎 dır.  92 

Lemma 2: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 93 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 94 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛}  ve {𝛽𝛽𝑛𝑛} , [0,1)  aralığında reel diziler olmak üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından 95 

üretilen dizi olsun.Bu durumda aşağıdakiler doğrudur. 96 

(i) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 ise her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve {𝑥𝑥𝑛𝑛} artmayandır. 97 

(ii) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 ise her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve {𝑥𝑥𝑛𝑛} azalmayandır.  98 

İspat: (i) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 olsun. Bu durumda {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin tanımından 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑦𝑦1 ≤ 𝑥𝑥1 olduğu 99 

elde edilir. 𝑔𝑔  azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑦𝑦1 ≤ 𝑥𝑥1  olur. Bu ise 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤100 

𝑥𝑥2 ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑦𝑦1 ≤ 𝑥𝑥1  olmasını gerektirir. Tekrar 𝑔𝑔  nin azalmayan olduğu kullanılırsa 101 

Karahan  ve  Özdemir  (2013)  tarafından  yapılan  araştırmada  PMH-iterasyonu
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𝑦𝑦𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 olduğu elde edilir. 𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 ve 𝑞𝑞𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 olsun. Bu durumda 86 

lim
𝑘𝑘→∞

𝑝𝑝𝑘𝑘 = lim
𝑘𝑘→∞

(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎 = 𝑝𝑝 ≠ 0, 

lim
𝑘𝑘→∞

𝑞𝑞𝑘𝑘 = lim
𝑘𝑘→∞

(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎 = 𝑞𝑞 ≠ 0. 

dır. 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) olduğu kullanılırsa  87 

 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛 88 

= (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛) 

eşitliği elde edilir ki bu da 89 

𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1 + ∑ (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘)
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1
+ ∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘)

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1
 

= 𝑥𝑥1 + ∑ (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)𝑞𝑞𝑘𝑘 + ∑ 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑝𝑝𝑘𝑘
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=1
 

olmasını gerektirir. 𝑝𝑝𝑘𝑘 → 𝑝𝑝 ≠ 0, 𝑞𝑞𝑘𝑘 → 𝑞𝑞 ≠ 0 ve ∑ ‍∞
𝑛𝑛=1 𝛼𝛼𝑛𝑛 = ∞ olması {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin ıraksak 90 

olmasını gerektirir. Bu ise 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎  olması ile çelişir. Dolayısıyla kabul yanlış, yani 91 

𝑔𝑔(𝑎𝑎) = 𝑎𝑎 dır.  92 

Lemma 2: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 93 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 94 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛}  ve {𝛽𝛽𝑛𝑛} , [0,1)  aralığında reel diziler olmak üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından 95 

üretilen dizi olsun.Bu durumda aşağıdakiler doğrudur. 96 

(i) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 ise her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve {𝑥𝑥𝑛𝑛} artmayandır. 97 

(ii) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 ise her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve {𝑥𝑥𝑛𝑛} azalmayandır.  98 

İspat: (i) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 olsun. Bu durumda {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin tanımından 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑦𝑦1 ≤ 𝑥𝑥1 olduğu 99 

elde edilir. 𝑔𝑔  azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑦𝑦1 ≤ 𝑥𝑥1  olur. Bu ise 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤100 

𝑥𝑥2 ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑦𝑦1 ≤ 𝑥𝑥1  olmasını gerektirir. Tekrar 𝑔𝑔  nin azalmayan olduğu kullanılırsa 101 
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𝑔𝑔(𝑥𝑥2) ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤ 𝑥𝑥2  bulunur. Böylece 𝑔𝑔(𝑥𝑥2) ≤ 𝑥𝑥2  dir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  olduğunu kabul 102 

edelim. Buradan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  olduğu çıkar. 𝑔𝑔  azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤103 

𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  elde edilir. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  nin tanımından 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘 104 

bulunur. Bu ise 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1  olmasını gerektirir. Buradan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 105 

bulunmuş olur. Tümevarımdan her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 olduğu elde edilir. Buradan her 106 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 dir. Yani {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi artmayandır. 107 

(ii) İlk şıkkın ispatına benzer şekilde gösterilebileceğinden ispatı geçiyoruz. 108 

Aşağıda S-iterasyonu için verilen Lemma 3 ün ispat tekniği diğer yöntemler için verilen ispat 109 

yöntemlerinden oldukça farklıdır.  110 

Lemma 3: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 111 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 112 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1) aralığında Lemma 1 deki şartları sağlayan reel diziler olmak 113 

üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. Eğer {𝑥𝑥𝑛𝑛} sınırlı ise yakınsaktır.  114 

İspat: {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin yakınsak olmadığını kabul edelim. liminf𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 ve limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 =115 

𝑏𝑏  olsun. Öncelikle 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 < 𝑏𝑏  olması durumunda 𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğunu göstermeliyiz. 116 

Tersine olarak 𝑚𝑚 ∉ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğunu kabul edelim. Genelliği bozmadan 𝑔𝑔(𝑚𝑚) − 𝑚𝑚 > 0 117 

olarak alabiliriz. 𝑔𝑔(𝑥𝑥) sürekli olduğundan 118 

 |𝑥𝑥 − 𝑚𝑚| ≤ 𝛿𝛿‍iken‍𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥 > 0 (2.1) 119 

olacak şekilde 𝛿𝛿 ∈ (0, 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)  vardır. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  sınırlı bir dizi olduğundan kapalı sınırlı bir 120 

aralığa aittir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  nin sürekliliğinden 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)  sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) 121 

eşitliğinden {𝑦𝑦𝑛𝑛}  ve dolayısıyla da 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)  sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ve 122 

lim𝑛𝑛→∞𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0 eşitlikleri kullanılırsa 𝑛𝑛 → ∞ için 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 0 olduğu elde edilir. Diğer 123 
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𝑔𝑔(𝑥𝑥2) ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤ 𝑥𝑥2  bulunur. Böylece 𝑔𝑔(𝑥𝑥2) ≤ 𝑥𝑥2  dir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  olduğunu kabul 102 

edelim. Buradan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  olduğu çıkar. 𝑔𝑔  azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤103 

𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  elde edilir. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  nin tanımından 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘 104 

bulunur. Bu ise 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1  olmasını gerektirir. Buradan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 105 

bulunmuş olur. Tümevarımdan her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 olduğu elde edilir. Buradan her 106 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 dir. Yani {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi artmayandır. 107 

(ii) İlk şıkkın ispatına benzer şekilde gösterilebileceğinden ispatı geçiyoruz. 108 

Aşağıda S-iterasyonu için verilen Lemma 3 ün ispat tekniği diğer yöntemler için verilen ispat 109 

yöntemlerinden oldukça farklıdır.  110 

Lemma 3: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 111 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 112 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1) aralığında Lemma 1 deki şartları sağlayan reel diziler olmak 113 

üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. Eğer {𝑥𝑥𝑛𝑛} sınırlı ise yakınsaktır.  114 

İspat: {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin yakınsak olmadığını kabul edelim. liminf𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 ve limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 =115 

𝑏𝑏  olsun. Öncelikle 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 < 𝑏𝑏  olması durumunda 𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğunu göstermeliyiz. 116 

Tersine olarak 𝑚𝑚 ∉ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğunu kabul edelim. Genelliği bozmadan 𝑔𝑔(𝑚𝑚) − 𝑚𝑚 > 0 117 

olarak alabiliriz. 𝑔𝑔(𝑥𝑥) sürekli olduğundan 118 

 |𝑥𝑥 − 𝑚𝑚| ≤ 𝛿𝛿‍iken‍𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥 > 0 (2.1) 119 

olacak şekilde 𝛿𝛿 ∈ (0, 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)  vardır. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  sınırlı bir dizi olduğundan kapalı sınırlı bir 120 

aralığa aittir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  nin sürekliliğinden 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)  sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) 121 

eşitliğinden {𝑦𝑦𝑛𝑛}  ve dolayısıyla da 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)  sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ve 122 

lim𝑛𝑛→∞𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0 eşitlikleri kullanılırsa 𝑛𝑛 → ∞ için 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 0 olduğu elde edilir. Diğer 123 
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taraftan, 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) ve 𝑥𝑥1 reel sayıları için (a) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 (b) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 ve (c) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 124 

şeklinde üç durum olduğu aşikardır. 125 

(a) Lemma 2 den 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 iken her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve buradan 126 

𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 − (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) 

= 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)) 

≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)). 

olduğu elde edilir. lim𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 olduğu kullanılırsa 127 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1) = 0 128 

bulunur. Benzer şekilde (b) durumu için 129 

 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)) 130 

elde edilir. Tekrar lim𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 olduğu kullanılırsa istenilen sonuç çıkar. 131 

(c) durumu için 𝑚𝑚 ∉ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğu kabul edildiğinden 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 < 𝑏𝑏 eşitsizliğini sağlayan 132 

𝑚𝑚  reel sayıları için ya 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥1 > 𝑏𝑏  dir. Genelliği bozmadan 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎  kabul 133 

edilebilir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 olduğundan (1.5) iterasyonu 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 olmasını ve tümevarımdan her 134 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 olmasını gerektirir ki tüm bunlardan 135 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0 136 

elde edilir. Dolayısıyla her üç durum için, 137 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0 138 

dır. Böylece her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁 için 139 

 |𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝛿𝛿
2 , |𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝛿𝛿

2 (2.2) 140 

olacak şekilde pozitif 𝑁𝑁 tamsayısı vardır. limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏 > 𝑚𝑚 olduğundan 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘1 > 𝑚𝑚 141 
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𝑔𝑔(𝑥𝑥2) ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≤ 𝑥𝑥2  bulunur. Böylece 𝑔𝑔(𝑥𝑥2) ≤ 𝑥𝑥2  dir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  olduğunu kabul 102 

edelim. Buradan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  olduğu çıkar. 𝑔𝑔  azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤103 

𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘  elde edilir. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  nin tanımından 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) < 𝑦𝑦𝑘𝑘 ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘 104 

bulunur. Bu ise 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1  olmasını gerektirir. Buradan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 105 

bulunmuş olur. Tümevarımdan her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 olduğu elde edilir. Buradan her 106 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 dir. Yani {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi artmayandır. 107 

(ii) İlk şıkkın ispatına benzer şekilde gösterilebileceğinden ispatı geçiyoruz. 108 

Aşağıda S-iterasyonu için verilen Lemma 3 ün ispat tekniği diğer yöntemler için verilen ispat 109 

yöntemlerinden oldukça farklıdır.  110 

Lemma 3: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 111 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 112 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1) aralığında Lemma 1 deki şartları sağlayan reel diziler olmak 113 

üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. Eğer {𝑥𝑥𝑛𝑛} sınırlı ise yakınsaktır.  114 

İspat: {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin yakınsak olmadığını kabul edelim. liminf𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑎𝑎 ve limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 =115 

𝑏𝑏  olsun. Öncelikle 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 < 𝑏𝑏  olması durumunda 𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğunu göstermeliyiz. 116 

Tersine olarak 𝑚𝑚 ∉ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğunu kabul edelim. Genelliği bozmadan 𝑔𝑔(𝑚𝑚) − 𝑚𝑚 > 0 117 

olarak alabiliriz. 𝑔𝑔(𝑥𝑥) sürekli olduğundan 118 

 |𝑥𝑥 − 𝑚𝑚| ≤ 𝛿𝛿‍iken‍𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑥𝑥 > 0 (2.1) 119 

olacak şekilde 𝛿𝛿 ∈ (0, 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)  vardır. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  sınırlı bir dizi olduğundan kapalı sınırlı bir 120 

aralığa aittir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  nin sürekliliğinden 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)  sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) 121 

eşitliğinden {𝑦𝑦𝑛𝑛}  ve dolayısıyla da 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)  sınırlıdır. 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛)  ve 122 

lim𝑛𝑛→∞𝛽𝛽𝑛𝑛 = 0 eşitlikleri kullanılırsa 𝑛𝑛 → ∞ için 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 0 olduğu elde edilir. Diğer 123 
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taraftan, 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) ve 𝑥𝑥1 reel sayıları için (a) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 (b) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 ve (c) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 124 

şeklinde üç durum olduğu aşikardır. 125 

(a) Lemma 2 den 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 iken her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve buradan 126 

𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 − (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) 

= 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)) 

≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)). 

olduğu elde edilir. lim𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 olduğu kullanılırsa 127 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1) = 0 128 

bulunur. Benzer şekilde (b) durumu için 129 

 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)) 130 

elde edilir. Tekrar lim𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 olduğu kullanılırsa istenilen sonuç çıkar. 131 

(c) durumu için 𝑚𝑚 ∉ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğu kabul edildiğinden 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 < 𝑏𝑏 eşitsizliğini sağlayan 132 

𝑚𝑚  reel sayıları için ya 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥1 > 𝑏𝑏  dir. Genelliği bozmadan 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎  kabul 133 

edilebilir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 olduğundan (1.5) iterasyonu 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 olmasını ve tümevarımdan her 134 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 olmasını gerektirir ki tüm bunlardan 135 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0 136 

elde edilir. Dolayısıyla her üç durum için, 137 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0 138 

dır. Böylece her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁 için 139 

 |𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝛿𝛿
2 , |𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝛿𝛿

2 (2.2) 140 

olacak şekilde pozitif 𝑁𝑁 tamsayısı vardır. limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏 > 𝑚𝑚 olduğundan 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘1 > 𝑚𝑚 141 
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olacak şekilde 𝑘𝑘1 > 𝑁𝑁  sayısı vardır. 𝑛𝑛𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘  olsun. Bu durumda 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚  dir. 𝑥𝑥𝑘𝑘  için 142 

sadece aşağıdaki iki durum söz konusudur: 143 

(i) 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿
2 ise (2.2) den 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑥𝑥𝑘𝑘 −

𝛿𝛿
2 ≥ 𝑚𝑚 ve dolayısıyla 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑚𝑚 dir. 144 

(ii) 𝑚𝑚 < 𝑥𝑥𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿
2 ise (2.2) den 𝑚𝑚 − 𝛿𝛿

2 < 𝑦𝑦𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿 ve dolaysıyla 145 

 |𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑚𝑚| < 𝛿𝛿
2 < 𝛿𝛿, |𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑚𝑚| < 𝛿𝛿 146 

elde edilir. (2.1) den 147 

 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 0, 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 > 0 (2.3) 148 

bulunur. (2.3) eşitsizlikleri kullanılırsa 149 

 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝛽𝛽𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘] ≥ 0, 150 

ifadesi çıkar. Buradan  151 

 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘)] 152 

 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘)] 153 

 = (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘] 154 

 > 0 155 

sonucu elde edilir. Dolayısıyla 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚 bulunmuş olur. 156 

Sonuç olarak (i) ve (ii) şıklarından 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑚𝑚  elde edilir. Benzer şekilde 𝑥𝑥𝑘𝑘+2 > 𝑚𝑚 , 157 

𝑥𝑥𝑘𝑘+3 > 𝑚𝑚,... olur. Böylece her 𝑛𝑛 > 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑘𝑘1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 > 𝑚𝑚 dir. Buradan lim𝑘𝑘→∞𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 = 𝑎𝑎 ≥158 

𝑚𝑚 elde edilir ki bu durum 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 olması ile çelişir. Böylece kabul yanlış yani 𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) 159 

dir. Şimdi aşağıdaki iki durumu ele alalım. 160 

(I) 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥𝑀𝑀 < 𝑏𝑏 olacak şekilde 𝑥𝑥𝑀𝑀 vardır. Yukarıda ki ispattan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀 olduğu elde 161 

edilir. Buradan  162 
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taraftan, 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) ve 𝑥𝑥1 reel sayıları için (a) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 (b) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 ve (c) 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 124 

şeklinde üç durum olduğu aşikardır. 125 

(a) Lemma 2 den 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 iken her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ve buradan 126 

𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 − (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) 

= 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)) 

≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛)). 

olduğu elde edilir. lim𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 olduğu kullanılırsa 127 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛+1) = 0 128 

bulunur. Benzer şekilde (b) durumu için 129 

 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑛𝑛) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛)) 130 

elde edilir. Tekrar lim𝑛𝑛→∞𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0 olduğu kullanılırsa istenilen sonuç çıkar. 131 

(c) durumu için 𝑚𝑚 ∉ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) olduğu kabul edildiğinden 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 < 𝑏𝑏 eşitsizliğini sağlayan 132 

𝑚𝑚  reel sayıları için ya 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥1 > 𝑏𝑏  dir. Genelliği bozmadan 𝑥𝑥1 < 𝑎𝑎  kabul 133 

edilebilir. 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 olduğundan (1.5) iterasyonu 𝑥𝑥2 = 𝑥𝑥1 olmasını ve tümevarımdan her 134 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 olmasını gerektirir ki tüm bunlardan 135 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0 136 

elde edilir. Dolayısıyla her üç durum için, 137 

 lim
𝑛𝑛→∞

(𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛) = 0 138 

dır. Böylece her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁 için 139 

 |𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝛿𝛿
2 , |𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝛿𝛿

2 (2.2) 140 

olacak şekilde pozitif 𝑁𝑁 tamsayısı vardır. limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏 > 𝑚𝑚 olduğundan 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘1 > 𝑚𝑚 141 
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olacak şekilde 𝑘𝑘1 > 𝑁𝑁  sayısı vardır. 𝑛𝑛𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘  olsun. Bu durumda 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚  dir. 𝑥𝑥𝑘𝑘  için 142 

sadece aşağıdaki iki durum söz konusudur: 143 

(i) 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿
2 ise (2.2) den 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑥𝑥𝑘𝑘 −

𝛿𝛿
2 ≥ 𝑚𝑚 ve dolayısıyla 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑚𝑚 dir. 144 

(ii) 𝑚𝑚 < 𝑥𝑥𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿
2 ise (2.2) den 𝑚𝑚 − 𝛿𝛿

2 < 𝑦𝑦𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿 ve dolaysıyla 145 

 |𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑚𝑚| < 𝛿𝛿
2 < 𝛿𝛿, |𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑚𝑚| < 𝛿𝛿 146 

elde edilir. (2.1) den 147 

 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 0, 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 > 0 (2.3) 148 

bulunur. (2.3) eşitsizlikleri kullanılırsa 149 

 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝛽𝛽𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘] ≥ 0, 150 

ifadesi çıkar. Buradan  151 

 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘)] 152 

 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘)] 153 

 = (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘] 154 

 > 0 155 

sonucu elde edilir. Dolayısıyla 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚 bulunmuş olur. 156 

Sonuç olarak (i) ve (ii) şıklarından 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑚𝑚  elde edilir. Benzer şekilde 𝑥𝑥𝑘𝑘+2 > 𝑚𝑚 , 157 

𝑥𝑥𝑘𝑘+3 > 𝑚𝑚,... olur. Böylece her 𝑛𝑛 > 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑘𝑘1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 > 𝑚𝑚 dir. Buradan lim𝑘𝑘→∞𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 = 𝑎𝑎 ≥158 

𝑚𝑚 elde edilir ki bu durum 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 olması ile çelişir. Böylece kabul yanlış yani 𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) 159 

dir. Şimdi aşağıdaki iki durumu ele alalım. 160 

(I) 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥𝑀𝑀 < 𝑏𝑏 olacak şekilde 𝑥𝑥𝑀𝑀 vardır. Yukarıda ki ispattan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀 olduğu elde 161 

edilir. Buradan  162 
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olacak şekilde 𝑘𝑘1 > 𝑁𝑁  sayısı vardır. 𝑛𝑛𝑘𝑘1 = 𝑘𝑘  olsun. Bu durumda 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚  dir. 𝑥𝑥𝑘𝑘  için 142 

sadece aşağıdaki iki durum söz konusudur: 143 

(i) 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿
2 ise (2.2) den 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑥𝑥𝑘𝑘 −

𝛿𝛿
2 ≥ 𝑚𝑚 ve dolayısıyla 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑚𝑚 dir. 144 

(ii) 𝑚𝑚 < 𝑥𝑥𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿
2 ise (2.2) den 𝑚𝑚 − 𝛿𝛿

2 < 𝑦𝑦𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿 ve dolaysıyla 145 

 |𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑚𝑚| < 𝛿𝛿
2 < 𝛿𝛿, |𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑚𝑚| < 𝛿𝛿 146 

elde edilir. (2.1) den 147 

 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 0, 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 > 0 (2.3) 148 

bulunur. (2.3) eşitsizlikleri kullanılırsa 149 

 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝛽𝛽𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘] ≥ 0, 150 

ifadesi çıkar. Buradan  151 

 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘)] 152 

 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘)] 153 

 = (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝛼𝛼𝑘𝑘[𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑦𝑦𝑘𝑘 + 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘] 154 

 > 0 155 

sonucu elde edilir. Dolayısıyla 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑥𝑥𝑘𝑘 > 𝑚𝑚 bulunmuş olur. 156 

Sonuç olarak (i) ve (ii) şıklarından 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 > 𝑚𝑚  elde edilir. Benzer şekilde 𝑥𝑥𝑘𝑘+2 > 𝑚𝑚 , 157 

𝑥𝑥𝑘𝑘+3 > 𝑚𝑚,... olur. Böylece her 𝑛𝑛 > 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑘𝑘1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 > 𝑚𝑚 dir. Buradan lim𝑘𝑘→∞𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 = 𝑎𝑎 ≥158 

𝑚𝑚 elde edilir ki bu durum 𝑎𝑎 < 𝑚𝑚 olması ile çelişir. Böylece kabul yanlış yani 𝑚𝑚 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) 159 

dir. Şimdi aşağıdaki iki durumu ele alalım. 160 

(I) 𝑎𝑎 < 𝑥𝑥𝑀𝑀 < 𝑏𝑏 olacak şekilde 𝑥𝑥𝑀𝑀 vardır. Yukarıda ki ispattan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀 olduğu elde 161 

edilir. Buradan  162 
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𝑦𝑦𝑀𝑀 = (1 − 𝛽𝛽𝑀𝑀)𝑥𝑥𝑀𝑀 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀, 

𝑥𝑥𝑀𝑀+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑀𝑀)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) + 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑀𝑀) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀 

dır. Benzer şekilde 𝑥𝑥𝑀𝑀 = 𝑥𝑥𝑀𝑀+1 = 𝑥𝑥𝑀𝑀+2 = ⋯  ve dolayısıyla da 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥𝑀𝑀  olur. Sonuçta 163 

𝑥𝑥𝑀𝑀 = 𝑎𝑎 ve 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 bulunur ki bu bir çelişkidir. 164 

(II) Her 𝑛𝑛  için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏  dir. 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 > 0  ve lim𝑛𝑛→∞|𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| = 0 165 

olduğundan her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için  166 

 |𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝑏𝑏−𝑎𝑎
2  167 

olacak şekilde 𝑁𝑁0 sayısı vardır. Bu durum her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 olmasını 168 

gerektirir. Eğer her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 ise bu durumda 𝑏𝑏 = limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 olur. Bu 169 

ise 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 olması ile çelişir. Eğer her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 ise 𝑎𝑎 = liminf𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 elde 170 

edilir ki bu da yine 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏  olması ile çelişir. Dolayısıyla başlangıçtaki kabul yanlıştır. 171 

Böylece 𝑛𝑛 → ∞ için 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 dır. 172 

Teorem 1: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 173 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 174 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1) aralığında Lemma 1 deki şartları sağlayan reel diziler olmak 175 

üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisinin 𝑔𝑔 fonksiyonunun bir sabit 176 

noktasına yakınsaması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin sınırlı olmasıdır.  177 

İspat: Her yakınsak dizinin sınırlı olduğu bilinmektedir. Şimdi {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin sınırlı olduğunu 178 

kabul edelim. Bu durumda Lemma 1 ve Lemma 3 den {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin 𝑔𝑔 fonksiyonunun bir sabit 179 

noktasına yakınsadığı çıkar. 180 

Yakınsama Hızları 181 

Bu bölümde S-iterasyonu ile 182 

bir sabit
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(II) Her 𝑛𝑛  için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏  dir. 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 > 0  ve lim𝑛𝑛→∞|𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| = 0 165 
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 {𝑢𝑢𝑛𝑛+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑛𝑛)𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑣𝑣𝑛𝑛)
𝑣𝑣𝑛𝑛 = (1 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)𝑢𝑢𝑛𝑛 + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑛𝑛)  (3.1) 183 
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(ii) 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) > 𝑢𝑢1 ise {𝑢𝑢𝑛𝑛} azalmayan ve her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑛𝑛) > 𝑢𝑢𝑛𝑛 dir. 192 

Lemma 5: 𝑔𝑔, reel eksendeki E kapalı aralığı üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir 193 
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durumda her 𝑛𝑛 ≥ 1 için aşağıdakiler sağlanır: 195 

(i) 𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) ve 𝑥𝑥1 > 𝑝𝑝 ise 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝 dir. 196 

(i) 𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) ve 𝑥𝑥1 < 𝑝𝑝 ise 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑝𝑝 dir. 197 

3.  𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) ve 𝑢𝑢1 > 𝑝𝑝 ise 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 𝑝𝑝 dir. 198 

4.  𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) ve 𝑢𝑢1 < 𝑝𝑝 ise 𝑢𝑢𝑛𝑛 < 𝑝𝑝 dir.  199 

İspat: (i) 𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) , 𝑥𝑥1 > 𝑝𝑝  ve 𝑔𝑔  azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) ≥ 𝑔𝑔(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝  ve 200 

dolayısıyla 𝑦𝑦1 > 𝑝𝑝 elde edilir. Bu durum 𝑔𝑔(𝑦𝑦1) ≥ 𝑝𝑝 ve bu ise 𝑥𝑥2 ≥ 𝑝𝑝 olmasını gerektirir. 201 

Bu şekilde devam edilirse her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑝𝑝 elde edilir. 202 

(ii) (i) şıkkına benzer şekilde yapılır. 203 

(iii) 𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) , 𝑢𝑢1 > 𝑝𝑝  ve 𝑔𝑔  azalmayan olduundan 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) ≥ 𝑔𝑔(𝑝𝑝) = 𝑝𝑝  ve dolayısıyla 204 

noktasına yakınsaması için gerek ve yeter şart 
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𝑦𝑦𝑀𝑀 = (1 − 𝛽𝛽𝑀𝑀)𝑥𝑥𝑀𝑀 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀, 

𝑥𝑥𝑀𝑀+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑀𝑀)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) + 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑀𝑀) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀 

dır. Benzer şekilde 𝑥𝑥𝑀𝑀 = 𝑥𝑥𝑀𝑀+1 = 𝑥𝑥𝑀𝑀+2 = ⋯  ve dolayısıyla da 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥𝑀𝑀  olur. Sonuçta 163 

𝑥𝑥𝑀𝑀 = 𝑎𝑎 ve 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 bulunur ki bu bir çelişkidir. 164 

(II) Her 𝑛𝑛  için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏  dir. 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 > 0  ve lim𝑛𝑛→∞|𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| = 0 165 

olduğundan her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için  166 

 |𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| < 𝑏𝑏−𝑎𝑎
2  167 

olacak şekilde 𝑁𝑁0 sayısı vardır. Bu durum her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 olmasını 168 

gerektirir. Eğer her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 ise bu durumda 𝑏𝑏 = limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 olur. Bu 169 

ise 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 olması ile çelişir. Eğer her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 ise 𝑎𝑎 = liminf𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 elde 170 

edilir ki bu da yine 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏  olması ile çelişir. Dolayısıyla başlangıçtaki kabul yanlıştır. 171 

Böylece 𝑛𝑛 → ∞ için 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 dır. 172 

Teorem 1: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 173 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 174 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1) aralığında Lemma 1 deki şartları sağlayan reel diziler olmak 175 

üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisinin 𝑔𝑔 fonksiyonunun bir sabit 176 

noktasına yakınsaması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin sınırlı olmasıdır.  177 

İspat: Her yakınsak dizinin sınırlı olduğu bilinmektedir. Şimdi {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin sınırlı olduğunu 178 

kabul edelim. Bu durumda Lemma 1 ve Lemma 3 den {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin 𝑔𝑔 fonksiyonunun bir sabit 179 

noktasına yakınsadığı çıkar. 180 

Yakınsama Hızları 181 

Bu bölümde S-iterasyonu ile 182 

 nin sınırlı olmasıdır. 

İspat: Her yakınsak dizinin sınırlı olduğu bilinmektedir. Şimdi 
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Bu bölümde S-iterasyonu ile 182 

 nin sınırlı olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda Lemma 1 ve Lemma 3 den 

9 
 

𝑦𝑦𝑀𝑀 = (1 − 𝛽𝛽𝑀𝑀)𝑥𝑥𝑀𝑀 + 𝛽𝛽𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀, 

𝑥𝑥𝑀𝑀+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑀𝑀)𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) + 𝛼𝛼𝑀𝑀𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑀𝑀) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑀𝑀) = 𝑥𝑥𝑀𝑀 

dır. Benzer şekilde 𝑥𝑥𝑀𝑀 = 𝑥𝑥𝑀𝑀+1 = 𝑥𝑥𝑀𝑀+2 = ⋯  ve dolayısıyla da 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥𝑀𝑀  olur. Sonuçta 163 
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(II) Her 𝑛𝑛  için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎  veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏  dir. 𝑏𝑏 − 𝑎𝑎 > 0  ve lim𝑛𝑛→∞|𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑥𝑥𝑛𝑛| = 0 165 
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2  167 

olacak şekilde 𝑁𝑁0 sayısı vardır. Bu durum her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 veya 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 olmasını 168 

gerektirir. Eğer her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 ise bu durumda 𝑏𝑏 = limsup𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑎𝑎 olur. Bu 169 

ise 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏 olması ile çelişir. Eğer her 𝑛𝑛 > 𝑁𝑁0 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 ise 𝑎𝑎 = liminf𝑛𝑛→∞𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 𝑏𝑏 elde 170 

edilir ki bu da yine 𝑎𝑎 < 𝑏𝑏  olması ile çelişir. Dolayısıyla başlangıçtaki kabul yanlıştır. 171 

Böylece 𝑛𝑛 → ∞ için 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎 dır. 172 

Teorem 1: 𝐸𝐸 reel eksen üzerinde tanımlı keyfi bir aralık (sınırsız olabilir) olmak üzere 𝑔𝑔, 173 

bu aralık üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir fonksiyon olsun. 𝑥𝑥1 ∈ 𝐸𝐸 keyfi başlangıç 174 

noktası, {𝛼𝛼𝑛𝑛} ve {𝛽𝛽𝑛𝑛}, [0,1) aralığında Lemma 1 deki şartları sağlayan reel diziler olmak 175 

üzere {𝑥𝑥𝑛𝑛}, (1.5) tarafından üretilen dizi olsun. {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisinin 𝑔𝑔 fonksiyonunun bir sabit 176 

noktasına yakınsaması için gerek ve yeter şart {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin sınırlı olmasıdır.  177 

İspat: Her yakınsak dizinin sınırlı olduğu bilinmektedir. Şimdi {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin sınırlı olduğunu 178 
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𝑣𝑣1 > 𝑝𝑝  dir. Buradan 𝑔𝑔(𝑣𝑣1) ≥ 𝑝𝑝  olur. Böylece 𝑢𝑢2 > 𝑝𝑝  elde edilir. 𝑢𝑢𝑘𝑘 > 𝑝𝑝  kabulünden 205 

dolayı 𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑘𝑘) ≥ 𝑝𝑝 bulunur. {𝑢𝑢𝑛𝑛} nin tanımından 𝑣𝑣𝑘𝑘 > 𝑝𝑝 olduğu çıkar. 𝑔𝑔 nin azalmayan 206 

oluşu kullanılarak 𝑔𝑔(𝑣𝑣𝑘𝑘) ≥ 𝑝𝑝 elde edilir. Buradan 𝑢𝑢𝑘𝑘+1 > 𝑝𝑝 bulunur. Tümevarımdan her 207 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑢𝑢𝑛𝑛 > 𝑝𝑝 elde edilmiş olur. 208 

(iv) (iii) şıkıkının ispatına benzer şekilde yapılır.  209 

Lemma 6: 𝑔𝑔, reel eksendeki 𝐸𝐸 kapalı aralığı üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan bir 210 

fonksiyon olsun. {𝑥𝑥𝑛𝑛}  ve {𝑢𝑢𝑛𝑛}, sırasıyla (1.5) ve (3.1) tarafından üretilen diziler olsun. Bu 211 

durumda her 𝑛𝑛 ≥ 1 için aşağıdakiler sağlanır: 212 

(i) 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) < 𝑢𝑢1 ise 𝑥𝑥𝑛𝑛 < 𝑢𝑢𝑛𝑛, 213 

(ii) 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) > 𝑢𝑢1 ise 𝑥𝑥𝑛𝑛 > 𝑢𝑢𝑛𝑛 dir.   214 

İspat: (i) 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) < 𝑢𝑢1  olsun. 𝑢𝑢1 = 𝑥𝑥1‍  olduğundan 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1  dir. (3.1) ve (1.5) 215 

kullanılırsa 216 

 𝑦𝑦1 − 𝑣𝑣1 = (1 − 𝛽𝛽1)(𝑥𝑥1 − 𝑢𝑢1) + 𝛽𝛽1(𝑔𝑔(𝑥𝑥1) − 𝑔𝑔(𝑢𝑢1)) = 0 217 

elde edilir. Diğer taraftan, Lemma 4 (i) nin ispatından 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) − 𝑣𝑣1 = 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) − 𝑣𝑣1 < 0 218 

olduğu bilinmektedir. Buradan 219 

 𝑥𝑥2 − 𝑢𝑢2 = (1 − 𝛼𝛼1)(𝑔𝑔(𝑥𝑥1) − 𝑣𝑣1) + 𝛼𝛼1(𝑔𝑔(𝑦𝑦1) − 𝑔𝑔(𝑣𝑣1)) < 0 220 

olur. 𝑥𝑥𝑘𝑘 < 𝑢𝑢𝑘𝑘 eşitsizliğinin sağlandığını kabul edelim. 𝑔𝑔 azalmayan olduğundan 𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤221 

𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑘𝑘) dır. {𝑥𝑥𝑛𝑛} ve {𝑢𝑢𝑛𝑛} dizilerinin tanımı göz önüne alınırsa 222 

 𝑦𝑦𝑘𝑘 − 𝑣𝑣𝑘𝑘 = (1 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑘𝑘) + 𝛽𝛽𝑘𝑘(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑘𝑘)) < 0 223 

elde edilir. Tekrar 𝑔𝑔  nin azalmayan olması kullanılırsa 𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) ≤ 𝑔𝑔(𝑣𝑣𝑘𝑘)  çıkar. Ayrıca 224 

Lemma 4 ün ispatından 𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑘𝑘) < 𝑣𝑣𝑘𝑘 olduğundan 225 

 𝑥𝑥𝑘𝑘+1 − 𝑢𝑢𝑘𝑘+1 = (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑣𝑣𝑘𝑘) + 𝛼𝛼𝑘𝑘(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑣𝑣𝑘𝑘)) 226 

12 
 

 = (1 − 𝛼𝛼𝑘𝑘)(𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑘𝑘) + 𝑔𝑔(𝑢𝑢𝑘𝑘) − 𝑣𝑣𝑘𝑘) + 𝛼𝛼𝑘𝑘(𝑔𝑔(𝑦𝑦𝑘𝑘) − 𝑔𝑔(𝑣𝑣𝑘𝑘)) 227 

 < 0 228 

elde edilir. Dolayısıyla tümevarımdan her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 < 𝑢𝑢𝑛𝑛 olduğu bulunmuş olur. 229 

(ii) Yukarıdaki ispata benzer şekilde yapılır. 230 

Önerme 1: 𝑔𝑔, reel eksen üzerindeki kapalı 𝐸𝐸 aralığı üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan 231 

bir fonksiyon olsun. 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) nin boş kümeden farklı ve sınırlı olduğunu kabul edelim. {𝑥𝑥𝑛𝑛}, 232 

(1.5) veya (3.1) ile tanımlanan dizi olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır: 233 

(i) 𝑥𝑥1 > sup{𝑝𝑝 ∈ 𝐸𝐸:𝑝𝑝 = 𝑔𝑔(𝑝𝑝)}  ve 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1  ise {𝑥𝑥𝑛𝑛} , 𝑔𝑔  nin bir sabit noktasına 234 

yakınsamaz.  235 

ii) 𝑥𝑥1 < inf{𝑝𝑝 ∈ 𝐸𝐸:𝑝𝑝 = 𝑔𝑔(𝑝𝑝)}  ve 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1  ise {𝑥𝑥𝑛𝑛} , 𝑔𝑔  nin bir sabit noktasına 236 

yakınsamaz. 237 

İspat: (i) Lemma 2 (ii) den, {𝑥𝑥𝑛𝑛} azalmayandır. 𝑥𝑥1 > sup{𝑝𝑝 ∈ 𝐸𝐸:𝑝𝑝 = 𝑔𝑔(𝑝𝑝)} olduğundan 238 

{𝑥𝑥𝑛𝑛} nin‍𝑔𝑔 nin bir sabit noktasına yakınsamayacağını görmek kolaydır. 239 

(ii) Benzer şekilde gösterilir.  240 

Teorem 2: 𝑔𝑔, reel eksen üzerindeki kapalı 𝐸𝐸 aralığı üzerinde tanımlı sürekli ve azalmayan 241 

bir fonksiyon olsun. 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) nin boş kümeden farklı ve sınırlı olduğunu kabul edelim . 242 

𝑢𝑢1 = 𝑥𝑥1 olmak üzere {𝑢𝑢𝑛𝑛} ve {𝑥𝑥𝑛𝑛} sırasıyla (3.1) ve (1.5) tarafından tanımlanan diziler 243 

olsun. Eğer {𝑢𝑢𝑛𝑛} bir 𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) noktasına yakınsarsa bu durumda {𝑥𝑥𝑛𝑛} de aynı noktaya 244 

yakınsar. Üstelik {𝑥𝑥𝑛𝑛}, {𝑢𝑢𝑛𝑛} den daha iyidir. 245 

İspat: 𝐿𝐿 = inf{𝑝𝑝 ∈ 𝐸𝐸: 𝑝𝑝 = 𝑔𝑔(𝑝𝑝)}  ve 𝑈𝑈 = sup{𝑝𝑝 ∈ 𝐸𝐸:𝑝𝑝 = 𝑔𝑔(𝑝𝑝)}  olsun. {𝑢𝑢𝑛𝑛}  nin bir 246 

𝑝𝑝 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) noktasına yakınsadığını kabul edelim. Burada üç durum söz konusudur. 247 

I. Durum: 𝑈𝑈 < 𝑢𝑢1 = 𝑥𝑥1 olsun. Önerme 1 (i) den 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) < 𝑥𝑥1 ve 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) < 𝑢𝑢1 olur. Lemma 248 
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6 (i)  den her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 < 𝑢𝑢𝑛𝑛  ede edilir. 𝑈𝑈 < 𝑥𝑥1 eşitsizliği ve (1.5) den her 𝑛𝑛 ≥ 1 249 

için 𝑈𝑈 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛  olduğu gösterilebilir. Bu durumda 0 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑝𝑝 < 𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑝𝑝  ve dolayısyla her 250 

𝑛𝑛 ≥ 1 için 251 

 |𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| < |𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| (3.2) 252 

dır. Bu ise {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin 𝑝𝑝 ye yakınsaması demektir. Üstelik, (3.2) eşitsizliğinden {𝑥𝑥𝑛𝑛}, {𝑢𝑢𝑛𝑛} 253 

den daha iyidir. 254 

II. Durum: 𝐿𝐿 > 𝑢𝑢1 = 𝑥𝑥1 olsun. Önerme 1 (ii) den 𝑔𝑔(𝑥𝑥1) > 𝑥𝑥1 ve 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) > 𝑢𝑢1 dir. Bu ise 255 

Lemma 6 (ii)  den her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑥𝑥𝑛𝑛 > 𝑢𝑢𝑛𝑛 olmasını gerektirir. 𝐿𝐿 > 𝑥𝑥1 eşitsizliği ve (1.5) 256 

kullanılırsa her 𝑛𝑛 ≥ 1  için 𝐿𝐿 ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛  olduğu kolayca gösterilebilir. Böylece |𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| <257 

|𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| yani {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin 𝑝𝑝 ye yakınsadığı ve {𝑢𝑢𝑛𝑛} den daha iyi olduğu elde edilmiş olur. 258 

III. Durum: 𝐿𝐿 ≤ 𝑥𝑥1 = 𝑢𝑢1 ≤ 𝑈𝑈 olsun. 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) ≠ 𝑢𝑢1 olduğunu kabul edelim. Eğer 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) <259 

𝑢𝑢1 ise Lemma 4 den {𝑢𝑢𝑛𝑛} artmayan ve limiti 𝑝𝑝 dir. Lemma 5 (i), (iii) ve Lemma 6 (i) den 260 

her 𝑛𝑛 ≥ 1 için 𝑝𝑝 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛 < 𝑢𝑢𝑛𝑛  elde edilir. Dolayısıyla her 𝑛𝑛 ≥ 1 için |𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| < |𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| 261 

olur. Buradan {𝑥𝑥𝑛𝑛} nin 𝑝𝑝 ye yakınsak ve {𝑢𝑢𝑛𝑛} den daha iyi olduğu çıkar. Tersine 𝑔𝑔(𝑢𝑢1) >262 

𝑢𝑢1 ise bu durumda Lemma 4 den {𝑢𝑢𝑛𝑛} azalmayan ve limiti 𝑝𝑝 dir. Lemma 5 (ii), (iv) ve 263 

Lemma 6 (ii) den her 𝑛𝑛 ≥ 1  için 𝑝𝑝 ≥ 𝑥𝑥𝑛𝑛 > 𝑢𝑢𝑛𝑛  olduğu çıkar. Böylece her 𝑛𝑛 ≥ 1  için 264 

|𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| < |𝑢𝑢𝑛𝑛 − 𝑝𝑝| yani {𝑥𝑥𝑛𝑛} dizisi 𝑝𝑝 noktasına yakınsak ve {𝑢𝑢𝑛𝑛} dizisinden daha iyidir. 265 

Uyarı 1: Teorem 2 ve (Dong et al., 2013) deki Remark 3.3 den S-iterasyonu aynı hesaplama 266 

maliyeti altında Mann, Ishikawa, Noor ve SP gibi bazı iterasyonlardan daha iyidir. 267 

Şimdi bu sonucumuzu destekleyen nümerik bir örnek verelim.  268 

Örnek 1: 𝑔𝑔: [0 , 4] → [0 , 4]  fonksiyonu ‍𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2+3√𝑥𝑥+3
7  şeklinde tanımlansın. 𝑔𝑔  nin 269 

sürekli ve azalmayan olduğunu görmek kolaydır. Ayrıca 𝑝𝑝 = 1 ∈ 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹(𝑔𝑔) dir. Başlangıç 270 
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noktası  𝑢𝑢1 = 𝑥𝑥1 = 3.5 ve kontrol dizileri 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 1
𝑛𝑛+2, 𝛽𝛽𝑛𝑛 = 1

𝑛𝑛2+2 olsun. Aşağıdaki tabloda 271 

MannII ve S-iterasyonlarının yakınsamaları karşılaştırılmıştır. 272 

Çizelge 1 MannII ve S-iterasyonlarının yakınsama hızları 273 

 MannII S-iteration   

𝑛𝑛 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝑥𝑥𝑛𝑛 |𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑛𝑛) − 𝑥𝑥𝑛𝑛| 
|𝑥𝑥𝑛𝑛+1 − 𝑝𝑝|

|𝑥𝑥𝑛𝑛 − 𝑝𝑝|  

2 3.148302 2.917348 5.409204𝐸𝐸 − 01 7.669393𝐸𝐸 − 01 

3 2.921730 2.355082 4.764686𝐸𝐸 − 01 7.067479𝐸𝐸 − 01 

4 2.764776 1.871623 3.563099𝐸𝐸 − 01 6.432250𝐸𝐸 − 01 

5 2.647063 1.513040 2.302598𝐸𝐸 − 01 5.886031𝐸𝐸 − 01 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

10 2.307302 1.019414 9.672947𝐸𝐸 − 03 5.032074𝐸𝐸 − 01 

15 2.128444 1.000610 3.049688𝐸𝐸 − 04 5.000489𝐸𝐸 − 01 

20 2.011335 1.000019 9.549455𝐸𝐸 − 06 5.015674𝐸𝐸 − 01 

25 1.926361 1.000001 2.980232𝐸𝐸 − 07 5.000000𝐸𝐸 − 01 

Yukarıdaki tablodan S-iterasyonunun MannII den daha iyi olduğu görülmektedir.  274 

SONUÇ 275 

Yapılan ispatlar neticesinde keyfi aralıkta tanımlı sürekli fonksiyonlar için tanımlanan 276 

S-iterasyonunun uygun kabuller altında fonksiyonun sabit noktasına yakınsadığı, ayrıca bu 277 

yakınsamanın aynı hesaplama maliyeti altında diğer bazı temel iterasyonlardan daha hızlı 278 

olduğu sonucuna ulaşılmıştır. 279 

KAYNAKLAR  280 

Agarwal RP, O’Regan D, Sahu DR, 2007. Iterative construction of fixed points of nearly asymptotically 281 

nonexpansive mappings. J. Nonlinear Convex. Anal., 8(1): 61–79. 282 
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