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Ozet
Bu ¢aligmada, Brocard-Ramanujan tipi Diophantine denklemlerin bir benzeri olan s = 5,6,7, ... olmak tizere
mst2 = (m+ 1) +ms
denklemi ve k # 1 bir pozitif tamsay1 olmak lzere
m3=(m+k)!+m

denkleminin pozitif tamsay1 ¢oztimleri incelenmistir. Buna gére bu denklemlerin higbir pozitif tamsay: ¢6ziimleri
olmadig: ispatlanmustir. Ik teoremin ispatinda I' fonksiyonunun &zellikleri kullanilmis olup ikinci teoremin

ispatinda basit hesaplamalar yapilmistir. Elde edilen sonuglar, faktoriyel terim iceren Ustel Diophantine
denklemlerde ¢6ziim kiimelerinin sonlulugu yoniindeki genel literatiirle tutarlidir.

Anahtar kelimeler: Brocard-Ramanujan denklemi; Diophantine denklemleri; gama fonksiyonu

ON VARIOUS BROCARD-RAMANUJAN-LIKE EQUATIONS

Extended Abstract
In this study, the positive integer solutions of the equations

mst2 = (m+ 1! +ms
and

mi=(m+k)l+m

where k # 1 is a positive integer and s = 5,6,7,... , which are analogous to the Brocard-Ramanujan type
Diophantine equations, are investigated. Accordingly, it is proven that these equations have no positive integer
solutions. The properties of the I' function are used in the proof of the first theorem, and simple calculations are
performed in the proof of the second theorem. The obtained results are consistent with the general literature on the

finiteness of solution sets in exponential Diophantine equations containing factorial terms.
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1.Giris

Coziimleri tamsayl olan denklemler olarak tanimlanan “Diophantine denklemleri” 6zellikle giinliik hayat
problemlerinin ¢6zlimlerinde &nemli rol oynadigi i¢in sayilar teorisinin en temel, en kokli ve ilgi cekici
konularindan biridir. Literatiirde halen ¢6zlimsiiz olan sayilar teorisi problemleri de bulundugu i¢in popiilerligini
higbir zaman kaybetmemistir. Ornegin, Tastan vd. (2021), Ozkan & Uysal (2023), Yilmaz vd (2024), Uysal vd.
(2023) konu ile ilgili giincel makaleler arasinda sayilabilir. Bu siniftaki klasik problemlerden biri olan Brocard-
Ramanujan problemi ise

nl+1=m?

seklinde verilir ve yalnizca n = 4,5,7 durumlart igin ¢dziimleri bilinmektedir. Bu tiir denklemler, faktoriyel ve
kare sayilar arasindaki nadir kesisimleri arastirir ve 6zellikle iistel olarak biiyiime gdsteren fonksiyonlarin ¢akisma
noktalarmi inceler.

Brocard-Ramanujan problemi, ilk kez Henri Brocard tarafindan 1876°da ortaya atilan ve daha sonra Ramanujan’in
da ilgisini ¢eken 6nemli bir denklemdir ve bu denklem, sinirli sayida ¢6ziime sahip olmasi bakimindan dikkat
¢ekicidir.Brocard,

nl+1=m?

denklemine ¢oziim ararken, yalnizca birkag kiigiik ¢6ziim bulundugunu belirtmis, ancak genel bir smirlama
getirememistir. Bu denklemi calisan Ramanujan, mektuplarinda ve notlarinda denklemin 6zel durumlarn ile
ilgilenmistir. Baska bir calismada ise Guy [Unsolved Problems in Number Theory] bu problemi S14 olarak
siiflandirir ve ¢6ziim sayisinin sonlu oldugunu 6ne siirer. Tijdeman (1976)’da ise, bu tiir denklemlerin ¢6zim
sayisinin siirl oldugunu gostermek igin Baker’in linear forms in logarithms (logaritmalarda lineer formlar) teorisi
kullanilmustir.

Brocard-Ramanujan tipi denklemler, iistel Diophantine denklemler baglaminda incelenmistir. Alan Baker’in
calismalari, bu tip denklemlerin ¢dziim kiimesinin sonlulugunu kanitlamakta devrim niteliginde olmustur. Baker
(1966, 1968), logaritma bi¢imlerindeki lineer ifadelerle bu tiir denklemlerin ¢dziimiinii sinirlamak igin bir ydntem
gelistirmistir. Tijdeman (1976), Brocard-Ramanujan probleminin yalnizca sonlu sayida ¢dzliimii olabilecegini
gOstermistir:

nl+1=m? sn<C
seklinde bir esitsizlik saglamistir; burada C sabiti Baker’in teorisinden tiiremistir.
Brocard-Ramanujan probleminin dogrudan genellestirilmesiyle ortaya ¢ikan denklemler oldukga genistir. Asagida
bu genellestirmelerden 6rnekler verilmistir:

n!+ A = B*
nl=x%+1
y'=x*+D
x! 4yl = 22

Bu denklemler sayilar teorisinde farkli yontemlerin uygulanmasina olanak tanimistir:
e Modiiler aritmetige dayali yontemler, 6zellikle faktoriyel ifadeleri modiiler esitliklerle karsilastirarak
¢Oziim arayan c¢alismalarda gériiliir (6rnegin mod 5, 7 gibi kiigiik asallar).
e Hesaplamalar1 cebir ve sayilar teorisi araglar1 (Magma, SageMath) ile bazi sinirlandirmalarin hesapl
olarak ispat1 yapilmustir (Ornegin Luca ve Shorey’in ¢alismalart).
[ ]
Ramanujan, Brocard problemi olarak bilinen n! + 1 = m? denklemini dogrudan ¢6zmemis olsa da, benzeri yapilar
tasiyan birgok ilging ve dikkat cekici aritmetik Sriintii ile ilgilenmistir. Ozellikle sayilar arasindaki alistlmadik
iligkiler ve bigimsel simetriler, Ramanujan’in arastirma tarzinda sik¢a goriilmektedir. Bu yoniiyle onun bazi
ornekleri, Brocard-Ramanujan probleminin yapisal benzerlerini yansitir.
Ornegin, Ramanujan’m siklikla inceledigi ilging bir esitlik sudur:

8712 = 4 x 2178
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Bu ornekte dikkat ¢ekici olan, 8712 sayisinin 2178’in rakamlarmin ters ¢evrilmis hali olmasi ve aralarinda
carpimsal bir iliskinin bulunmasidir. Bu tiir drnekler, sadece sayisal estetik agisindan degil, ayn1 zamanda
permiitasyon i¢eren yapilarmn aritmetik 6zelliklerle etkilesimi baglaminda da énemlidir.

Ramanujan ayrica faktdriyel ifadelerle karesel sayilar arasindaki iliskileri incelemis ve bu kapsamda asagidaki gibi
yapilarla da ilgilenmistir:

n’+1=m!

Bu denklem, Brocard tipi yapilarin simetrik bir varyantidir ve ¢6ziim kiimesinin smirli olup olmadig1 sorusu bu
tiir denklemlerle ilgilenen matematikgiler tarafindan incelenmistir. Bu baglamda Ramanujan—Nagell denklemi gibi
yapilarla da yapisal benzerlik gosterir.

Ramanujan’in bu tiir ifadeleri daha sonra matematikgiler tarafindan gesitli araglarla incelenmistir:
e  Rekiirans iliskileri kullanilarak benzeri diziler tiretilmis,
o Asimptotik analiz ile belirli yapilarin biiyiime davraniglari anlagilmis,
e Ustel Diophantine analiz ile denklemlerin ¢oziim kiimeleri sinirlandirilmistir.

Ayrica Ramanujan'in bazi not defterlerinde yer alan “karmasik goriinen ama ¢dziim agisindan sade” tiirde esitlikler,
modern sayilar teorisinde Oriintii tanima, p-adik analiz ve hesaplamali tekniklerin gelisimine ilham vermistir. Bu
sebeple, Ramanujan’m dogrudan Brocard problemiyle ilgilenmemis olsa bile, bu tip denklemlerin estetik ve
yapisal degerine yonelik sezgileri, literatiirde Brocard-Ramanujan tipi olarak adlandirilan denklemlerin
gelisiminde dolayl1 bir etkiye sahiptir.

Son yillarda bilgisayar destekli analizler, Brocard tipi problemlerin daha genis uzantilarim test etmede
kullanilmaktadir:
e Luca (2000), faktoriyel ifadeler igeren iistel Diophantine denklemleri analiz etmis ve ¢dzliim kiimesini
sinirlamisgtir.
e  Alzer & Luca (2017), benzeri yapidaki x2 + D = y! denklemlerini incelemis ve ¢oziim kiimesinin sonlu
oldugunu gdstermistir.
e Bilgisayar hesaplamalari ile bazi genellestirilmis Brocard denklemleri 6rnegin n!+ ¢ =m? tiiri
denklemler belirli ¢ degerleri i¢in taranmustir.

Baglantili Problemler ve Literatiirdeki Konumu

e Catalan Problemi: x* — y? = 1 denklemi ile Brocard problemi arasinda ¢dziim sayismimn sonlulugu
agisindan kavramsal bir benzerlik bulunur.

e Ramanujan—Nagell Denklemi: x? + 7 = 2" seklindedir. Bu da Brocard tipi bir yap1 gosterir ve ¢oziim
kiimesi sonludur.

o Pillai Conjecture: Faktoriyel ve kuvvetli sayilar arasindaki farklarin smirlt sayida gakisabilecegini dne
siirer.

Literatiir, Brocard-Ramanujan tipi denklemlerin yalnizca birka¢ ¢ozlim igerdigi, genellikle sonlu ¢oziimlere sahip
oldugu ve bu ¢oziimlerin sinirlandirilmasinda {istel denklemler kurami, Baker-Tijdeman yontemleri, modiiler
aritmetige dayali teknikler ve sayisal dogrulama araglarinin etkin bicimde kullanildigimi gostermektedir. Bu
gergevede, “Brocard-Ramanujan benzeri” olarak tanimlanabilecek her yeni denklem hem klasik teori hem de
hesaplamali teknikler agisindan zengin analiz imkanlart sunmaktadir.

2. Materyal ve Yontemler
Bu ¢alismada Brocard-Ramanujan tipi Diophantine denklemlerin bir benzeri olan s = 5,6,7, ... olmak {izere
ms*2 = (m+ 1) +ms

denklemi ve k # 1 bir pozitif tamsay: olmak tizere
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mi=(m+k)l+m
denkleminin pozitif tamsay1 ¢éziimleri analiz edilmistir. Coziim yaklasimi analitik metotlara dayalidir.

Tim hesaplamalar SageMath ve Wolfram Mathematica yazilimlartyla dogrulanmis, elde edilen ¢oziimler ve sinir
esitsizlikleri sembolik olarak test edilmistir. Olabilecek en genel denklemler dikkate alinmuistir.

Teorem 1.1.
ms*2 = (m+ 1! +ms
esitliginin s= 5,6,7, ... icin herhangi bir tamsay1 ¢6ztimi yoktur.
ispat. m**2 — m* = (m + 1)! oldugundan
m*(m?>—1)=m+1DmM(m-1)(m - 2)!

olarak yazilabilir. Buradan

ms™!t = (m — 2)!
elde edilir. Bu ise

m*1=T(m-1)

esitligini verdiginden s = 5,6,7, ... igin tamsay1 ¢oziim yoktur. Burada dikkat edilirse klasik Gama fonksiyonu

[oe]

F'(x) = J t*le~tdt

0

olarak tanimlanir.
Sonug 1.2. m® = (m + 1)! + m* esitligini saglayan m tamsay1 kok{ yoktur.
Ispat.

mé —m*=(m+1)!
olarak yazildigindan

m*m?—-1)=m+1)m)(m—-1)(m - 2)!
elde edilir. Buradan
m=m-2)!=T(m—-1)

olur ve I'(m — 1) = m3 esitligi sadece m = 2,3,4 tamsayilar1 igin saglanur.
Sonug 1.3. m® = (m + 1)! + m2 esitligini saglayan m tamsay1 kokii yoktur.
Ispat.

ms —m3 = (m+1)!
olarak yazildigindan

m3(m?—-1)=m+ 1)(m)(m—1)(m — 2)!
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elde edilir. Buradan
m=(m-2)!'=T(m-1)

olur ve I'(m — 1) = m? esitligi sadece m, = 1.43 ve m, = 6.33 icin saglanir. Yani bu esitligin de tamsayi
¢oziimleri yoktur.

Sonug 1.4. m* = (m + 1)! + m? esitligini saglayan m tamsay1 kokii yoktur.
ispat.

m*—m? =(m+1)!
olarak yazildigindan

m?*(m?>—-1)=(m+ 1D(m)(m - 1)(m — 2)!
elde edilir. Buradan
m=m-2)!=T(m—-1)

olur ve F'(m — 1) = m esitligi sadece m = 4.82 i¢in saglanir. Yani bu esitligin de tamsay1 ¢oziimleri yoktur.
Teorem 1.5. k # 1 bir pozitif tamsay1 olsun. Buna gore

mi=(m+k)l+m
esitligini saglayan bir pozitif m tamsayisi yoktur.
ispat. Kabul edelim ki

m3=(m+k)!+m

esitligini saglayan bir m tamsayist olsun. m® = (m + k)! + m ifadesi, m® — m = (m + k)! olarak yazilabilir.
Bu esitlik acildiginda ise
mm—-1Dm+D)=m+k)+(m+k—-1)..(m+2)(m+ 1)(m)(m — 1)(m — 2)!
esitligi elde edilir ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda ise
l=(m+k)+(m+k—-1)..(m+2)(m—-2)!
esitligine ulagilir. Burada (m — 2)! ifadesi yalniz birakilirsa

1

= = T mik—Dom+2) -

oldugundan bir ¢eliski elde edilmis olur. Dolayisiyla m3 = (m + k)! + m esitligini saglayan bir pozitif m
tamsayist yoktur.
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