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Özet. Bu çalışmada, elektronların akustik fononlar ile etkileşmesinden kaynaklanan kiral polaron oluşumu 
incelenmiştir. Elektron-fonon sistemlerinin taban durumunu hesaplayabilmek için Lee-Low-Pines teorisi 
çerçevesinde analitik bir metot geliştirilmiştir. Grafenin dejenere band yapısının kiral polaron oluşumunu desteklediği 
tespit edilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Grafen, elektron, akustik fonon, akustik, kiral polaron. 
______________________________________________________________________________________________ 

Electron-Acoustic Phonon Interaction in Graphene 
_____________________________________________________________________________ 
 
Abstract. In this study, chiral polaron formation due to interactions of the electrons with acoustic phonon was 
investigated. In order to calculate fround states of the electron-phonon systems, an analytical method was developed 
within the frame of Lee-Low-Pines theory. It was identiffcated that degenerate band structure supports the chiral 
polaron formation. 
 
Keywords: Graphene, electron, acoustic phonon, chiral polaron. 
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1. GİRİŞ 
 
 Grafenin sentezlenmesiyle[1,2] birlikte elektron-fonon etkileşmesi üzerine birçok 

çalışma gerçekleştirilmiştir [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,21, 22, 

23, 24, 25, 26, 27, 28,29]. Γ noktası civarındaki iki katlı dejenere optik fononlar (E2g) ile 

elektronların etkileşmesi Dirac noktalarında bir enerji aralığı oluşturmadığı bilinmekle birlikte 

[6,30],bu etkileşmenin vadiler arası – bandlar arası ve vadiler arası – band içi saçılmaları 

mümkün kıldığı gözlenmiştir [31]. Elektron-E2gfononunun etkileşmesi sonucu kiral polaron 

oluşumu tespit edilmiş ve Fermi hızının renormalize olduğu gözlenmiştir [29]. Grafenin düzlem 

içi modları dikkate alındığında K ve Kˈ noktalarında elektron-fonon etkileşmesine katkının ise 

en yüksek frekanslı A1gfononundan geldiği bilinmektedir [26]. Bu etkileşme terimi Dirac 

noktalarında grafenin alt örgü simetrisi olan kiral simetriyi kırmadan bir aralık oluşturduğu 

gösterilmiştir [26].Γ noktası civarında lineer davranan iki akustik fonon modunun katkılarına da 

bakmak mümkündür. Akustik fononlar optik olanlara göre daha düşük enerjiye sahip olmakla 

birlikte optik fononlar ile benzer etkiler gösterirler. 

 Bu çalışmada Γ noktası civarındaki akustik fononlar ile elektronların etkileşmesi 

analitik olarak incelenmiştir. Bu etkileşme teriminin grafenin enerji spektrumunu nasıl etkilediği 

tartışılmıştır. 



 
Aybey MOĞULKOÇ 

22 
 

2. TEORİ 

 Sınır merkez akustik fononların K ve Kˈ noktalarındaki etkileşme Hamiltonyeni 
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olarak elde edilir [32]. Burada, 0  en yakın komşuluk transfer (rezonans) integrali ki 2.77 eV 

mertebesindedir, 0ln / lnd d a   / 3lb a 


ilkel öteleme vektörünün büyüklüğü, 

2.46a nm ise örgü parametresidir.Değerlik-Kuvvet Alanı metodu için κ~1/3 civarındadır 

[33]. (1) denklemindeki matris elemanları, yer değiştirme vektörü ve kutuplanma vektörleri 
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ile verilir. Burada 1 ve 2   sırası ile boyuna akustik (LA) ve enine akustik(TA)fononlarını 

etiketler. Bu durumda, toplam Hamiltonyen 
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olarak yazılabilir. burada, 0 FH v p 
 

özdeğerleri ks Fs v k    (s=±1, kiralite indisi) olan 

pertürbe olmamış serbest durum Hamiltonyenidir. Bu Hamiltonyene ait serbest durum 

özketlerinin 
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oldukları kolayca gösterilebilir. (3) denklemindeki etkileşme Hamiltonyenini 
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 olarak kompak bir biçimde yazmak mümkündür. Burada, ( )KM q
 , etkileşmeye ait momentum 

bağımlı matris elemanıdır ve ( ) ( ) ( )K KM q M q M q  
    şeklindedir. Matris elemanı, 
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olarak ifade edilir. Burada c cq qa   ile verilirken, LA (TA) fonon modları için ABM =+1(-i) 

ve BAM =+1(+i) şeklindedir. ( ) /KM q Nq 


olarak tanımlanır iken, 0 0 / 2 3a q J  

,  1/2 2/ 2 veCa M q       şeklindedir. (3) denklemini çözebilmek için Lee-Low-

Pines (LLP) metoduna [34] dayanan bir köşegenleştirme süreci dikkate alınmıştır [29]. LLP 

metodu toplam Hamiltonyene iki üniter dönüşümün uygulandığı bir köşengenleştirme prosedürü 

olarak bilinir. Bu dönüşümlerden biri, toplam sistemin momentumunun hareket sabiti olduğu 

gerçeğine dayanan ve elektron koordinatlarını yok eden bir karaktere sahiptir. İkinci üniter 

dönüşüm ise yer değiştirmiş – salınıcı dönüşümü (Displaced – OscillatorTransformation) olarak 

da bilinmekle beraber fonon koordinatları üzerine etkiyen ve fonon operatörlerini bilineer forma 

dönüştüren bir süreçtir. Grafen k=0 noktasında elektron-deşik dejenereliğine sahiptir. Bu 

nedenle, grafenin aralıksız band yapısına uygun olarak kiralpolaronun taban durumu vektörü 

için 

' '
1 2

'
' 0s s ss

spol ph
s k U U



  


               (7) 

şeklinde bir önermede bulunulur [29] ve bu durum s s

pol polH E     şeklinde bir özdeğer 

denklemini sağlar. (7) ifadesinde 0
ph

 vakum durumuna karşılık gelir. Polaronik dalga 

fonksiyonu k


 ve k


 durumlarının lineer kombinasyonu olması nedeniyle, ' 's
s s k


, 's

s

uygun kesirli genliği ile tanımlanan elektronik durum vektörüne karşılık gelir. Diğer bir 

ifadeyle, k


 serbest durumlara karşılık gelirken, 
pol  elektron-fonon etkileşmesinden 

kaynaklanan pertürbe durumlara karşılık gelir. Elektron koordinatlarını ortadan kaldıran ilk 

üniter dönüşüm 
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şeklinde tanımlanır. Üniter dönüşüm altında fonon yaratıcı (yok edici) ve momonetum 

operatörünün dönüşmüş biçimleri sırasıyla, exp[ ]q qb b iq r    
   ( † † exp[ ]q qb b iq r   
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olarak dönüşür. (9) denklemi fonon koordinatlarınca hâlen köşegen değildir. Bunun için ikinci 

bir üniter dönüşüm önerilir. İkinci üniter LLP dönüşümü 
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olarak ifade edilir ve yer değiştirmiş–salınıcı dönüşümü olarak bilinir. Genlik 
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dönüşürler. Sonuç olarak, '
2U   dönüşümü altında Hamiltonyen 0

1H H H   olarak dönüşür. 
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ile verilir. (11) ve (12) ifadelerine fonon vakum durumları uygulandığında katkı 0H  ifadesinin 

köşegen kısmından gelir. Bu durumda etkin Hamiltonyen 
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olarak ifade edilir. İç çarpımlar yapılırsa  
  ve  

  katsayıları için iki denkleme ulaşılır. Bu 
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olarak bulunur. Burada,     ve *
     şeklindedir ve ( )  , ( )k q

  momentumlarına 

ait azimutal açılardır. s ise boyuna (enine) modlar için +1 (-1) değer alır. (15) ifadesindekiq 

toplamı integrale   2 2/ 4
q

S d q 


 dönüştürülürse, q integralinden dolayı ' ( )ss k


 

terimlerinin katkısı olmazken, 0
' ( )ss k


 terimleri katkı verir. Burada S=L2=NΩ0 sistemin alanı 

olmakla birlikte, Ω0= 23 3 / 2a  birim hücrenin alanıdır.  
 ve 

  katsayılarının aşikâr (trivial) 

olmayan çözümünü bulmak için (14) denklemindeki katsayılar determinantı sıfıra eşitlenir ve 

ikinci dereceden bir denkleme ulaşılır. Bu denklem analitik olarak çözüldüğünde enerji 

özdeğeri, k’ nın fonksiyonu olarak  
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şeklinde elde edilir. (16) denklemindeki integraller alınırken üst sınırın getirdiği 

ıraksaklıklardan kurtulabilmek için değeri 2k (  0, 2q k ) olan bir üst kesilim (cut-off) 

frekansı tanımlanır ve böylece integral sonlu olur. Sonuç olarak, k-bağımlı katkı 
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olarak gelir. Burada  /v a       olarak tanımlanırken, v  farklı modlara ait ses 

hızıdır. Boyuna akustik fononlar için vLA=24300 m/sn iken, enine akustik fononlar için 

vTA=13950 m/sndir [35]. (16) denklemiboyutsuzlandırılarak 
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şeklinde yazılır. Burada,   2 2
0 00 /q J a  



    ile verilir. Boyutsuz enerji 

/c c FE a E v     olarak tanımlanırken,  0  ifadesi 0 2(2.5)q  Å-1 seçimine bağlı olarak 

enine modlar için 0.84 (1.31), boyuna modlar içinse 0.28 (0.44) olarak bulunur. Etkileşme 

Hamiltonyenine ait öz değerden serbest elektron enerjisini çıkartmak suretiyle polaron öz-

enerjisine ulaşılır.Öz-enerjinin negatif çıkması grafende kararlı polaron oluşumunun varlığı için 

önemli bir kıstastırŞekil 1’de akustik fonon-elektron etkileşmesinin yol açtığı polaron taban 

durumu enerjisi gösterilmektedir. Şekilden görüldüğü üzere polaron öz-enerjisi artan 0k  

değerleri ile artmaktadır. Γ noktası civarındaki akustik fononların enerjisi optik fononlara göre 

daha düşüktür, bu nedenle akustik fononlar için polaron enerjisinin mertebesi optik fonolara 

[29] göre farklılık gösterir. Bununla birlikte, Kuantum Renk Dinamiğinde (QCD) olduğu gibi 

[36] değişen (running) çiftlenim sabiti de tanımlamak mümkündür. k’nın fonksiyonu olarak 

değişen çiftlenim sabiti 

   0 0
1 0

72 3
k k 


               (19) 

şeklinde tanımlamak mümkündür. Elektron-fonon çiftlenimi Dirac noktaları civarında Fermi 

hızını da renormalize eder.Renormalize Fermi hızı  
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     2
0 0 01 4F Fv k v k k     

                                                                                       (20) 

olarak elde edilir. Fermi hızının değişim yüzdesini    0 0/F F Fv k v v k    ifadesinde hesap 

etmek mümkündür.Akustik fononların etkisini dikkate aldığımızda TA (LA) modu için grafenin 

etkin band hızı Fv , 0 0.05k   ve 0 0.1k    için enerjiye bağlı olarak sırasıyla, % 0.01 (0.004) - 

% 0.2 (0.07) oranında azalır. Fermi hızındaki bu değişimin mertebesi yukarıda bahsedildiği 

üzere akustik fononların Γ noktası civarındaki enerjileriyle alakalıdır. 

 

Şekil 1. Polaron taban durumu enerjisi 

 

 

 

 



 
Aybey MOĞULKOÇ 

28 
 

3. SONUÇLAR 

 

 Sonuç olarak, bu çalışma Γ noktası civarındaki akustik fononlar ile elektronların 

etkileşmesinin grafenin enerji spektrumuna olan katkısının araştırıldığı ilk teorik çalışma niteliği 

taşır. Daha önce benzer bir yaklaşım kullanılarak hesaplanan elektron-E2g fonon etkileşmesinin 

getirdiği katkılara [29] kıyasla hem polaron öz-enerjisi hem de renormalize Fermi enerjisi daha 

düşük elde edilmiştir.  

 İzlenen yöntemin getirdiği bazı limit durumlar da söz konusudur. Kullanılan hesap 

tekniği sürekli (continuum) bir yaklaşım olması nedeniyle grafen için 1 eV civarında ve altında 

geçerlidir. Daha yüksek enerjiler daha yüksek k dalga vektörlerini gerektirir ve bu durumda 

grafenin band yapısı konik yapıdan biraz uzaklaşır. Daha yüksek k vektörlerini de içerecek 

şekilde genişletilen hesap tekniğinde üçgensel eğrilik (trigonalwarp) etkisi de göz önünde 

bulundurulmalıdır. Diğer bir limit durum ise, bu çalışmada elektron enerji aralığı için fonon 

rezonansı  0 (0)E     civarı dikkate alınmıştır. Bu eşiğin üzerindeki  (0)E   , 

durumları inceleyebilmek içinfarklı yaklaşımlar dikkate alınmalıdır. 
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