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Ozet. Bu calismada, 6nce bir hiperyiizeyin Hessian formu tanim-
landi. Hessian formla, hiperyiizeyin Ikinci Temel formu arasindaki
bagint1 verildi. Daha sonra, bu formlarla; bir hiperyiizeyin, verilen bir
hiperdiizleme gore lokal ekstremumlarinin ve kisita bagl ekstremum-
larinin nasil hesaplanacagi aciklandi.

Anahtar kelimeler. Hiperyiizey, gradient, kovaryant tiirev, Hessian
form, ikinci temel form, ekstremum.

Abstract

In this work, we first define the Hessian form of a hypersurface,
then we relate it to the Second Fundamental form of the hypersurface.
In the remaining part of this work, we use these formulas to show, how
to evaluate the local and restricted extreme values of the hypersurface
according to a given hyperplane.

Keywords. Hypersurface, gradient, covariant derivative, Hessian
form, second fundamental form, extremum.

1 Giris

Endiistride, miihendislikte, ekonomide, tarimda, isletmelerde minimun maliyetle,
maksimum ve kaliteli iiretim yapmak ve maksimum kar etmek hedeflenir
([7],18]). Uretim ve maliyet; zaman, yatirim, emek, doga gibi bir ¢ok etkene,
yani parametreye, degiskene bagli birer ¢ok degiskenli vektorel fonksiyon-
lardir. Bu gibi fonksiyonlarin geometrideki kargiliklar1 birer hiperyiizey-
dir ([5],[6]). Iste bu calismada, bu amaca uygun bilgiler derlenip toplanip
iyilegtirilmesi ve geligtirilmesi hedeflendi. Daha sonra, kisitlara bagh bir
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bolgede bir hiperyiizey parcasinin, orijinden gegen herhangi bir birim vek-
tore dik olan bir hiperdiizleme goére lokal maksimum-minimumlarinin ve
kisit bolgesinin kenarlarinda ve kogelerindeki hiperyiizeyin aldigi degerleri ve
bunlarin ekstremumlarinin bulunmasi i¢in bir algoritma verilmeye caligildi.
Bulunan bu degerlerin karsilastirilmasi ile tiretimin en uygun sekilde nasil
planlanmasi gerektigi belirlenebilir.

2 Temel Bilgiler

Tanim 2.1: S, E™ de bir hiperyiizey olsun. Vp € S i¢in S,
Hf ={g€ E":(q—p).N(p) >0} veya
Hy ={qe E":(q—p)N(p) <0}

kapali yariuzaylar i¢inde kalirsa, S ye konveks (global konveks)tir denir.
Burada N, S nin Gauss doniigiimiidiir. £™ de R™ metrik uzayidir.

Tanim 2.2: S yonlendirilmig bir hiperyiizey olsun. Bir p € S igin p
yi igeren E™ nin bir V acik alt kiimesi varsa, dyleki (S NV) C H, veya
(SNV) C H, ise, S ye p noktasinda konvekstir denir (Kiigiik bir aralkta,
komsulukta konveks).

Sonug 2.1: Konveks bir hiperyiizey Vp € S de konvekstir. Ancak, her-
hangi bir p noktasinda konveks olan bir hiperyiizey konveks olmak zorunda
degildir.

Tanim 2.3: S konveks bir hiperyiizey ve Vp € S icin SN H, = {p} ise
S ye strictly konvekstir denir. Burada H,,

H,={q€ E":(q¢—p).-N(p) =0}

hiperdiizlemidir.
Bu H,, p noktasinda S ye teget hiperdiizlem olur.
S, p de strictly konveks ise S, p de konveks olur.
Tanim 2.4: S, p € S de konveks bir hiperyiizey ve bu p € S igin

(SNV)nH, = {p}

ise S, p de strictly konvekstir denir.

Tanim 2.5: S, E" de bos olmayan bir kiime olsun. VP,Q € S (P # Q)
noktasi icin PQ C S ise S ye konvekstir denir.

Teorem 2.1: S7,S5, E™ de konveks iki kiime ise

1. 51N S5 konvekstir.

2. 51+ S2={p1 +p2; p1 € S1, p2 € Sa} konvekstir.

3. 51— 5 = {pl — po; p1 € 51, po € 52} konvekstir.
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Tanim 2.6: Q(z) = 27 . A.x bir kuadratik form olsun.

1) Vz # 0 i¢in Q(z) > 0 ise @ ya pozitif tamimhdir denir.

2) Vz ic¢in Q(z) > 0 ise @ ya pozitif yar1 tanimh kuadratik form denir.

Teorem 2.2: @) kuadratik formu pozitif tammhdir < A nin tiim aygen
degerleri pozitiftir.

Teorem 2.3: Bir simetrik A matrisi pozitif tanimhdir < A nin tiim
ana alt matrislerinin determinantlar1 pozitiftir.

Teorem 2.4: Bir simetrik A matrisi pozitif yar1 tanimhidir < A nin
tiim aygen degerleri pozitif veya sifirdir (negatif degil).

Teorem 2.5: S, E™ de yonlendirilmis ve p € S de konveks bir hiperytizey
ise S nin ikinci temel formu I1, p de pozitif tanimhdir. Yani, I1,(V) > 0
dir.

Ispat: Farzedelimkip € S de (SNV) C Hy dir. 3V C E™ agig1 ve
v € Spigin bir @ : I — SNV egrisi alahm 6yleki a(tg) = p ve o/(tg) = v
olsun. Bir h : I — R fonksiyonunu

h(t) = (a(t) —p) N (p)

olarak tanimlayahm. « (t) € H," oldugundan h(t) > 0 dir. Ciinkii, N(p) ile
a (t) — p vektorii arasindaki ag1 dar agi olur.
h(tp) = 0 oldugundan h, ty da mutlak minimuma ulagir. Ciinkii A nin

en kiiciik degeri 0 dir. Boylece 2. Temel Form
II(v) = a"(to).N (a (tg)) = h" (o) > 0
bulunur. Zira, N' = 0 oldugundan
B'(t) =/ (t).N (p) = h" (t) =" (t) .N (p) + o/ (t) .N' (p) = " (t) .N (p)
Ad"(t).N(p)=0&h"(t)=0< II(v) >0« S, p de konvekstir.
Eger S C H, ise Vv € S), igin esitsizlik ters déner. Yani I7 (v) < 0 olur.
NOT: Bu teoremin karsit1 dogru degildir (z = 22 —y* yiizeyinde oldugu
gibi).
Teorem 2.6: S, p de konvekstir <= h, p de extremum (max veya min)
degere ulasir.

Ispat: p «— t =ty da ekstremum var < h/(tg) = 0 < o/ (t).N(p) =
0< d"(t).N(p) =0& h"(t) =0«< II(v) > 0< S p de konvekstir.

Tanmim 2.7 (Yiikseklik Fonksiyonu): S, E™ de bir hiperyiizey olsun.
p €S, g € S olmak iizere

h:S—R
h(q)=q.N(p)
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olarak tanimli h fonksiyonuna yiikseklik fonksiyonu denir. h fonksiyonu
degisken ¢ € S noktasinm, N+ (p) altuzayma olan uzakhgimi ya da yiiksek-
ligini verir. N+ (p), O dan gegen N (p) ye dik olan altuzaydir. Ciinkii,

h(p) = ¢-N(p) = all - [N (p)|| -cos 6 = cos§ = fm)

NOT: N(p) birim vektorii S nin p deki birim normalinin O ya baglan-
mugidir (Gauss doniigiimii). Bunu @ = v/ L.K Coob-Douglas iiretim yiizeyine
uygularken, bu yiizeyi ¢ = S(L, K) = (L, K,V L.K) olarak alimip uygulan-
mas1 gerekir.

- - _ V(Q—vm) .
Q—S(fﬂ,y)—(i,yy\/@), N—Wdu.

S, R? de bir yiizey ve u, R3 de bir birim vektor olsun. h : S — R,
h(q) = q.u olarak tanimh h, fonksiyonu yiikseklik fonksiyonu olur.

Sonug 2.2: Yiikseklik fonksiyonu h, ¢ € S noktasinn, S, {u} nun or-
togonal tiimleyeni olan u' altuzay: (n-boyutlu bir hiperdiizlem) tistiindeki
yiiksekligini, yani, ¢ € S nin u' diizleminden yiiksekligini (u" diizlemine
olan uzaklhigimi) verir.

Ornek 2.1: S yiizeyi Q = S(z,y) = (z,y,/Ty) olsun. w = (0,0,1) =
ez alahm.q € S ise ¢ = (z,y, \/zy) dir.

h(q) = q.u = (2,y,/xy).(0,0,1) = \/zy olur.
1

Bu p € S noktasmmn; S, {es} iin ortogonal tiimleyeni olan ez uzayindan;
yani x o y diizleminden olan yiiksekligini gosterir.

Ornek 2.2: S yiizeyi Q = S(x,y) = (z,y,2z + 3y) olsun. & = e3 =
(0,0,1) diyelim. ¢ € S nin tabandan yani x o y diizleminden yiiksekligi;
h(q) = q.es3 = 2x 4 3y olur. Bu ¢ nun, z o y diizleminden olan yiiksekligini
gosterir.

S, R**! de bir hiperyiizey olsun. h : S — R, h(q) = ¢.N(p) olarak
tanimli b fonksiyonuna, yiikseklik fonksiyonu denmisti.

Bu fonksiyon yonlii bir uzaklik, yiikseklik verir. Ciinkii, h, i¢ carpimla
tanimlanmaisgtir.

h, g € S noktasinin; O dan gegen ve P deki teget altuzaya paralel olan
altuzaya (hiperdiizleme) uzakhgim slger.

Ornek 2.3: ¢ = Q(z,y) = (,y, VZY) veya Q = z — /zy = 0 ise
h(q) = q.N(p) yiikseklik fonksiyonunu hesaplayalim.

COZUM: VQ = (@2, Q),Q:) = (55 55 1)

2 2 214244
IVQl = /4 + 5 + 1= /o
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Nz
IVQ| = Y57

2/xy
_ vVQ _ —y —r 2,/Ty
N = = olur.
Vel ViyEta2tazy’ [y +ai+axy’ /[y +a?+dzy

Bu, z = \/xy ylizeyinin birim normal vektor alanidir.

q=p=(x,y,/TY) ise

—Y.T —zy 2xy _ 0

+ + =
ViR a2 +4ry 2+ a2 fday  Jy2 4 a2+ 4oy

gikiyor. Ancak;

h=¢q.N =

q=(1,9,v/1.9) = (1,9,3)
p=(1,1,v/1.1) = (1,1,1)

ise

-1 -1 2

Np =|—,—,— 0 da tanjant vektor, Gauss doniigiimii
(p) <\/6\/6\/6>0 ( y stimi)
-1 -1 2) -1 9 6 —4

ha) = ¢.N() = (1,9,3). (ﬁ, —Z 4

V6 V6T VB VB
bulunur. ¢ carpim negatif cikabilir. Bu yonlii uzakliktir.

Bu da beklenildigi gibidir. Ciinkii, bu A yiikseklik fonksiyonu, ¢ € S
noktasinin; S, { N (p)} normal uzayimin ortogonal tiimleyeni olan p deki S nin
teget diizleminden O ya paralel kaymisina olan uzakhgini, yani (S, {N (p)})l
teget diizleminin orijine kaymigindan yiiksekligini gosterir.

Tamim 2.7: h : S — R fonksiyonu verilsin. Vv € S, icin D,h = 0
ise yani a(tg) = p olacak bigimdeki her o C S egrisi i¢in (ho ) (tg) = 0
ise, h ya p de stationary(duragan)dir, denir. Burada D, kovaryant tiirev

operatoriidiir.

Tanim 2.8: S, E™ de bir hiperyiizey, h : S — R diizgiin (C*° sinifindan)
bir fonksiyon olsun.
Yiikseklik fonksiyonu h nin gradient vektor alani grad h;

~

(grad h) (») = Vhi(p) - (v%@).N(p)) Np)

olarak tanimlanir. Burada h, h nin S yi iceren bir acik alt kiime tizerine
diizgiin bir genigletilmisidir. N de S nin birim normal vektor alanidir.
NOT: grad h, S iistiinde diizgiin (diferensiyellenebilir) bir teget vektor

olanidir. Ayrica, grad h, Vh nin tegetsel bilegenidir.
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Teorem 2.7: grad h, asagidaki 6zelliklere sahiptir.

1. Vp € S, Yv € S, i¢cin D,h = (gradh) (p).v dir. (Dyh, E"™ deki
kovaryant tiirev)

2. a: I — S herhangi parametrelendirilmisg bir egri ise,

(hoa) (t) = ((grad h) (a (t))) .c(t)

dir.
3. (gradh) (p) = > (Dy;h) .v; dir. Burada {vq,vy,...,v,}, S, nin orto-
i=1

normal bir bazdir.
4. (grad h) (p) = 0 & h, p de stationary(duragan, sabit) dir.

Ozellikle, grad h, h genisletmesinin secilisinden bagimsizdir. 2. ozellik,
zincir kuralimin bir degisik formudur ([1]).

ispat:

1) Dyh = Dyh = Dh(p).v = (grad h) (p).v oldugundan 1. 6zellik dogrudur.

2) (hoa) (t) = Dyyh oldugundan ve 1. den 2. 6zellik elde edilir.

3) j €{1,2,...,n} i¢in v; ile 2 nin iki tarafim carparsak

Uj. (h @) Oé), (t) = U]Da(t)h

ve 1. kullanilirsa, 3 iin dogru oldugu gortiliir.
4) 1. ve 3. ozellik; birlikte gerektirir ki

Vv € S, i¢in (gradh) (p) =0« Dyh =0

Bu da 4. o6zelligi olugturur. (Ciinkii, Vo € Sy, igin Dyh = 0 ise h : § — R,
p € S de stationary (duragan)dir. Yani S de a(tp) = p olmak iizere her
parametrelendirilmis « egrisi igin (h o )’ () = 0 dir.)

Tanim 2.9: h: S — R fonksiyonu bir p € S noktasinda stationary ise
yani (grad h) (p) = 0 ise, p ye h nin kritik noktas: denir.

Diizgiin bir h : S — R fonksiyonu kritik noktalarda ii¢ gesit durum
gosterir: Lokal minimum, lokal maksimum, eyer noktasi.

3 Hiperyiizeylerde Ekstremumlar

Tanim 3.1: W, E™ nin bir agik alt kiimesi, v =W N S ise v C S ye S nin
bir agik alt kiimesi denir.

Tanim 3.2: h: S — R bir fonksiyon, p € v C S ve v, S nin bir acik alt
kiimesi olsun.

1) Yq € v igin h(q) > h(p) ise h, p de lokal minimuma ulagir denir.
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2) Vq € v igin h(q) < h(p) ise h, p de lokal maksimuma ulagir denir.
3) h, p de stationary ve extremuma sahip degilse p ye eyer noktasi denir.
4) Esitlikler yoksa, h, p de strictly lokal extremuma sahiptir, denir.

(grad h) (p) = 0, h nn kritik bir p noktasi igin 1. tiirev testidir.
Kritik noktalarin tipini ayirtetmek icin 2. tiirev testine ihtiyac vardir.

Tanmim 3.4 (Hessian Form): h: S — R fonksiyonunun bir kritik noktas:
p olsun.
H,:S5,—R

H,(v) = D,(gradh).v
= D, (gradh)
formuna, h nin p deki Hessian’i denir [1, 2, 3, 9].

Boylece Hp; v yi D, (grad h) ya gonderen, S iistiinde self-anjoint lineer
bir doéniigiimle birlegtirilmig bir kuadratik form olur.

Vv € S icin D, (grad h) € S),.
Ciinkii grad h = 0 oldugundan

D, (gradh) .N(p) = D, ((gradh).N)— (gradh) (p).D,N
Dy (0) — 0.D,N =0 = D, (grad h) € S,

bulunur.

Teorem 3.1 (Lokal Extremumlar icin 2. tiirev testi): S, E™ de bir
hiperyiizey, h : S — R, p € S noktasinda stationary olan bir diizgiin
fonksiyon ve Hp, p noktasinda h nin Hessian’1 olsun.

1) Eger h, p de lokal minimuma sahipse H,, yar1 pozitif definittir. Yani;

(Hp(v) = 0),
eger h, p de lokal maksimuma sahipse H), yar: negatif definittir. Yani;
(H,(v) < 0).

dir.

2) Eger H), pozitif definit (Hp(v) > 0) ise h, p de bir strict lokal min-
imuma sahiptir. Eger H, negatif definit (H,(v) < 0) ise h, p de bir strict
lokal maksimuma sahiptir [1].
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ispat:
1) Farzedelim ki h, p de lokal minimuma sahip olsun. v € S, i¢in a(tg) =
v olacak bigimde bir o : I — S egrisini alalm. O zaman V¢ € [ igin

(hoa) (t) = (grad h) (a(t)) .a(2)
dir. iki tarafin ¢ ye gore tiirevi alimir ve ¢ = tg konursa
0 < (hoa)”(ty) = Dy (grad h) .c(to) + (grad h) (a(t)) .a(te) = Hp(v)

bulunur. Ciinkii (grad h) (p) = 0 dur.

Boylece H), yari pozitif definit bulunur.

Lokal maksimum icin ispat benzer bicimde yapilir.

2) Bunun ispat1 icin, eger h, p de strict lokal minimuma sahip degilse
H,, nin pozitif definit olamayacagini gostermek yeterlidir. Ciinkii (p = ¢q) =
(¢ = p) dir.

Farzedelim ki h, p de strict lokal minimuma sahip olmasin. O zaman
S — {p} de bir {py} dizisi olmahdir, klilgo pr = p olacak bigimde, 6yle ki
Vk € NT icin h(pi) < h(p)
(pr—p)

ok —pll
bir dizidir. S™ kompakt oldugundan, {vy} yakinsak bir alt diziye sahip

olmalidir. v = lim vy olsun.

Her bir £ icin v, = diyelim. O zaman {vy}, S™ birim kiiresinde

—00

v = (p,v) € Sy ve Hy(v) <0 oldugunu gosterecegiz.

W, R™! de p yi tagiyan bir acik yuvarlak olsun, 6yle ki A nin diizgiin
genigletilmesi 7 ve (S de tamml diizgiin bir fonksiyon f~!(c) olmak iizere)
f, W iistiinde tanimhidir. O zaman, yeterli biiyiikliikteki &k icin p € W
olur. g¢(t) = f(p+t.wg) ya ortalama deger teoremini uygularsak, 3t €

(0, ||px — pl|) icin

o - fer) = f) _ g(lipk —pl) = 9(0)
P — pll lpk — pl| — 0

=g (tr) = Vf(p+ tpvp).v

bulunur. Burada Vi, = (p + t5. Vi, Vi) dir. k — oo igin limit alirsak lim ¢ =

k—o0

0 oldugundan 0 = V f(p).v bulunur. Dolayisiyla v € S, dir.
Simdi Hp(v) < 0 oldugunu gosterelim.

_ Vh(p)-V(p)

rad h =0ve \
() (p) =0 NOE
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oldugundan 3\ € R i¢gin VZ(p) = AV f(p) dir. ax(t) = p + t.vy olmak lizere
Taylor teoremini g (t) = h— A | (ag(t)) ye uygulayahm.

Gty =V (% - Af) (1)) - (t) = (v% - Wf) (ax(®)) - (cxt), ve)

ve

Gt = Ve (vZ - Wf) ((6),ve)

oldugundan Jt;, € (0, ||pr — p||) igin

1
gk (lpe = pI) = ge(0) + g4(0) lpw — pll + 598 (t) llpx — pl|*

= a0+ ((Th=297) 01 () ) I

1 ~
bulunEr.

Vh(p) = AV f(p) oldugundan, orta terim 0 dir.
Boylece

h(py) — h h(py) — h

lpx — 2l lpx — pll

(h - Af) () - <h - Af) »)
N o — pII®
_ ge(lpe — pll) — gx(0)

Ipx. — p||*

- % <de(t) (vﬁ — >\Vf>> (o (tk), vi)

elde edilir.

k — oo i¢in limit alinirsa,

0> %Dv <v% - AVf) W e (1)
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bulunur. Oysa,

Hp(“) = D, (grad
= D, (V (Vh N> N)
= D, (Vh Vf
!VfH

Vh.Vf Vh.Vf
= D, |Vh Vo \V4 U — V., (V).
)“ o | VIO e | OV ()

~ p,(vh )
dir. Buna gore, (1) den Hy(v) < 0 elde edilir [1].

O halde, h, p noktasinda strict lokal minimuma sahip degilse S nin
Hessian’y H), pozitif definit olamaz.

h, p de strict lokal maksimuma sahip degilse, H nin negatif definit ola-
mayacagl benzer bicimde ispatlanir.

H,(v) nin igareti incelenerek, p noktasmin lokal extremum nokta olup
olmadig1 belirlenir.

Ornek 3.1: ¢ = Q(z,y) = (x,y,\/@), (z,y >0)vez— /xy =0
yiizeyi S olsun. u = (0,0,1) = e3 i¢in h(q) = q.u = \/zy olur.

olur. grad h = 0 1n kokii yok. O halde S nin kritik noktasi yoktur.
h nin Hessiant Hy(v) = D, (grad h) .v den hesaplanir.

(

- D, (w) W= AV, (Vf) v
(-
(

D, (gradh) = (v.gradYi,vgradYs)
(o (Y (v on
N ox ' Oy ox ' Oy
dir.
S iistiine r =t,y =1—1t, 2=/t (1 —t) egrisini

aft) = (t,l—t, t—t2)
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olarak alalim. -
— 2t
v=2a(t) = (1,—1,)
( ) 2Vt — t2
olur.

Sy, teget uzaym bir baz B = {Qy |p, @y |p} dir.
Q. = (1,0, %), Qy = <0, 1, %) vektor alanlar o egrisi boyunca,

B L . B 1—t _ _t
z=1t,y=1-1 oldugundan, Q, = (1,07 2m>’ Qy - <O’ 1, 2 t(1—t)>

ye doniigiir. Bu B bazina gore v vektorii v = 1.Q, — 1.Qy = (1, —1) 5 olur.

)% )%
gradYi =1.— — 1.—
v-erad iy ox oy

Y-
v.grad Yo = 1.%; — l.grad Y20y

oldugundan
D, (gradh) = (v.gradYy,v.gradYs)
(o moon ow
N Oxr Oy Or Oy
olur.

h nmin Hessian’1

_ (P (oY 0N,
Hp(v)—Dv(grandh).v—l.<8x (‘3y> L(o“’x 8y>

WY 1 NZ
Hy) = -1 - -
dax 6Ty 4Yyy
bulunur. z.y > 0 = Hp,(v) < 0. Ancak, grad h = 0 1 kokii olmadigindan
p kritik nokta degildir. O halde S nin lokal extremumu yoktur.
Teorem 3.2: u, £" de birim vektor ve p, S nin bir kritik noktas: ise

H,(v) = F11,(v)

dir.[1]
Ispat: w, E™ nin bir birim vektorii olsun. h : S — R yiikseklik fonksiy-
onu i¢in
hyu(q) = q.u
olarak taniml h,, yiikseklik fonksiyonunu alalim. Bu ¢ nun u' hiperdiizlem-
ine olan uzakhigim (yiiksekligini) verir.
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Vp € E™ ve Yu € Tgn(q) igin

hU(Q) =4q.u

i

Dhu(q) = (q,u)

D, (vﬁu> —0
dir. %u |s= hy, dir.

p € S, hy nun kritik noktasidir <= (p,u) = AV f(p), A € R. u birim

vektor oldugundan
1

M= oo
IVf(D)l
olmalidir. Boylece p kritik noktadir <= (p,u) = FN(p)

Eger, p, h,, nun kritik noktas1 ve v € 5, ise
Hy(v) = D, <vﬁu - <VEU.N> N> .v

_ (v%u.N> (p) (~VuN.v)

= (w.N(p)) I1y(v)
= FLIL,(v)

bulunur [1].
Teorem 3.3: S, E" de yonlendirilmig bir hiperyiizey ve S nin ikinci
temel formu 11, p de pozitif veya negatif definit ise .S, p de strictly konvekstir.
ispat: S nin p de strictly konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul,
hn@py : S — R yiikseklik fonksiyonunun p de strict lokal extremumma sahip
olmasidir. Bu ise hp(,) nin p de stationary olmas: halidir.

H, = TII,

oldugundan 11, definit olur (11, > 0 veya I, < 0).

Bu durumda S, p noktasinda bir extremum degere sahiptir. Dolayisiyla
S nin extremum noktalarini bulmak igin ikinci temel formdan da yararlanila-
bilinir.
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4 Hiperyiizeylerde Optimizasyon

1) Optimizasyon problemlerinde, optimum (ekstremum) uygun noktalar:
bulmak igin 6nce, hiperyiizeyin kritik noktalar1 bulunur. Hessianin bu
noktalarda aldig1 degerlere bakarak noktalarin maksimum veya minimum
olduklar: ayirtedilebilir. Bunlar lokal ekstremum noktalardir.

2) Kisith optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde ise, kisitlilik bolgesinin
koselerinde aldig1 degerlerle, kisit altuzay parcalarinda fonksiyonun aldigi
ekstremum degerler aragtirilir.

Bunun igin, kisit bolgesinin yiizlerini olugturan alt uzay parcalar: ile
(ayirtlar, simdilik lineer yar: alt uzay pargalar1) asil hiperyiizeyin alt hiperyiizey-
leri alinir. Bunlarin tiimiiniin ekstremumlar: aym yontemle hesaplanir. Bun-
lar, lokal ekstremum degerler ile kargilasgtirilir. En biiyiik deger veya en
kiiciik deger, ¢oziim icin istenen optimum degerlerdir.

3) Daha sonra bulunan tiim ekstremum degerler bir kiimede toplanir.
Bu kiimenin en biiyiik elemani veya en kiiciik eleman: istenen optimum
degerlerdir.

NOT: Bu hesaplamalarda, Simpleks yonetimi gibi bilgisayar program-
larindan yararlanilabilir. Kisitlar lineer olmadig: takdirde, Lagrange ¢arpani
yonteminden de yararlamlabilir [7, 8].

Simdi, yukarida verilen teorik bilgilerin, uygulamalarda nasil yapila-
cagini gosteren birkac érnek verelim.

Ornek 4.1: S yiizeyi ¢ = Q(z,y) = (z,y, \/Zy) parametrizasyonu
ile verilsin. B = {z >0,y > o, x +y < 1} kisitlayicisina gore v = (0,0,1)
yoniinde u uzayma gore (z oy diizlemine gore) ekstremum noktalarimi ve
degerlerini bulalim.

1) Yiikseklik fonksiyonu h(q) = \/zy idi. gradh = (g—;’, %Z) = (0,0) =

2\%7 0, 5= r = 0 i¢in z,y € R yoktur. Dolayisiyla B bolgesinde lokal
ekstremumlar yoktur.

2) B bolgesinin kose noktalar: (0,0), (1,0), (0,1) dir.

Q(0,0) = (0,0,0),  Q(1,0) = (1,0,0),  Q(0,1) = (0,1,0) dur.

Buradaki yiikseklikler O dir.

3) B bolgesinin smir altuzay parcalar1 OA, OC ve AC dogru parcalaridir.
OA ya karsilik gelen yiizey parcasi Q(z,0) = (x,0,v/x.0) = (x,0,0) dogrusudur.
Buradaki yiikseklik 0 dir. OC ye karsihk gelen yiizey parcast Q(0,y) =
(0,9,/0.y) = (0,y,0) dogrusudur. Buradaki yiikseklik de 0 dir. AC ye
kargilik gelen yiizey parcast Q(t,1 —t) = (1,1 — ¢, V't — t?) egrisidir. Yiik-
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sekligi h = v/t — t2 dir.

1-2¢ 1 1 1 1
/ = — = — — ici — _——_ = - k .
R'(t) N 0=t 2191nh \/2 1= o Gikar

Bu maksimum degerdir. Maksimum nokta Q(%) = (%, %, %) noktasidir.

Biitiin bunlar gbzoniine alinirsa, S nin B iistiinde maksimum noktasinin

(%, %, %) noktasi oldugu, maksimum degerinin de % oldugu anlagilir.

Ornek 4.2: S yiizeyi ¢ = Q(z,y) = (x,y,x2 + 2+ 1) yani z — x? —
y? =1 =0olsun. u = (0,0,1) = e3 icin h(q) = qu = 2* + y> + 1 olur.
Ekxtremumlar: bulalim.

gradh = (%%’;) - (20,2y) = (Yi,Ya) =0 = 2 = 0, y = 0 =
(0,0,1) = p € S noktas1 S nin kritik noktasidir. h nin Hessian

H,(v) = Dy(gradh).v
= (v.grad Y7,v.grad Y3)

(o (P Y, (% v
N ‘\ox’ 9y )’ "\ 0z’ Oy

S iistiinde x = cost, y = sint, z = 1 egrisini, yani

den hesaplanir.

a(t) = (cost,sint, 1)

¢emberini alalim.
v =a/(t) = (—sint,cost,0)

olur. S, teget uzaymin bir bazi B = {Q,, Q,} dir.
Q. = (1,0, 2x), Qy = (0,1,2y) vektor alanlarini « egrisini kisitlarsak
Q. = (1,0,2cost), Qy = (0,1,2sint) olur. Bu B bazina gore v
vektorii v = (—sint, cost)p olarak yazilir.
v.grad Y, = (—sint, cost) (%, %) = (—sint,cost).(2,0) = —2sint

v.gradYy, = (—sint,cost) (%,%ﬁ) = (—sint, cost).(0,2) = 2cost
cikar.

D,(grad h) = (v.grad Y1, v.grad Y2) = (—2sint, 2 cost) olur.

h nin Hessiant H,(v) = D,(grad h).v = 2sin?t + 2cos?t =2 > 0

Vz,yi¢in H,=1> 0= p = (0,0, 1) lokal minimumdur.

2.YOL: z=a2+y?+1

Zy = 2T zy =2y Zopx = 2 Zyy = 2 Zzy = 0 oldugundan
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Zxx  Rxy

H =

var.

:‘2 0‘:4>0:>x:07y:0delokalminimum
Rxy  Ryy 0 2

Simdi S nin p(0, 0, 1) noktasinda 2. temel formunu bulalim.

Q(x7y) - (.%‘,y,$2+y2 +1)
idi.
Qr = (170723:)7 Qy - (0,1,2y) = HQLBH = v1+4{L'2, HQyH =
1+ 4y?

wa = (0707 2)7 ny = (07 07 2)7 me = (07070) = Qy:ﬂ
Q:.Qy #0 = Sekil operatoriiniin matrisi

_det(Qz:mQ:mQy) _det(szanaQy)

3 2 2
W= adto,Gle,) - dila, e,
1Qx11%1Qy I Q=P 1Qy |
dir.
00 2
det(me’ Q$7 Qy) - ]- O 233 = 2,
0 1 2y
00 2
det(Qyy, Rz, @Qy) =| 1 0 2z | =2 oldugundan
0 1 2y
W = v (1+4a:2())3\/@ 9 olur.
V(1+422)% /1442

=0, y=0iginW |,= [ _02 _02 ] cikar.

p=(0,0,1) deki Ikinci Temel form: W, (v).v dir.
Wy(v) = (2sint, —2cost)
olur.
Ipwy = Wp(v).v = =2 sin?t — 2cos?t = —2

bulunur.

p =(0,0,1) deki Hessian’da H,(v) = 2 bulunmustu.

O halde, gergekten H,(v) = F11,(v).v dir.

S yiizeyi ¢ = Q(z,y) = (x,y,a:Q + 92+ 1) in Gauss doniigiimiinii bu-
lalim.
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Bu yiizeyin herhangi bir p noktasinda normal vektor alan1 IV,

€er €2 €3
N=Q:NQy=|1 0 2z |=(-2z,—-2y,1)
0 1 2y

dir. |[N| = /422 + 492 +1
Birim normal vektor alani
_ N _ —2z —2y 1
N =1 <\/4552+4y2+1, VAx2+4y2+17 \/412+4y2+1> dir
p=(1,1,3) i¢in N, = (%2, %2, %)p dir. Bunun orijine yani O ya paralel
taginmigt olan tanjant vektor (Gauss doniisiimii yapilmig oluyor) N(p) =

(3,5 D)o veva N() = (52,5, ) ol

Degisken ¢ € S noktasi igin h yiikseklik fonksiyonu

h(g) = ¢.N(q) = (z,y,2° +y* +1). <_2 3 1>

3733
-2 2 22 421
hg)= —x—Sy+—+Z 4+ =
@=go-gutygtyty
. o 1 -2 —2 1)1
olur. Bu, h fonksiyonunun degisken ¢ € S noktasinin N-(p) = (?, 5 g) o

dik uzayina gore yiiksekligini verir.

Ozel olarak h(p) = h(1,1) = —% degeri p nin N1 (p) altuzayma olan
yonlii uzakligi gosterir. Bu altuzaya mutlak uzaklig % demektir.

Bu hesaplamalar, herhangibir vektor yoniinde ve herhangibir diizleme
gore, benzer bigimde yapilabilir. Ancak, hesaplar biraz daha karigik olur.

5 Sonug ve Tartisma

Endiistride ve ekonomide iiretim, toplam maliyet gibi kavramlar en 6nemli
kavramlardir. Bazi durumlarda bunlarin matematiksel olarak birer fonksiyon
olduklar: goriiliir.[4]. Cok boyutlu iiretim ve bunlarin toplam maliyet fonksiy-
onlar1 n-degigkenli, m-boyutlu lineer veya nonlineer vektorel fonksiyonlar
olarak karsimiza cikar. Bunlarin analitik ifadeleri, yani formiiliizasyonlar:
belirlenmigse; gelecekte emek, yatirim, zaman gibi parametrelerin degisi-
minde iiretimin ne olacagl, toplam maliyetin ne olacagl tam olarak olmasa
da yaklagik olarak kestirilebilir. Belli kisitlar altinda iiretim fonksiyonu,
toplam maliyet fonksiyonu gibi fonksiyonlarin ekstremum noktalarinin veya
en uygun noktalarinin bilinmesi; {iretim planlamasi, dolayisiyla igletmelerin,
kurumlarin, fabrikalarin, imalathanelerin daha verimli ¢aligabilmeleri icgin
cok onemli katkilar saglar.
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