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Abstract

In this work, we �rst de�ne the Hessian form of a hypersurface,
then we relate it to the Second Fundamental form of the hypersurface.
In the remaining part of this work, we use these formulas to show, how
to evaluate the local and restricted extreme values of the hypersurface
according to a given hyperplane.
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1 Giri̧s

Endüstride, mühendislikte, ekonomide, tar¬mda, i̧sletmelerde minimun maliyetle,
maksimum ve kaliteli üretim yapmak ve maksimum kar etmek hede�enir
([7] ; [8]). Üretim ve maliyet; zaman, yat¬r¬m, emek, do¼ga gibi bir çok etkene,
yani parametreye, de¼gi̧skene ba¼gl¬birer çok de¼gi̧skenli vektörel fonksiyon-
lard¬r. Bu gibi fonksiyonlar¬n geometrideki karş¬l¬klar¬ birer hiperyüzey-
dir ([5] ; [6]). ·Işte bu çal¬̧smada, bu amaca uygun bilgiler derlenip toplan¬p
iyileştirilmesi ve geli̧stirilmesi hede�endi. Daha sonra, k¬s¬tlara ba¼gl¬ bir
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Özet. Bu çal¬̧smada, önce bir hiperyüzeyin Hessian formu tan¬m-
land¬. Hessian formla, hiperyüzeyin ·Ikinci Temel formu aras¬ndaki
ba¼g¬nt¬verildi. Daha sonra, bu formlarla; bir hiperyüzeyin, verilen bir
hiperdüzleme göre lokal ekstremumlar¬n¬n ve k¬s¬ta ba¼gl¬ekstremum-
lar¬n¬n nas¬l hesaplanaca¼g¬aç¬kland¬.

Anahtar kelimeler. Hiperyüzey, gradient, kovaryant türev, Hessian
form, ikinci temel form, ekstremum.
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bölgede bir hiperyüzey parças¬n¬n, orijinden geçen herhangi bir birim vek-
töre dik olan bir hiperdüzleme göre lokal maksimum-minimumlar¬n¬n ve
k¬s¬t bölgesinin kenarlar¬nda ve köşelerindeki hiperyüzeyin ald¬¼g¬de¼gerleri ve
bunlar¬n ekstremumlar¬n¬n bulunmas¬için bir algoritma verilmeye çal¬̧s¬ld¬.
Bulunan bu de¼gerlerin karş¬laşt¬r¬lmas¬ ile üretimin en uygun şekilde nas¬l
planlanmas¬gerekti¼gi belirlenebilir.

2 Temel Bilgiler

Tan¬m 2.1: S, En de bir hiperyüzey olsun. 8p 2 S için S,
H+
p = fq 2 En : (q � p):N(p) � 0g veya

H�
p = fq 2 En : (q � p):N(p) � 0g

kapal¬yar¬uzaylar¬içinde kal¬rsa, S ye konveks (global konveks)tir denir.
Burada N , S nin Gauss dönüşümüdür. En de Rn metrik uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.2: S yönlendirilmi̧s bir hiperyüzey olsun. Bir p 2 S için p
yi içeren En nin bir V aç¬k alt kümesi varsa, öyleki (S \ V ) � H+

p veya
(S \ V ) � H�

p ise, S ye p noktas¬nda konvekstir denir (Küçük bir aral¬kta,
komşulukta konveks).

Sonuç 2.1: Konveks bir hiperyüzey 8p 2 S de konvekstir. Ancak, her-
hangi bir p noktas¬nda konveks olan bir hiperyüzey konveks olmak zorunda
de¼gildir.

Tan¬m 2.3: S konveks bir hiperyüzey ve 8p 2 S için S \Hp = fpg ise
S ye strictly konvekstir denir. Burada Hp,

Hp = fq 2 En : (q � p):N(p) = 0g

hiperdüzlemidir.
Bu Hp, p noktas¬nda S ye te¼get hiperdüzlem olur.
S, p de strictly konveks ise S, p de konveks olur.
Tan¬m 2.4: S, p 2 S de konveks bir hiperyüzey ve bu p 2 S için

(S \ V ) \Hp = fpg

ise S, p de strictly konvekstir denir.
Tan¬m 2.5: S, En de boş olmayan bir küme olsun. 8P;Q 2 S (P 6= Q)

noktas¬için PQ � S ise S ye konvekstir denir.
Teorem 2.1: S1; S2 En de konveks iki küme ise
1. S1 \ S2 konvekstir.
2. S1 + S2 = fp1 + p2; p1 2 S1; p2 2 S2g konvekstir.
3. S1 � S2 = fp1 � p2; p1 2 S1; p2 2 S2g konvekstir.
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Tan¬m 2.6: Q(x) = xT :A:x bir kuadratik form olsun.
1) 8x 6= 0 için Q(x) > 0 ise Q ya pozitif tan¬ml¬d¬r denir.
2) 8x için Q(x) � 0 ise Q ya pozitif yar¬tan¬ml¬kuadratik form denir.
Teorem 2.2: Q kuadratik formu pozitif tan¬ml¬d¬r , A n¬n tüm aygen

de¼gerleri pozitiftir.
Teorem 2.3: Bir simetrik A matrisi pozitif tan¬ml¬d¬r , A n¬n tüm

ana alt matrislerinin determinantlar¬pozitiftir.
Teorem 2.4: Bir simetrik A matrisi pozitif yar¬ tan¬ml¬d¬r , A n¬n

tüm aygen de¼gerleri pozitif veya s¬f¬rd¬r (negatif de¼gil).
Teorem 2.5: S, En de yönlendirilmi̧s ve p 2 S de konveks bir hiperyüzey

ise S nin ikinci temel formu II, p de pozitif tan¬ml¬d¬r. Yani, IIp(V ) > 0
d¬r.

·Ispat: Farzedelim ki p 2 S de (S \ V ) � H+
p dir. 9 V � En aç¬¼g¬ve

v 2 Sp için bir � : I ! S \ V e¼grisi alal¬m öyleki �(t0) = p ve �0(t0) = v
olsun. Bir h : I ! R fonksiyonunu

h(t) = (� (t)� p) :N (p)

olarak tan¬mlayal¬m. � (t) 2 H+
p oldu¼gundan h(t) � 0 d¬r. Çünkü, N(p) ile

� (t)� p vektörü aras¬ndaki aç¬dar aç¬olur.
h(t0) = 0 oldu¼gundan h, t0 da mutlak minimuma ulaş¬r. Çünkü h nin

en küçük de¼geri 0 d¬r. Böylece 2. Temel Form

II(v) = �00(t0):N (� (t0)) = h
00 (t0) � 0

bulunur. Zira, N
0
= 0 oldu¼gundan

h0(t) = �0(t):N (p)) h00 (t) = �00 (t) :N (p) + �0 (t) :N 0 (p) = �00 (t) :N (p)

�00 (t) :N (p) = 0, h00 (t) = 0, II(v) � 0, S, p de konvekstir.

E¼ger S � H�
p ise 8v 2 Sp için eşitsizlik ters döner. Yani II (v) < 0 olur.

NOT: Bu teoremin karş¬t¬do¼gru de¼gildir (z = x2�y4 yüzeyinde oldu¼gu
gibi).

Teorem 2.6: S, p de konvekstir() h, p de extremum (max veya min)
de¼gere ulaş¬r.

·Ispat: p  ! t = t0 da ekstremum var , h0(t0) = 0 , �0(t):N(p) =
0, �00(t):N(p) = 0, h00(t) = 0, II(v) � 0, S p de konvekstir.

Tan¬m 2.7 (Yükseklik Fonksiyonu): S, En de bir hiperyüzey olsun.
p 2 S, q 2 S olmak üzere

h : S ! R
h(q)=q:N(p)
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olarak tan¬ml¬ h fonksiyonuna yükseklik fonksiyonu denir. h fonksiyonu
de¼gi̧sken q 2 S noktas¬n¬n, N? (p) altuzay¬na olan uzakl¬¼g¬n¬ya da yüksek-
li¼gini verir. N? (p), O dan geçen N (p) ye dik olan altuzayd¬r. Çünkü,

h (p) = q:N(p) = kqk : kN(p)k : cos � =) cos � =
h(q)

kqk

NOT: N(p) birim vektörü S nin p deki birim normalinin O ya ba¼glan-
m¬̧s¬d¬r (Gauss dönüşümü). BunuQ =

p
L:K Coob-Douglas üretim yüzeyine

uygularken, bu yüzeyi q = S(L;K) = (L;K;
p
L:K) olarak al¬n¬p uygulan-

mas¬gerekir.

q = S(x; y) = (x; y;
p
xy); N =

r(Q�
p
xy)

kr(Q�pxy)k dir.
S, R3 de bir yüzey ve u, R3 de bir birim vektör olsun. h : S �! R;

h(q) = q:u olarak tan¬ml¬h, fonksiyonu yükseklik fonksiyonu olur.
Sonuç 2.2: Yükseklik fonksiyonu h, q 2 S noktas¬n¬n, Sp fug nun or-

togonal tümleyeni olan u? altuzay¬(n-boyutlu bir hiperdüzlem) üstündeki
yüksekli¼gini, yani, q 2 S nin u? düzleminden yüksekli¼gini (u? düzlemine
olan uzakl¬¼g¬n¬) verir.

Örnek 2.1: S yüzeyi Q = S(x; y) = (x; y;
p
xy) olsun. �!u = (0; 0; 1) =

e3 alal¬m.q 2 S ise q = (x; y;
p
xy) dir.

h(q) = q:u = (x; y;
p
xy):(0; 0; 1) =

p
xy olur.

Bu p 2 S noktas¬n¬n; Sp fe3g ün ortogonal tümleyeni olan e?3 uzay¬ndan;
yani x � y düzleminden olan yüksekli¼gini gösterir.

Örnek 2.2: S yüzeyi Q = S(x; y) = (x; y; 2x + 3y) olsun. �!u = e3 =
(0; 0; 1) diyelim. q 2 S nin tabandan yani x � y düzleminden yüksekli¼gi;
h(q) = q:e3 = 2x + 3y olur. Bu q nun, x � y düzleminden olan yüksekli¼gini
gösterir.

S, Rn+1 de bir hiperyüzey olsun. h : S �! R, h(q) = q:N(p) olarak
tan¬ml¬h fonksiyonuna, yükseklik fonksiyonu denmi̧sti.

Bu fonksiyon yönlü bir uzakl¬k, yükseklik verir. Çünkü, h, iç çarp¬mla
tan¬mlanm¬̧st¬r.

h, q 2 S noktas¬n¬n; O dan geçen ve P deki te¼get altuzaya paralel olan
altuzaya (hiperdüzleme) uzakl¬¼g¬n¬ölçer.

Örnek 2.3: q = Q(x; y) = (x; y;
p
xy) veya Q = z � pxy = 0 ise

h(q) = q:N(p) yükseklik fonksiyonunu hesaplayal¬m.

ÇÖZÜM: rQ = (Qx; Qy; Qz) =
�

�y
2
p
xy ;

�x
2
p
xy ; 1

�
krQk =

q
y2

4xy +
x2

4xy + 1 =
q

y2+x2+4xy
4xy
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krQk =
p
y2+x2+4xy
2
p
xy

N = rQ
krQk =

�
�yp

y2+x2+4xy
; �xp

y2+x2+4xy
;

2
p
xyp

y2+x2+4xy

�
olur.

Bu, z =
p
xy yüzeyinin birim normal vektör alan¬d¬r.

q = p = (x; y;
p
xy) ise

h = q:N =
�y:xp

y2 + x2 + 4xy
+

�xyp
y2 + x2 + 4xy

+
2xyp

y2 + x2 + 4xy
= 0

ç¬k¬yor. Ancak;
q = (1; 9;

p
1:9) = (1; 9; 3)

p = (1; 1;
p
1:1) = (1; 1; 1)

ise

N(p) =

�
�1p
6
;
�1p
6
;
2p
6

�
0

(0 da tanjant vektör, Gauss dönüşümü)

h(q) = q:N(p) = (1; 9; 3):

�
�1p
6
;
�1p
6
;
2p
6

�
=
�1p
6
� 9p

6
+

6p
6
=
�4p
6

bulunur. ·Iç çarp¬m negatif ç¬kabilir. Bu yönlü uzakl¬kt¬r.
Bu da beklenildi¼gi gibidir. Çünkü, bu h yükseklik fonksiyonu, q 2 S

noktas¬n¬n; Sp fN(p)g normal uzay¬n¬n ortogonal tümleyeni olan p deki S nin
te¼get düzleminden O ya paralel kaym¬̧s¬na olan uzakl¬¼g¬n¬, yani (Sp fN(p)g)?
te¼get düzleminin orijine kaym¬̧s¬ndan yüksekli¼gini gösterir.

Tan¬m 2.7: h : S ! R fonksiyonu verilsin. 8v 2 Sp için Dvh = 0
ise yani �(t0) = p olacak biçimdeki her � � S e¼grisi için (h � �)0 (t0) = 0
ise, h ya p de stationary(dura¼gan)d¬r, denir. Burada D, kovaryant türev
operatörüdür.

Tan¬m 2.8: S, En de bir hiperyüzey, h : S ! R düzgün (C1 s¬n¬f¬ndan)
bir fonksiyon olsun.
Yükseklik fonksiyonu h nin gradient vektör alan¬gradh;

(gradh) (p) = r
�
h(p)�

�
r
�
h(p):N(p)

�
:N(p)

olarak tan¬mlan¬r. Burada
�
h, h n¬n S yi içeren bir aç¬k alt küme üzerine

düzgün bir geni̧sletilmi̧sidir. N de S nin birim normal vektör alan¬d¬r.
NOT: gradh, S üstünde düzgün (diferensiyellenebilir) bir te¼get vektör

olan¬d¬r. Ayr¬ca, gradh, r
�
h n¬n te¼getsel bileşenidir.
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Teorem 2.7: gradh, aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.
1. 8p 2 S, 8v 2 Sp için Dvh = (gradh) (p):v dir. (Dvh; E

n deki
kovaryant türev)

2. � : I ! S herhangi parametrelendirilmi̧s bir e¼gri ise,

(h � �)0 (t) = ((gradh) (� (t))) : :�(t)

dir.

3. (gradh) (p) =
nP
i=1
(Dvih) :vi dir. Burada fv1; v2; :::; vng, Sp nin orto-

normal bir baz¬d¬r.
4. (gradh) (p) = 0, h, p de stationary(dura¼gan, sabit) dir.

Özellikle, gradh,
�
h geni̧sletmesinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r. 2. özellik,

zincir kural¬n¬n bir de¼gi̧sik formudur ([1]).
·Ispat:

1)Dvh = Dv
�
h = D

�
h(p):v = (gradh) (p):v oldu¼gundan 1. özellik do¼grudur.

2) (h � �)0 (t) = D :
�(t)h oldu¼gundan ve 1. den 2. özellik elde edilir.

3) j 2 f1; 2; :::; ng için vj ile 2 nin iki taraf¬n¬çarparsak

vj : (h � �)0 (t) = vj :D :
�(t)h

ve 1. kullan¬l¬rsa, 3 ün do¼gru oldu¼gu görülür.
4) 1. ve 3. özellik; birlikte gerektirir ki

8v 2 Sp için (gradh) (p) = 0, Dvh = 0

Bu da 4. özelli¼gi oluşturur. (Çünkü, 8v 2 Sp için Dvh = 0 ise h : S ! R,
p 2 S de stationary (dura¼gan)d¬r. Yani S de � (t0) = p olmak üzere her
parametrelendirilmi̧s � e¼grisi için (h � �)0 (t) = 0 d¬r.)

Tan¬m 2.9: h : S ! R fonksiyonu bir p 2 S noktas¬nda stationary ise
yani (gradh) (p) = 0 ise, p ye h n¬n kritik noktas¬denir.

Düzgün bir h : S ! R fonksiyonu kritik noktalarda üç çeşit durum
gösterir: Lokal minimum, lokal maksimum, eyer noktas¬.

3 Hiperyüzeylerde Ekstremumlar

Tan¬m 3.1: W , En nin bir aç¬k alt kümesi, v = W \ S ise v � S ye S nin
bir aç¬k alt kümesi denir.

Tan¬m 3.2: h : S ! R bir fonksiyon, p 2 v � S ve v, S nin bir aç¬k alt
kümesi olsun.

1) 8q 2 v için h(q) � h(p) ise h, p de lokal minimuma ulaş¬r denir.
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2) 8q 2 v için h(q) � h(p) ise h, p de lokal maksimuma ulaş¬r denir.
3) h, p de stationary ve extremuma sahip de¼gilse p ye eyer noktas¬denir.
4) Eşitlikler yoksa, h, p de strictly lokal extremuma sahiptir, denir.

(gradh) (p) = 0, h n¬n kritik bir p noktas¬için 1. türev testidir.

Kritik noktalar¬n tipini ay¬rtetmek için 2. türev testine ihtiyaç vard¬r.

Tan¬m 3.4 (Hessian Form): h : S ! R fonksiyonunun bir kritik noktas¬
p olsun.

Hp : Sp ! R

Hp(v) = Dv (gradh) :v

= Dv (gradh)

formuna, h nin p deki Hessian�i denir [1, 2, 3, 9].

Böylece Hp; v yi Dv (gradh) ya gönderen, S üstünde self-anjoint lineer
bir dönüşümle birleştirilmi̧s bir kuadratik form olur.

8v 2 Sp için Dv (gradh) 2 Sp.

Çünkü gradh = 0 oldu¼gundan

Dv (gradh) :N(p) = Dv ((gradh) :N)� (gradh) (p):DvN
= Dv (0)� 0:DvN = 0 =) Dv (gradh) 2 Sp

bulunur.

Teorem 3.1 (Lokal Extremumlar için 2. türev testi): S, En de bir
hiperyüzey, h : S ! R, p 2 S noktas¬nda stationary olan bir düzgün
fonksiyon ve Hp, p noktas¬nda h nin Hessian�¬olsun.

1) E¼ger h, p de lokal minimuma sahipse Hp yar¬pozitif de�nittir. Yani;

(Hp(v) � 0);

e¼ger h, p de lokal maksimuma sahipse Hp yar¬negatif de�nittir. Yani;

(Hp(v) � 0):

d¬r.
2) E¼ger Hp pozitif de�nit (Hp(v) > 0) ise h, p de bir strict lokal min-

imuma sahiptir. E¼ger Hp negatif de�nit (Hp(v) < 0) ise h, p de bir strict
lokal maksimuma sahiptir [1].
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·Ispat:
1) Farzedelim ki h, p de lokal minimuma sahip olsun. v 2 Sp için

:
�(t0) =

v olacak biçimde bir � : I ! S e¼grisini alal¬m. O zaman 8t 2 I için

(h � �)0 (t) = (gradh) (�(t)) : :�(t)

dir. iki taraf¬n t ye göre türevi al¬n¬r ve t = t0 konursa

0 � (h � �)00 (t0) = Dv (gradh) :
:
�(t0) + (gradh) (�(t)) :

:
�(t0) = Hp(v)

bulunur. Çünkü (gradh) (p) = 0 d¬r.
Böylece Hp yar¬pozitif de�nit bulunur.
Lokal maksimum için ispat benzer biçimde yap¬l¬r.
2) Bunun ispat¬ için, e¼ger h, p de strict lokal minimuma sahip de¼gilse

Hp nin pozitif de�nit olamayaca¼g¬n¬göstermek yeterlidir. Çünkü (p) q) �
(q0 ) p0) dir.

Farzedelim ki h, p de strict lokal minimuma sahip olmas¬n. O zaman
S � fpg de bir fpkg dizisi olmal¬d¬r, lim

k!1
pk = p olacak biçimde, öyle ki

8k 2 N+ için h(pk) � h(p)
Her bir k için vk =

(pk�p)
kpk�pk diyelim. O zaman fvkg, Sn birim küresinde

bir dizidir. Sn kompakt oldu¼gundan, fvkg yak¬nsak bir alt diziye sahip
olmal¬d¬r. v = lim

k!1
vk olsun.

v = (p; v) 2 Sp ve Hp(v) � 0 oldu¼gunu gösterece¼giz.
W , Rn+1 de p yi taş¬yan bir aç¬k yuvarlak olsun, öyle ki h nin düzgün

geni̧sletilmesi
�
h ve (S de tan¬ml¬düzgün bir fonksiyon f�1(c) olmak üzere)

f , W üstünde tan¬ml¬d¬r. O zaman, yeterli büyüklükteki k için pk 2 W
olur. g(t) = f (p+ t:vk) ya ortalama de¼ger teoremini uygularsak, 9tk 2
(0; kpk � pk) için

0 =
f(pk)� f(p)
kpk � pk

=
g(kpk � pk)� g(0)
kpk � pk � 0

= g0(tk) = rf(p+ tk:vk):v

bulunur. Burada Vk = (p+ tk:Vk; Vk) d¬r. k !1 için limit al¬rsak lim
k!1

tk =

0 oldu¼gundan 0 = rf(p):v bulunur. Dolay¬s¬yla v 2 Sp dir.
Şimdi Hp(v) � 0 oldu¼gunu gösterelim.

(gradh) (p) = 0 ve � =
r
�
h(p):rf(p)
krf(p)k2
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oldu¼gundan 9� 2 R için r
�
h(p) = �rf(p) dir. �k(t) = p+ t:vk olmak üzere

Taylor teoremini gk(t) =
�
�
h � �f

�
(�k(t)) ye uygulayal¬m.

g0k(t) = r
�
�
h � �f

�
(�k(t)) :

:
�k(t) =

�
r
�
h � �rf

�
(�k(t)) : (�k(t); vk)

ve

g00k(t) = r :
�k(t)

�
r
�
h � �rf

�
(�k(t); vk)

oldu¼gundan 9tk 2 (0; kpk � pk) için

gk (kpk � pk) = gk(0) + g
0
k(0) kpk � pk+

1

2
g00k(tk) kpk � pk

2

= gk(0) +

��
r
�
h � �rf

�
(p): (p; pk)

�
: kpk � pk

+
1

2

�
r :
�k(t)

�
r
�
h � �rf

��
(�k(t); vk) : kpk � pk2

bulunur.
r
�
h(p) = �rf(p) oldu¼gundan, orta terim 0 dir.

Böylece

0 � h(pk)� h(p)
kpk � pk2

=

�
h(pk)�

�
h(p)

kpk � pk2
(f(pk) = f(p) = c oldu¼gundan)

=

�
�
h � �f

�
(pk)�

�
�
h � �f

�
(p)

kpk � pk2

=
gk (kpk � pk)� gk(0)

kpk � pk2

=
1

2

�
D :
�k(t)

�
r
�
h � �rf

��
: (�k(tk); vk)

elde edilir.
k !1 için limit al¬n¬rsa,

0 � 1
2
Dv

�
r
�
h � �rf

�
:v ... (1)
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bulunur. Oysa,

Hp(v) = Dv (gradh) :v

= Dv

�
r
�
h �

�
r
�
h �N

�
N

�
:v

= Dv

0@r�h � r�h:rf
krfk2

:rf

1A :v
= Dv

�
r
�
h

�
v �rv

0@r�h:rf
krfk2

1Arf(p):v �
0@r�h:rf
krfk2

1A (p):rv (rf) :v
= Dv

�
r
�
h

�
:v � �rv (rf) :v

= Dv

�
r
�
h � �rf

�
:v

dir. Buna göre, (1) den Hp(v) � 0 elde edilir [1].
O halde, h, p noktas¬nda strict lokal minimuma sahip de¼gilse S nin

Hessian�¬Hp pozitif de�nit olamaz.
h, p de strict lokal maksimuma sahip de¼gilse, H nin negatif de�nit ola-

mayaca¼g¬benzer biçimde ispatlan¬r.
Hp(v) nin i̧sareti incelenerek, p noktas¬n¬n lokal extremum nokta olup

olmad¬¼g¬belirlenir.
Örnek 3.1: q = Q(x; y) =

�
x; y;
p
xy
�
, (x; y > 0 ) ve z � pxy = 0

yüzeyi S olsun. u = (0; 0; 1) = e3 için h(q) = q:u =
p
xy olur.

gradh =

�
@h

@x
;
@h

@y

�
=

�
y

2
p
xy
;
x

2
p
xy

�
=

� p
y

2
p
x
;

p
x

2
p
y

�
= (Y1; Y2)

olur. gradh = 0 ¬n kökü yok. O halde S nin kritik noktas¬yoktur.
h nin Hessian�¬Hp(v) = Dv (gradh) :v den hesaplan¬r.

Dv (gradh) = (v:gradY1; vgradY2)

=

�
v:

�
@Y1
@x
;
@Y1
@y

�
; v:

�
@Y2
@x
;
@Y2
@y

��
dir.

S üstüne x = t, y = 1� t, z =
p
t (1� t) e¼grisini

�(t) =
�
t; 1� t;

p
t� t2

�
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olarak alal¬m.

v = �0(t) =

�
1;�1; 1� 2t

2
p
t� t2

�
olur.

Sp te¼get uzay¬n bir baz B = fQx jp; Qy jpg dir.
Qx =

�
1; 0; y

2
p
xy

�
, Qy =

�
0; 1; x

2
p
xy

�
vektör alanlar¬� e¼grisi boyunca,

x = t, y = 1� t oldu¼gundan, Qx =
�
1; 0; 1�t

2
p
t(1�t)

�
, Qy =

�
0; 1; t

2
p
t(1�t)

�
ye dönüşür. Bu B baz¬na göre v vektörü v = 1:Qx � 1:Qy = (1;�1)B olur.

v:gradY1 = 1:
@Y1
@x
� 1:@Y1

@y

v:gradY2 = 1:
@Y2
@x
� 1:gradY2@y

oldu¼gundan

Dv (gradh) = (v:gradY1; v:gradY2)

=

�
@Y1
@x
� @Y1
@y
;
@Y2
@x
� @Y2
@y

�
olur.

h n¬n Hessian�¬

Hp(v) = Dv (grandh) :v = 1:

�
@Y1
@x
� @Y1
@y

�
� 1:

�
@Y2
@x
� @Y2
@y

�

Hp(v) = �
p
y

4x
p
x
� 1

6
p
xy
�
p
x

4y
p
y

bulunur. x:y > 0 =) Hp(v) < 0. Ancak, gradh = 0 ¬n kökü olmad¬¼g¬ndan
p kritik nokta de¼gildir. O halde S nin lokal extremumu yoktur.

Teorem 3.2: u, En de birim vektör ve p, S nin bir kritik noktas¬ise

Hp(v) = �IIp(v)

dir.[1]
·Ispat: u, En nin bir birim vektörü olsun. h : S ! R yükseklik fonksiy-

onu için
hu(q) = q:u

olarak tan¬ml¬hu yükseklik fonksiyonunu alal¬m. Bu q nun u? hiperdüzlem-
ine olan uzakl¬¼g¬n¬(yüksekli¼gini) verir.
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8p 2 En ve 8v 2 TEn(q) için
�
hu(q) = q:u

D
�
hu(q) = (q; u)

Dv

�
r
�
hu

�
= 0

d¬r.
�
hu js= hu dir.
p 2 S, hu nun kritik noktas¬d¬r () (p; u) = �rf (p), � 2 R. u birim

vektör oldu¼gundan

j�j = 1

krf(p)k
olmal¬d¬r. Böylece p kritik noktad¬r () (p; u) = �N(p)

E¼ger, p, hu nun kritik noktas¬ve v 2 Sp ise

Hp(v) = Dv

�
r
�
hu �

�
r
�
hu:N

�
N

�
:v

=

�
r
�
hu:N

�
(p) (�rvN:v)

= (u:N(p)) IIp(v)

= �1:IIp(v)

bulunur [1].
Teorem 3.3: S, En de yönlendirilmi̧s bir hiperyüzey ve S nin ikinci

temel formu II, p de pozitif veya negatif de�nit ise S, p de strictly konvekstir.
·Ispat: S nin p de strictly konveks olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

hN(p) : S ! R yükseklik fonksiyonunun p de strict lokal extremumma sahip
olmas¬d¬r. Bu ise hN(p) nin p de stationary olmas¬halidir.

Hp = �IIp

oldu¼gundan IIp de�nit olur (IIp > 0 veya IIp < 0).
Bu durumda S, p noktas¬nda bir extremum de¼gere sahiptir. Dolay¬s¬yla

S nin extremum noktalar¬n¬bulmak için ikinci temel formdan da yararlan¬la-
bilinir.
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4 Hiperyüzeylerde Optimizasyon

1) Optimizasyon problemlerinde, optimum (ekstremum) uygun noktalar¬
bulmak için önce, hiperyüzeyin kritik noktalar¬ bulunur. Hessian�¬n bu
noktalarda ald¬¼g¬ de¼gerlere bakarak noktalar¬n maksimum veya minimum
olduklar¬ay¬rtedilebilir. Bunlar lokal ekstremum noktalard¬r.

2) K¬s¬tl¬optimizasyon problemlerinin çözümünde ise, k¬s¬tl¬l¬k bölgesinin
köşelerinde ald¬¼g¬ de¼gerlerle, k¬s¬t altuzay parçalar¬nda fonksiyonun ald¬¼g¬
ekstremum de¼gerler araşt¬r¬l¬r.

Bunun için, k¬s¬t bölgesinin yüzlerini oluşturan alt uzay parçalar¬ ile
(ay¬rtlar, şimdilik lineer yar¬alt uzay parçalar¬) as¬l hiperyüzeyin alt hiperyüzey-
leri al¬n¬r. Bunlar¬n tümünün ekstremumlar¬ayn¬yöntemle hesaplan¬r. Bun-
lar, lokal ekstremum de¼gerler ile karş¬laşt¬r¬l¬r. En büyük de¼ger veya en
küçük de¼ger, çözüm için istenen optimum de¼gerlerdir.

3) Daha sonra bulunan tüm ekstremum de¼gerler bir kümede toplan¬r.
Bu kümenin en büyük eleman¬ veya en küçük eleman¬ istenen optimum
de¼gerlerdir.

NOT: Bu hesaplamalarda, Simpleks yönetimi gibi bilgisayar program-
lar¬ndan yararlan¬labilir. K¬s¬tlar lineer olmad¬¼g¬takdirde, Lagrange çarpan¬
yönteminden de yararlan¬labilir [7; 8].

Şimdi, yukar¬da verilen teorik bilgilerin, uygulamalarda nas¬l yap¬la-
ca¼g¬n¬gösteren birkaç örnek verelim.

Örnek 4.1: S yüzeyi q = Q(x; y) = (x; y;
p
xy) parametrizasyonu

ile verilsin. B = fx � 0, y � o, x+ y � 1g k¬s¬tlay¬c¬s¬na göre u = (0; 0; 1)
yönünde u? uzay¬na göre (x � y düzlemine göre) ekstremum noktalar¬n¬ve
de¼gerlerini bulal¬m.

1) Yükseklik fonksiyonu h(q) =
p
xy idi. gradh =

�
@h
@x ;

@h
@y

�
= (0; 0) )

y
2
p
xy = 0, x

2
p
xy = 0 için x; y 2 R yoktur. Dolay¬s¬yla B bölgesinde lokal

ekstremumlar yoktur.
2) B bölgesinin köşe noktalar¬(0; 0), (1; 0), (0; 1) dir.
Q(0; 0) = (0; 0; 0), Q(1; 0) = (1; 0; 0), Q(0; 1) = (0; 1; 0) d¬r.
Buradaki yükseklikler 0 d¬r.
3) B bölgesinin s¬n¬r altuzay parçalar¬OA, OC ve AC do¼gru parçalar¬d¬r.

OA ya karş¬l¬k gelen yüzey parças¬Q(x; 0) = (x; 0;
p
x:0) = (x; 0; 0) do¼grusudur.

Buradaki yükseklik 0 d¬r. OC ye karş¬l¬k gelen yüzey parças¬Q(0; y) =
(0; y;

p
0:y) = (0; y; 0) do¼grusudur. Buradaki yükseklik de 0 d¬r. AC ye

karş¬l¬k gelen yüzey parças¬Q(t; 1 � t) = (1; 1 � t;
p
t� t2) e¼grisidir. Yük-
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sekli¼gi h =
p
t� t2 dir.

h0(t) =
1� 2t
2
p
t� t2

= 0 =) t =
1

2
için h =

r
1

2
� 1
4
=
1

2
ç¬kar.

Bu maksimum de¼gerdir. Maksimum nokta Q(12) =
�
1
2 ;
1
2 ;
1
2

�
noktas¬d¬r.

Bütün bunlar gözönüne al¬n¬rsa, S n¬n B üstünde maksimum noktas¬n¬n�
1
2 ;
1
2 ;
1
2

�
noktas¬oldu¼gu, maksimum de¼gerinin de 1

2 oldu¼gu anlaş¬l¬r.
Örnek 4.2: S yüzeyi q = Q(x; y) =

�
x; y; x2 + y2 + 1

�
yani z � x2 �

y2 � 1 = 0 olsun. u = (0; 0; 1) = e3 için h(q) = q:u = x2 + y2 + 1 olur.
Ekxtremumlar¬bulal¬m.

gradh =
�
@h
@x ;

@h
@y

�
= (2x; 2y) = (Y1; Y2) = 0 =) x = 0, y = 0 =)

(0; 0; 1) = p 2 S noktas¬S nin kritik noktas¬d¬r. h nin Hessian�¬

Hp(v) = Dv(gradh):v

= (v:gradY1; v:gradY2)

=

�
v:

�
@Y1
@x
;
@Y1
@y

�
; v:

�
@Y2
@x
;
@Y2
@y

��
den hesaplan¬r.

S üstünde x = cos t, y = sin t, z = 1 e¼grisini, yani

�(t) = (cos t; sin t; 1)

çemberini alal¬m.
v = �0(t) = (� sin t; cos t; 0)

olur. Sp te¼get uzay¬n¬n bir baz¬B = fQx; Qyg dir.
Qx = (1; 0; 2x), Qy = (0; 1; 2y) vektör alanlar¬n¬� e¼grisini k¬s¬tlarsak
Qx = (1; 0; 2 cos t), Qy = (0; 1; 2 sin t) olur. Bu B baz¬na göre v

vektörü v = (� sin t; cos t)B olarak yaz¬l¬r.
v:gradY1 = (� sin t; cos t)

�
@Y1
@x ;

@Y1
@y

�
= (� sin t; cos t):(2; 0) = �2 sin t

v:gradY2 = (� sin t; cos t)
�
@Y2
@x ;

@Y2
@y

�
= (� sin t; cos t):(0; 2) = 2 cos t

ç¬kar.
Dv(gradh) = (v:gradY1; v:gradY2) = (�2 sin t; 2 cos t) olur.
h nin Hessian�¬Hp(v) = Dv(gradh):v = 2 sin2 t+ 2 cos2 t = 2 > 0
8x; y için Hp = 1 > 0 =) p = (0; 0; 1) lokal minimumdur.
2.YOL: z = x2 + y2 + 1
zx = 2x zy = 2y zxx = 2 zyy = 2 zxy = 0 oldu¼gundan
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H =

���� zxx zxy
zxy zyy

���� = ���� 2 0
0 2

���� = 4 > 0 =) x = 0, y = 0 de lokal minimum

var.

Şimdi S nin p(0; 0; 1) noktas¬nda 2. temel formunu bulal¬m.

Q(x; y) =
�
x; y; x2 + y2 + 1

�
idi.

Qx = (1; 0; 2x), Qy = (0; 1; 2y) =) kQxk =
p
1 + 4x2, kQyk =p

1 + 4y2

Qxx = (0; 0; 2), Qyy = (0; 0; 2), Qxy = (0; 0; 0) = Qyx
Qx:Qy 6= 0 =) Şekil operatörünün matrisi

W =

24 � det(Qxx;Qx;Qy)
kQxk3kQyk

� det(Qxy ;Qx;Qy)
kQxk2kQyk2

� det(Qxy ;Qx;Qy)
kQxk2kQyk2

� det(Qyy ;Qx;Qy)
kQxk3kQyk

35
dir.

det(Qxx; Qx; Qy) =

������
0 0 2
1 0 2x
0 1 2y

������ = 2;
det(Qyy; Qx; Qy) =

������
0 0 2
1 0 2x
0 1 2y

������ = 2 oldu¼gundan

W =

24 �2p
(1+4x2)3

p
1+4y2

0

0 �2p
(1+4x2)3

p
1+4y2

35 olur.
x = 0, y = 0 için W jp=

�
�2 0
0 �2

�
ç¬kar.

p = (0; 0; 1) deki ·Ikinci Temel form: Wp(v):v dir.

Wp(v) = (2 sin t;�2 cos t)

olur.
IIp(v) =Wp(v):v = �2 sin2 t� 2 cos2 t = �2

bulunur.
p = (0; 0; 1) deki Hessian�da Hp(v) = 2 bulunmuştu.
O halde, gerçekten Hp(v) = �IIp(v):v dir.
S yüzeyi q = Q(x; y) =

�
x; y; x2 + y2 + 1

�
in Gauss dönüşümünü bu-

lal¬m.
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Bu yüzeyin herhangi bir p noktas¬nda normal vektör alan¬N ,

N = Qx ^Qy =

������
e1 e2 e3
1 0 2x
0 1 2y

������ = (�2x;�2y; 1)
dir. kNk =

p
4x2 + 4y2 + 1

Birim normal vektör alan¬

N = N
kNk =

�
�2xp

4x2+4y2+1
; �2yp

4x2+4y2+1
; 1p

4x2+4y2+1

�
dir.

p = (1; 1; 3) için Np =
��2
3 ;

�2
3 ;

1
3

�
p
dir. Bunun orijine yani O ya paralel

taş¬nm¬̧s¬ olan tanjant vektör (Gauss dönüşümü yap¬lm¬̧s oluyor) N(p) =��2
3 ;

�2
3 ;

1
3

�
O
veya N(p) =

��2
3 ;

�2
3 ;

1
3

�
olur.

De¼gi̧sken q 2 S noktas¬için h yükseklik fonksiyonu

h(q) = q:N(q) =
�
x; y; x2 + y2 + 1

�
:

�
�2
3
;
�2
3
;
1

3

�

h(q) =
�2
3
x� 2

3
y +

x2

3
+
y2

3
+
1

3

olur. Bu, h fonksiyonunun de¼gi̧sken q 2 S noktas¬n¬n N?(p) =
��2
3 ;

�2
3 ;

1
3

�?
O

dik uzay¬na göre yüksekli¼gini verir.
Özel olarak h(p) = h(1; 1) = �13 de¼geri p nin N

?(p) altuzay¬na olan
yönlü uzakl¬¼g¬gösterir. Bu altuzaya mutlak uzakl¬¼g¬ 13 demektir.

Bu hesaplamalar, herhangibir vektör yönünde ve herhangibir düzleme
göre, benzer biçimde yap¬labilir. Ancak, hesaplar biraz daha kar¬̧s¬k olur.

5 Sonuç ve Tart¬̧sma

Endüstride ve ekonomide üretim, toplam maliyet gibi kavramlar en önemli
kavramlard¬r. Baz¬durumlarda bunlar¬n matematiksel olarak birer fonksiyon
olduklar¬görülür.[4]. Çok boyutlu üretim ve bunlar¬n toplam maliyet fonksiy-
onlar¬ n-de¼gi̧skenli, m-boyutlu lineer veya nonlineer vektörel fonksiyonlar
olarak karş¬m¬za ç¬kar. Bunlar¬n analitik ifadeleri, yani formülüzasyonlar¬
belirlenmi̧sse; gelecekte emek, yat¬r¬m, zaman gibi parametrelerin de¼gi̧si-
minde üretimin ne olaca¼g¬, toplam maliyetin ne olaca¼g¬tam olarak olmasa
da yaklaş¬k olarak kestirilebilir. Belli k¬s¬tlar alt¬nda üretim fonksiyonu,
toplam maliyet fonksiyonu gibi fonksiyonlar¬n ekstremum noktalar¬n¬n veya
en uygun noktalar¬n¬n bilinmesi; üretim planlamas¬, dolay¬s¬yla i̧sletmelerin,
kurumlar¬n, fabrikalar¬n, imalathanelerin daha verimli çal¬̧sabilmeleri için
çok önemli katk¬lar sa¼glar.
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