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Arastirma Makalesi OZET

Makale Tarihgesi: Bu ¢alismanin temel amaci karakteristigi sifir olan bir cisim tizerinde tanimli ve periyodik
Ezgzlt?;;?ﬁlzf8og62§§§5 derivasyona sahip olan sonlu boyutlu Lie cebirlerinin yapisim aragtirmaktir. Literatiirde
Online Yayl}llaﬁmé: Lie cebirleri ve derivasyonlari {izerine ¢ok sayida ¢aligmalar mevcuttur. Bunun i¢in konu
30.06.2025 ile ilgili mevcut literatiir taramasi kapsamli bir sekilde yapilmig ve yapilan ¢aligmalar
incelenmigtir. Literatiirde elde edilen aragtirmalar ve c¢aligmalar dogrultusunda
karakteristigi sifir olan bir cisim iizerinde tekil olmayan derivasyona sahip olan Lie

cebirlerinin nilpotent oldugu ispatlandi. Bu ¢alismada ise periyodik derivasyona sahip

Anahtar Kelimeler:
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Derivasyon olan sonlu boyutlu kompleks Lie cebirlerinin ya abelyen ya da nilpotent oldugu gosterildi.
Periyodik derivasyon Elde edilen sonuglar Lie cebirlerinin yapisal ozelliklerinin anlasilmasinda katki
saglamaktadir.
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1. GIRIS

M.S. Lie tarafindan 1870 yilinda tanimlanan Lie cebirleri, matematigin ve fizigin birgok alaninda yer
almaktadir. Lie cebirleri ile ilgili literatiirde birgok ¢alisma yer almaktadir. Bu galismada Lie cebirlerinin
derivasyonlar1 ve &zellikleri incelenmistir. Ozellikle periyodik derivasyona sahip sonlu boyutlu
kompleks Lie cebirlerinin yapis1 iizerinde c¢alismalar yapilmistir. Literatiirde tekil olmayan
derivasyonlara sahip olan Lie cebirleri {izerine (Burde, 2002) ve (Konstrikin ve Kuznetsov, 1995) gibi
bircok calisma yer almaktadir. 1955 yilinda Jacobson makalesinde karakteristigi sifir olan cisim
iizerinde tekil olmayan derivasyona sahip olan Lie cebirlerinin nilpotent oldugunu gosterdi. Ancak bu
durum karakteristigi asal say1 p olan cisim lzerinde Lie cebirleri i¢in daha karisiktir. Benkart ve ark.
(1995) makalesinde karakteristigi asal say1 p olan cisim lizerinde tekil olmayan derivasyona sahip olan
Lie cebirlerinin nilpotent olmadigi ispatlanmistir. 1999 yilinda Shalev (1999) terslenebilir
derivasyonlarin mertebeleri ile ilgili birgok ¢aligma yapmustir.
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Bu calismanin amaci abelyen olmayan periyodik derivasyona sahip kompleks Lie cebirlerinin yapisini
ve periyodik derivasyonun hangi 6zelliklere sahip oldugunu incelemektir.

2. MATERYAL VE METOT
Bu boliimdeki temel kavramlar (Mansuroglu, 2022) kaynagindan yararlanarak ifade edilmistir.

Tamm 2.1: (L, .), F cismi {izerinde bir cebir olsun. O zaman L cebiri

(L1) heru € L igin uu = 0 (anti-komiitatiflik)

(L2) heru,v,w € L i¢in (uv)w + (vw)u + (wu)v = 0 (Jacobi 6zdesligi)
kosullarin1 sagliyorsa L ye Lie cebiri denir.

Tamm 2.2: (L,.), F cismi iizerinde birlesmeli bir cebir olsun. F cismi {izerinde
[.I:L X L->L,(u,v) e [uv] =uv—vu
seklinde yeni bir ¢arpim tanimlansin. Bu ¢arpima Lie ¢arpimi denir.

Tanmm 2.3: L, F cismi {izerinde bir Lie cebiri ve K, L nin alt vektér uzay1 olsun. Her u,v € K igin
[u,v] € K ise K ya L nin bir Lie alt cebiri denir. I, L nin bir alt vektor uzayi olsun. Her u € L ve v € |
icin [u, v] € I oldugu durumda I ya L nin bir ideali denir.

Tamm 2.4: L, F cismi lizerinde bir Lie cebir olsun. Her u, v € I i¢in [u, v] = 0 oluyorsa L ye abelyen
Lie cebir denir.

Tamm 2.5: L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L' = Lves > 1 tamsayisi i¢in LSt = [L5,L]
olmak iizere L nin ideallerinin L = L' 2 L? 2 --- 2 LS 2 --- bir azalan serisi elde edilir. Bu seriye L nin
azalan merkezi serisi denir. k > 0 tamsayis1 icin L¥ = 0 ise L ye nilpotent Lie cebiri denir. L¢ # 0 ve
L°*1 = 0 olacak sekilde ¢ pozitif tamsayisi varsa ¢ ye L nin nilpotentlik sinifi denir.

Tamm 2.6: L, bir Lie cebir olsun. §: L — L lineer doniisiimii her u, v € L igin

§([w,v]) = [6(w), v] + [w, 6(v)]
kosulunu sagliyorsa § € End(L) ye L nin bir derivasyonu denir. L nin biitiin derivasyonlarinin kiimesi
Der(L) ile gosterilir.

Tamm 2.7: L, {B4,S2, ..., frn} bazina sahip n-boyutlu bir F-cebir ve ¢, L iizerinde taniml1 bir derivasyon
olsun. Eger bazi lineer baz elemanlar1 igin §(;) € FB; oluyorsa & derivasyonuna yari basit denir.

Bu ¢alisma boyunca L, sonlu boyutlu bir kompleks Lie cebir olarak kabul edilecektir.

3. BULGULAR VE TARTISMA
Tamm 3.1: L, bir Lie cebir olsun. id birim doniisiim olmak tizere L nin & derivasyonu §° = id olacak
sekilde s pozitif tamsayis1 mevcutsa § ya s. mertebeden periyodik derivasyon denir.

L, 1. mertebeden periyodik derivasyonu & olan bir Lie cebir olsun. O zaman her u, v € L igin

[u, v] = 6([w,v]) = [6(w), v] + [u, ()] = 2[u, v]
elde edilir. Dolayisiyla [u, v] = 0 olur. Bu L nin abelyen oldugu anlamina gelir. Diger taraftan abelyen
Lie cebir mertebesi herhangi pozitif tamsay1 s olan periyodik derivasyonlara sahip olabilir. Bunu
ispatlamak kolaydir. L, abelyen bir Lie cebir olsun. Boylece pug, birimin s. mertebeden bir ilkel koki
olmak tlizere § = usid € End(L) = Der(L) olur. Dolayisiyla §° = id elde edileceginden §, L nin
s. mertebeden bir periyodik derivasyonu olur.

Ana sonuglarin ispatlarinda kullanilacak olan literatiirdeki bazi sonuglar asagida veriliyor.

Onerme 3.2: (Burde ve Moens, 2011) o, T karmasik sayilar ve |o| = |t| = |o + 7| = 1 olsun. O zaman
8, birimin 3. mertebeden bir ilkel kokii olmak iizere T = O dir.



Kirsehir Ahi Evran Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi (KUJINAS) (2025) 3(1): 22-25

Onerme 3.3: (Burde ve Moens, 2011) a,t1,¢ € C olsun. O halde o,7,90,0 + @, T+ @, 0+ T+ @
sayilarindan en az biri birimin s. kokii degildir.

Teorem 3.4: (Jacobson, 1955) L, tekil olmayan bir derivasyona sahip olan ve karakteristigi sifir olan
bir cisim {izerinde bir Lie cebir olsun. O zaman L nilpotenttir.

Simdi ana sonuclar verilecektir.

Teorem 3.5: L, periyodik derivasyona sahip karakteristigi sifir olan bir cisim tizerinde bir Lie cebir
olsun. O zaman L nilpotenttir.

Ispat 3.5: Periyodik bir derivasyon lineer bir déniisiim olarak tekil olmayan bir derivasyondur. O zaman
Teorem 3.4 ten dolay1 L nilpotenttir.

Teorem 3.6: L, periyodik derivasyona sahip bir Lie cebir olsun. O halde L, nilpotentlik sinifi en fazla
iki olan nilpotent Lie cebiridir.

Ispat 3.6: &, L nin bir periyodik derivasyonu olsun. O zaman § yari basittir. L3 = [[L, L], L] # 0 oldugu
kabul edilsin. O zaman & nin [[x,y], z] # 0 olacak sekilde dzdegerleri 0,7, @ olan x,y, z dzvektérleri
vardir. Boylece [x, y] # 0 sonucuna ulagilir. Jacobi 6zdesligi kullanilarak [[y, z], x] # 0 oldugu kabul
edilir. Dolayisiyla [y, z] # 0 olur. Buradan a,7,¢,0 + ¢, T + ¢,0 + T + ¢ birimin s. kokleri oldugu
sonucuna ulasilir. Bu da Onerme 3.3 ile celisir.

Ornek 3.7: L, [x;, x,] = x3 ¢arpimu ile baz1 {x;, x5, x3} olan Heisenberg Lie cebiridir.

LY=L =<x,x, >

L2 =[LY '] =< x3 >

LP=[L%L'=0
oldugundan dolayr bu cebir nilpotenttir ve nilpotentlik simifi 2 dir. Ayrica bu Lie cebiri
6 =koseg(1,0,1 + 6) mertebesi 6 olan periyodik derivasyona sahiptir.

Teorem 3.8: &, periyodik bir derivasyon olsun. O zaman § nin tersi §~* de bir derivasyondur.

ispat 3.8: &, periyodik bir derivasyon oldugundan dolay1 yar1 basittir. Ozdegerleri ay, ay, ... , a, olan
by, by, ... ,b, dzvektdrlerinden olusan kiime L nin bir baz1 olsun. Onerme 3.2 den dolayr dzdegerleri
a; ve a; olan farkli iki b; ve b; 6zvektorleri igin a; = 6a; dir. O zaman

gt ta =gt (1460 =71+ 607 = (a; + aj)_l
dir. Bu sonugtan yararlanarak
§71([bi, bj]) = [671(by), b;] + [b1, 671 (B))]
elde edilir.

Ornek 3.9: L, [eg,e;] = ey, [e5, €3] = eg , [e1, €3] = es carpimu ile bazi {e, e,, €3, €4, €5, €6}

olan bir Lie cebiridir. Bu Lie cebir L' =L, L? = [L,L] =< ey, es,eq >, L3 =[L? L] =0
oldugundan dolay1 nilpotentlik sinifi 2 olan nilpotent Lie cebiridir. Ayrica L, § =koseg(1,0,62,1 +
0,1+ 62,0 + 62) ile mertebesi 6 olan periyodik derivasyona sahiptir. Bu periyodik derivasyonun tersi
571 =koseg(1,602%,0,1+ 62,1+ 6,60 + 62) ile yine bir derivasyondur.

Uyan 3.10: Periyodik derivasyona sahip sonlu boyutlu kompleks Lie cebirleri nilpotenttir. Fakat her
nilpotent Lie cebiri periyodik derivasyona sahip olmayabilir.

Ornek 3.11: L, [ej, e3] = eg , [e1, 2] = €5, [e3,e4] = €5, [e5, €3] = e, carpimu ile bazi {ey, ey, ..., 7}
olan bir Lie cebirdir. Ayrica nilpotentlik siifi 2 olan nilpotent Lie cebiridir. Fakat bu cebir periyodik
derivasyona sahip degildir.
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4. SONUCLAR

Periyodik derivasyona sahip sonlu boyutlu kompleks Lie cebirleri iizerinde yapilan caligmalarin
sonucunda bu cebir yapisinin abelyen ya da nilpotent oldugu ispatlanmistir. Nilpotent olan periyodik
derivasyona sahip sonlu boyutlu kompleks Lie cebirlerinin nilpotentlik sinifinin en fazla iki oldugu
gosterildi ve bulunan sonuglarla ilgili 6rnek verilmistir.
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