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BAZI CEBIRSEL PROBLEMLERIN
GENELLENMESI VE GEOMETRIK COZUM

a - ONERILERI N
0 ANTALYA
- REGULATIONS OF SEVERAL ALGEBRAIC iL MiLLT EGiTIM MUDURLUGU

PROBLEMS AND SUGGESTIONS OF
GEOMETRICAL SOLUTIONS

OZET

Bu calisma TUBITAK tarafindan yapilan Ulusal Matematik Olimpiyatt 2023 Yili 1.Asama sinavinda sorulan bir problemden
esinlenilerek ortaya ¢ikmistir. Problemin geometrik bir bakis agisiyla ¢6ziilebileceginin fark edilmesi sonrasi bu problem
genellenmigtir. Genel probleme genel bir ¢6ziim olacak sekilde bir iddiada bulunulmus ve iddia ispatlanmustir. Daha sonra
geometrik olarak ¢dztim yapilabilecek benzer cebirsel problemler olusturulup bu problemlere de genel ¢oztiimler sunulmustur.
Boylece galismamiz ile uygun sartlardaki cebirsel problemlere dair yeni bir yaklagimin giin yiiziine ¢ikarilmasi amaglanmis ve
bu yeni yaklagimin geometri ile en belirgin haline getirilebilecegi kesfedilmistir. Bu nedenle ¢aligmamizin amaci bazi cebirsel
problemlere geometriyi kullanarak yeni bir ¢oziim yolu igaret etmek oldu. Bu amaca ulagsmada yontem olarak birden gok
kaynaktan cebir problemleri arastirip gesitli gozlem ve denemeler ile problemleri genelleyip her genel problem icin bir iddiada
bulunmak ve iddiay ispatlamak oldu. Ispat asamalarinda dogrudan ispat yontemi kullanilmis ve algoritmik bir dil kullanarak
adim adim sonuca gidilmistir. Sonug olarak ¢esitli genel sonuglar elde edilmis ve bulgular bsliimiinde sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel Problem, Geometrik C6ziim, Genelleme

ABSTRACT

This article’s presence has been caused by the inspiration of an algebraic problem that was presented in The National
Mathematics Olympics whose organisation and execution are under the responsibility of TUBITAK. After the realisation that
the problem could be solved with a geometrical approach, the problem was regulated. To regulate a solution to this problem, a
claim had been made and the said claim was then proven sufficient. Later, algebraic problems that were similarly capable of
containing geometrical solutions had been created and these problems were presented with regulated solutions as well. Thus
our goal with this work had shaped into unsurfacing viewpoints regarding algebraic problems and it came to be that these
viewpoints could be unsurfaced with geometry. Because of the reasons told in the last sentence, this work’s goal has been to
point out possibly unnoticed paths of solution to algebraic problems by the usage of geometry. The method used to achieve
such a goal was to first search for algebraic problems from multiple sources, then -through several observations and
experimentations- regulate the problems and lastly offer a solution for each regulated problem and prove these solution offers.
The direct method of proof was used while proving each solution and an algorythmic, step-by-step demonstration was held for

each submission of proof. As results, several regulated solutions have been obtained and presented in The Findings section.

Keywords: Algebraic Problem, Geometrical Solution, Regulation




1. GiRiS
Cebir  problemleri  matematiksel
coziimler gerektiren pek ¢ok yerde
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢aligmadaki
amacimiz bazi cebir problemlerini ¢6zerken
daha kolay ve pratik bir ¢éziim yolu
sunmaktir. TUBITAK’m yaptigi Ulusal
Matematik Olimpiyatlarinda ve c¢esitli
ulusal bilim olimpiyatlarinda da siklikla
rastladigimiz cebir problemlerini ¢dzmek
uzun ve zorolabilmektedir. Calismamizda
uygun sartlardaki cebir problemlerini
geometri ile iliskilendirerek geometri
tabanli olarak ¢6zmek ve genellemeler
yapmak hedeflenmistir. Bdylece; cebir
problemlerini geometri ile iliskilendirerek
her iki alanin birlesiminden dogan bir
¢oziim yontemine isaret etmekle birlikte
benzer olimpiyat problemlerinde islem
karmasasindan kurtularak daha kolay islem
yapilmasi ve zamandan da tasarruf edilmesi
de amaglanmistir. Ayrica bu tiir cebir
problemlerinin ¢dziimlerini geometri ile
ifade ederek ogrencilerde, uzamsal beceri
gelisiminin ve geometrik fikir ve becerilerin
gelisimine katki sunmak da bir baska

hedefimizdir.

Harizmi’nin “Al Kitab Fi Hisab Al
Cabr wal Mugabalah” isimli kitabindaki
“Al Cabr” sozcliglinden adini alan cebir,
aritmetigin genellestirilmis sekli olarak
dustniilebilir (Amerom 2003; Brezina
2006; Katz 2007; Baki ve Biitiiner 2011).
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Cebir; genellestirilmis sayilarla,
degiskenlerle ve fonksiyonlarla ilgilenir
(Carraher vd. 2006). Bilinmeyen veya
degisken niceliklerle ilgili muhakeme
yapmay1, 6zel ve genel durumlar arasindaki
farkliliklar1 tanimlamay1 gerektirir
(Amerom 2003). Cebir problemleri ise,
bilinmeyenin veya diger bir degisle
degiskenin  degeri  bulunarak verilen
dayanmaktadir

esitligin  ¢oziilmesine

(Brezina 2006).

Geometri; nokta, dogru, diizlem,
duzlemsel sekiller, uzay, uzaysal sekiller ve
bunlar arasindaki iligkileri inceleme,
geometrik sekillerin a¢1, uzunluk, alan,
hacim gibi Olciimleri ile ilgilenen
matematigin bir dalidir (Baykul 2002).
Baz1 6grenciler geometriyi formiil yigini,
kural ezberleme, sekil ezberleme dersi
olarak gormektedir. Oysa geometriyi
islevsel yonleriyle ele alip iliskiler agi
olarak gormek ve gostermek olanaklidir. Bu
sekliyle geometrinin  giinlik  hayatta
kullanim alani olduk¢a fazladir (Olkun ve
Aydogdu 2003). Cebir ile geometri
arasindaki baglar “neredeyse gériinmez ve
kopmaz nitelikte” (Mazur 2017) olup
olduk¢a eskiye dayanmaktadir.

Matematik kavramlar1 soyuttur ve bu
soyut kavramlarin 6grenciler tarafindan
kazanilmas1 zor olmaktadir. Ogretim
sirasinda, birtakim araglar kullanarak, bu

kavramlar1 somutlastrmaya ¢aligmakla,
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kavramlarin  kazanilmasindaki zorlugun
giderilebilecegi, en azindan azaltilabilecegi
belirtilmektedir (Baykul 1999a). Kavram ya
da dustincelerimizi somutlastirirken sekil,
cizim ve benzerlerinden yararlaniriz. Bu
somutlastirma islemi gorsellestirme olarak
adlandirilir. Matematik egitimi
diinyasindaki bir¢ok arastirmaci, matematik
Ogretiminde  gorsellestirmenin  6nemli
oldugunu vurgulamaktadir. Resimler ve
sekiller, karmasik kavramlar1 ve islemleri
sezgisel olarak anlamamizi veya soyut
iliskiler kurmamizi saglamaktadir (Ozdemir
vd. 2005). Gorsellestirme, matematige
yonelik diistinmede, dil disiincesinden ve
geleneksel cebirden farkli  bir  yol
yaratmaktadir  ve bundan  dolay1
Ogrencilerin  matematik 6grenmelerinde
gliclii ve alternatif bir kaynak olarak
degerlendirilmektedir (Konyalioglu 2003).
Baz1 arastirmacilar anlamanin zihinde
canlandirma ile gergeklestigini
distinmektedir (Dorfler 1991).

Bu c¢alismada 6zellikle matematik
olimpiyatlarinda sorulmus olan bazi
cebirsel problemler genellestirilerek ve
geometrik anlamda gorsellestirilerek ¢oziim

yollar1 sunulacaktir.

2. MATERYAL VE METOT

2.1. Temel Tanim ve Kavramlar

Bu boliimde ¢alismamizda kullanilacak
olan bazi temel kavramlar verilmistir.
Heron Alan Formiilii: Bir ABC {i¢ggeninin

kenar uzunluklar1 a, b, ¢ olsun. ABC

a+b+c

ticgeninin alani A ve yar1 ¢evresi s =

olmak iizere A= \/s(s —a)(s — b)(s —¢)
seklinde bulunur. Bu bagintiya Heron Alan
Formiilii denir (Ozdemir 2019)

Kosiniis Teoremi: Bir ABC {i¢geninde
|AB| = ¢, |BC| =a ve |AC| =b olmak
uzere
a? = b?> + ¢? — 2bc *cosA‘dr  (Sahin
2013)

2.2. Yontem

Arastirmamizda ilk olarak TUBITAK
matematik olimpiyat1 basta olmak tizere
cesitli  lilkelerde  yapilan  matematik
olimpiyatlarinda sorulmus olan bazi
cebirsel problemler incelenmistir. Bu
problemlere  ¢esitli  denemeler  ve
gozlemlerle yaklasilip ¢6ziim yollari
aragtirilmigtir. Daha Oncesinden yapilmis
gesitli ¢Oziimleri incelenmis ve literatiir
taramasi yapilmuistir. [lgili cebir

problemlerinin miimkiin oluyorsa
somutlagtirilarak ve gorsellestirilerek daha
kolay ¢oziilebilecegi fark edilmistir. Bunun

sonucunda cebir problemleri geometri ile



iligkilendirilerek ¢oztimlerimiz geometrik

diizleme denklemlerin geometrik
karsiliklar1 olacak sekilde aktarimistir.
Ortaya koydugumuz iddialarin ispatini
yaparken  dogrudan  ispat  yOntemi
kullanilmig, her adimda sekiller belirtilerek

algoritmik bir dil kullanilmastir.

3. BULGULAR

Bu boliimde, bazi cebirsel
problemlerin genellestirilmesi ve bu genel
problemlere yonelik olarak elde ettigimiz
geometrik ¢6ziim yaklasimlar1 sunulacaktir.

Her genel problem i¢in bir iddia ortaya
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konulmusg ve sonrasinda iddia

ispatlanmugtir.

iddia 3.1 a, b, c, k, I, m, x, y, z pozitif
gercel sayilar olsun. a?+hb? = ¢? olmak

lzere,x +y+z=avek+1l+m=0>bise

Vk? +x2 + /12 + y2 + Vm?+22

ifadesinin en kii¢iik degeri c’dir.

Ispat: Kenar uzunluklar1 k, x, VkZ + x2
olan ABC dik ti¢geni, kenar uzunluklar1 [, y,

J!? + y? olan DEA dik tiggeni ve kenar
uzunluklart m, z, Vvm? + z2 olan FDG dik

ticgenlerini diistinelim. Bu tiggenler Sekil-

1’de gosterilmistir.

F

Sekil-1°de gosterilen tiggenleri ayni isimli koseleri ortak olacak ve [AB], [DE] ile [FG] dogru

pargalar1 ayni dogrultuda olacak sekilde ug¢ uca ekleyelim. Bu durumda [BC], [EA] ve [GD]

dogru pargalar1 da ayni dogrultuda olacaktir. {lgili durum Sekil-2’de gdsterilmistir.



96

Sekil-2

Sekil-2°te Vk? 4+ x% + /12 + y2 + Vm2+2z2 ifadesinin en kiigiik degerini almasi igin [CA],
[AD] ve [DF] dogru pargalarinin dogrusal olmasi gerekir. k, [, m, x, y, z sayilar1 sabit olmadig1
i¢in bu sayilar uygun sekilde se¢ilerek [CA], [AD] ve [DF] dogru pargalar1 dogrusal bir bigimde

cizilebilir. Ilgili durum Sekil-3’te gosterilmistir.
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Sekil-3

Bu durumda [AB], [DE] ve [FG] dogru pargalar1 ayn1 dogrultuda ve [BC], [EA] ve [GD] dogru
pargalar1 da ayni dogrultuda oldugundan CFH dik tiggeni olusturulabilir. Bu duruma ait gérsel

Sekil-4’te verilmistir.

Sekil-4
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Ayrica, a? + b? = ¢? olarak verilmis oldugundan, Sekil-4‘te FHC tiggeni i¢in Pisagor Teoremi

kullamilirsa, Vk2 + x2 + /12 + y? + Vm?+22 = ¢ olarak bulunmus olur.

Ornek-1: (2023 TUBITAK Ulusal Matematik Olimpiyati)
x, y, z pozitif gercel sayilari,

x+y+z=10

V36 —x2 + /49 — y2 + /169 — 22 = 24
denklemlerini sagliyorsa, J;—Z asagidakilerden hangisi olabilir?

2) = b) 5 )6 9= )2

Céziim: Iddia 3.1°den yararlanarak problemi ¢ozelim. Kenar uzunluklar1 6, x ve V36 — x2
olan ABC dik ii¢geni, kenar uzunluklar1 7,y ve /49 — y? olan DEA dik liggeni ve kenar

uzunluklar1 13, z ve V169 — z2 olan DFG dik iiggenlerini diisiinelim. Bu iiggenleri aym
isimli koseleri ortak olacak ve [AB], [DE] ve [FG] dogru parcalar1 ayn1 dogrultuda olacak
sekilde ug uca ekleyelim. Bu durumda [BC], [EA] ve [GD] dogru pargalari da ayn1 dogrultuda
olacaktir. Boylece |CH| = 24 ve |HF| = 10 olur. Ayrica |[CF| =6 + 7 + 13 = 26 olup,

262 = 102 + 242 esitliginden dolay1 C, A, D ve F ayni dogrultuda olup CHF bir dik iiggen
belirtir. Boylece CAB, ADE, DFG ve CFH tiggenleri benzer olur.
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F
13
D 5 &
169 — =*
7
Jﬁ
10
A [F]
J49 — y? E
6
X
[ [-]
C J36 — x° B H
24
Benzerlik oranlar1 yazilirsa x = %, y = % ve z = 5 bulunur. Dolayisiyla % = % elde edilir.

Iddia 3.2 a,b,x,y,z > 0 olmak iizere x> + xy + y? = a?, z? +zx + x> = b%, y?> + yz +

22 = a? + b? ise x + y + z toplamu v a2+b2 + abV/3 tiir.
Ispat: Ispati adim adim bir algoritma seklinde yapalim.

1. adim: x2 + xy + y? = a? denklemi, Kosiniis Teoremi kullanarak, geometrik olarak kenar
uzunluklar1 x, y ve a olan, ayrica x ve y kenar uzunluklarina sahip kenarlar arasindaki aginin
olgiisii 120° olan bir liggen belirtir. x? + xy + y? = a? denklemini geometrik olarak temsil

eden ABC ii¢geni, Sekil-5’te kirmizi renkte gosterilmistir.
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C

Sekil-5

2. adm: z? + zx + x? = b? denklemi, Kosiniis Teoremi kullanarak, geometrik olarak kenar
uzunluklar1 x, z ve b olan, ayrica x ve z kenar uzunluklarina sahip kenarlar arasindaki ag¢inin
olgiisii 120° olan bir iiggen belirtir. z? + zx + x? = b? denklemini geometrik olarak temsil

eden ABD ii¢geni, Sekil-6’da mavi renkte gésterilmistir.

A

C D

Sekil-6

3. adm: y% + yz + z2 = a? + b? denklemi, Kosiniis Teoremi kullanarak, geometrik olarak

kenar uzunluklar1 y, z ve va? + b? olan, ayrica y ve z kenar uzunluklarina sahip kenarlar
arasmdaki aginin dlgiisii 120° olan bir iiggen belirtir. y? + yz + z? = a? + b? denklemini

geometrik olarak temsil eden CBD {iggeni Sekil 7°de yesil renkte gosterilmistir.
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C \/az +b° D

Sekil-7
4. adim: A(ACD) = A(ABC) + A(ABD) + A(CBD) olup bu iiggenlerin alanlar1 Siniis Alan

Formiili ile bulunarak yerine yazilirsa
1 1 1
A= Exy sin120° + Eyz sin 120° + sz sin 120°

1(V3 V3 V3
TX}/ + TyZ + TZX

2

V3
=T(xy+yz+zx)

olur. Ayrica ACD {iggeninin kenar uzunluklar1 Pisagor Teoremini sagliyor oldugundan

m(CAD) = 90° olur. O hélde dik liggen alan formiiliinden

b
AACD) = %

bulunur. Bu iki deger esitlenirse

V3 ab
T(xy+yz+zx) ==

2ab
xy+yz+zx =—

V3

ifadesi elde edilir. Ana esitlikler taraf tarafa toplanirsa

2>+ y?+z2) +xy+yz+zx = a? + b? + a® + b?

2[(x+y +2)? = 2(xy +yz + zx)] + xy + yz + zx = 2a? + 2b*?
2+ y+2)? = 3(xy + yz + zx) = 2(a® + b?)

esitligi elde edilir. xy + yz + zx = % degeri yerine yazilirsa
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2(x +y + 2)? —3(%) = 2(a? + b?)

(x+y+2)?%=a?+b?>++3ab

x+y+z=\/0tz+b2 + abV3
elde edilir.

fddia 3.3 x,y,z,k,[,m > 0 icin, x2 + y% = k2, y? + yz/3 + z% = [? ve x? + xz + z? = m?

ise 2xy + yz + xzvV3 = \/(k + L + m)(=k + L + m)(k — | + m)(k + [ — m)"dir.

Ispat: Ispati adim adim bir algoritma seklinde yapalim.
1. adim: x2 + y? = k? denklemi geometrik olarak, dik kenar uzunluklar1 x ve y hipoteniisii k
uzunlugunda olan bir dik iiggene karsilik gelir. x2 + y? = k? denklemini geometrik olarak
temsil eden dik agili ABC ii¢geni Sekil-8°de kirmizi renkte gosterilmistir.

A

C X B
Sekil-8
2. adim: y? + yz+/3 + z% = [? denklemi geometrik olarak, kenar uzunluklar1 y, z ve [ olup, y
ile z kenarlar1 arasindaki a1 150° olan bir iiggene karsilik gelir. y2 + yz/3 + z2 = [?

denklemini geometrik olarak temsil eden ABD ii¢geni Sekil-9'da mavi renkte gosterilmistir.
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Sekil-9

3. admm: x2 + xz + z2 = m? denklemi geometrik olarak, kenar uzunluklar1 x, z ve m olup, x

ile z kenarlar1 arasindaki a¢1 120° olan bir licgene karsilik gelir. x? + xz + z? = m?

denklemini geometrik olarak temsil eden CBD {iggeni Sekil-10'da yesil renkte gosterilmistir.
A

Sekil-10
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k+l+m
2

4. adim: ACD iiggeni i¢in, s = olup bu deger, A(ACD) = A ile gosterilmek lizere Heron

Alan Formiilii olan A= /s(s — k) (s — 1) (s — m) esitliginde yerine yazilirsa

A= (k+l+m)(k+l+m k)<k+l+m l)<k+l+m )
- 2 2 2 2 m

- [ e

=%\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)

olur. Ayrica, A= A(ABC) + A(ABD) + A(CBD) olup bu iiggenlerin alanlar1 Siniis Alan

Formiili ile bulunarak yerine yazilirsa,

1 1 1
A= Exy sin90° + Eyz sin 150° + Exz sin 120°

Y GUE SN £
=3 Xy 2yz 2xz

1
=7 (2xy + yz + xzV3)

olup bu degerler esitlenirse,

%(2xy+yz+xzx/§)=%\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)

2xy+yz+xzx/§=\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)
esitligi elde edilir.

Iddia 3.4 x,y,z,k, L, m > 0 i¢in, x? +xy +y? = k?, 2>+ zx + x> = > ve y? + yz + z% =

m? olmak iizere xy + yz + zx = %\/(k +1+m)(—k+1+m)k—1+m)(k+1—m)dir.

Ispat: Ispati adim adim bir algoritma seklinde yapalim.

1. adim: x? + xy + y2 = k? denklemi, geometrik olarak kenar uzunluklar1 x, y ve k olan,
ayrica x ile y kenar uzunluguna sahip kenarlar arasindaki acinimn 6l¢iisii 120° olan bir tiggen
belirtir. x2 + xy + y? = k? denklemini geometrik olarak temsil eden ABC iiggeni Sekil-11"de

kirmiz1 renkte gosterilmistir.
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Sekil-11
2. admm: z2 + zx + x? = [? denklemi, geometrik olarak kenar uzunluklar1 x, z ve [ olan, ayrica
x ile z kenar uzunluguna sahip kenarlar arasindaki ag¢inin 6l¢tisii 120° olan bir tiggen belirtir.

z? + zx + x? = [? denklemini geometrik olarak temsil eden ABD iiggeni Sekil-12°de mavi

renkte gosterilmistir.

A

C D
Sekil-12
3. adim: y? + yz + z? = m? denklemi, geometrik olarak kenar uzunluklar1 y, z ve m olan,
ayrica y ve z kenar uzunluguna sahip kenarlar arasindaki aginin 6l¢tisti 120° olan bir iicgen
belirtir. y? + yz + z? = m? denklemini geometrik olarak temsil eden CBD iiggeni Sekil-13’te
yesil renkte gosterilmistir.
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c” = i

Sekil-13
4. adim: A(ACD) = A olmak iizere, A= A(ABC) + A(ABD) + A(CBD) olup bu liggenlerin
alanlar1 Siniis Alan Formiilii ile bulunarak yerine yazilirsa,

1 1 1
A= Exy sin120° + sz sin 120° + Eyz sin 120°

_1(v3 V3 V3
—2 ny 2ZJC 2yZ

V3
=T(xy+zx+yz)

k+l+m

degeri elde edilir. Ayrica ACD {iggeni igin § = olup bu deger, Heron Alan Formiilii olan

A= \/ s(s — k)(s — I)(s — m) esitliginde yerine yazilirsa,

A= (k+l+m>(k+l+m k)(k+l+m l)(k+l+m )
- 2 2 2 2 m

- [EE

=%\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)

bulunur. Bu iki deger de esitlenirse,

\/Tg(xy+zx+yz)=%\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)

xy+zx+yz=%\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)
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elde edilir.

Iddia 3.5 x bir gergel say1 ve b < xy < d olmak iizere \/ (x — @)% + (x, — b)? +

\/(x — ¢)? + (x, — d)? ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger \/(a — )%+ (b—d)?dir.

Ispat: \/ (x —a)? + (xo — b)? ifadesi analitik diizlemde P(x, x,) noktasi ile A(a, b) noktasi

arasindaki uzakligi temsil etmektedir. \/ (x —c)? + (xy — d)? ifadesi ise analitik diizlemde
P(x, x,) noktasi ile C(c, d) noktas1 arasindaki uzakligi temsil etmektedir. lgili durum Sekil-

14°te gosterilmistir.

Cle, d)

Sekil-14

Sekil-14'te  /(x —a)?2 + (xg — )2 +/(x —c)? + (xo —d)?2 = |AP| + |PC| olup bu
uzaklhign en kiigiik olmasi i¢in [AP] ve [PC] nin dogrusal olmas1 gerekmektedir. [AP] ve [PC]

dogrusal olacak sekilde uygun sartlar uygulanmasi durumunda Sekil-15 olusacaktir.
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AN

Sekil-15

Sekil-15’te belirtilmis olan ABC ii¢geninde |AB| = |c — al| ve |BC| = |d — b| olup Pisagor

Teoremi uygulanacak olursa |[AC| = \/(a — ¢)? + (b — d)? elde edilir. Bdylece

Jx—a)? + (xg—b)?+/(x —c)? + (x, — d)? ifadesinin alabilecegi en kiigiik degerin

J(a—=c)? + (b—d)? oldugu gosterilmis olur.

Ornek-2: (2013 TUBITAK Ulusal Matematik Olimpiyati)

x bir gergel sayr olmak iizere, Vx2 — 4x + 7 — 22 ++/x2 — 8x + 27 — 62

ifadesinin alabilecegi en kii¢iik deger nedir?

a) 2 b) 3+/2 ol1l++2 d) 2v2 e) Higbiri

Coziim: x/xz—4x+7—2\/§+\/x2—8x+27—6\/§=\/(x—2)2+(\/5—1)2+

J(x — 4)2 + (/2 —3)2°dir. Boylece, a = 2,b = 1, ¢ = 4 ve d = 3 olup belirtilen yontem ile

ifadenin en kiiclik degeri \/ (2 —4)2 + (1 —3)2 = 2v2 olarak kolay bir sekilde bulunmus

olacaktir.
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Iddia 3.6 a, b, c,d > 0 olmak iizere, a® + d? — ad = b% + c%2 + cb ve

. . ab+cd 3,4
a2+b2=cz+d21<;1n—=£’d1r.
ad +cb 2

Ispat: Ispat1 algoritmik adimlarla yapalim.

1. adm: a? + d? — ad = b? + ¢? + ¢b denklemi, geometrik olarak |AB| = a, |CD| = ¢ ve
|IDA| = d olup m(BAD) = 60° ve m(BCD) = 120° olan bir dortgen belirtir.
denklemini geometrik olarak temsil eden ABCD dortgeni Sekil-16'da gosterilmistir.

Sekil-16

2. adim: Sekil-16’da elde edilen dortgen a? + b? = ¢? + d? denklemini de saglayacagi igin,
m(ABC) = m(ADC) = 90° olur. Ilgili durum Sekil-17"de gosterilmistir.
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Sekil-17
3. adim: Sekil-17’de gosterilen dortgenin alanini diigiinecek olursak

ab cd_ab+cd

A(ABCD) = A(ABC) + A(ADC) = =+ y

Ve

1 1 V3
A(ABCD) = A(ABD) + A(BCD) = Ead sin 60° + ECb sin120° = R (ad + cb)

olup bu iki deger esitlenirse

ab+cd _ (ad+cb)¥3 __ ab+cd _ 3

2 4 T ad+ch | 2

elde edilir.

4. SONUC VE TARTISMA

Yaptigimiz ¢aligmalar sonucunda elde ettigimiz sonuglari kisaca 6zetleyelim.

e a,b,c, k,l,m, x,y, z pozitif gercel sayilar olsun. a? + b? = ¢? olmak iizere, x +

y+z=avek+1+m=biseVx?+k%+.y?+ 1%+ Vz2+m? ifadesinin en
kiigiik degeri c¢’dir.

e a,b,c,x,y,z>0o0lmak iizere x? + xy + y? = a%, z? +zx + x> = b%, y? + yz +

z%2 =a? + b% ise x + y + z toplamu1 \/a2 + b2 + ab+/3tiir.

o x,v,z k,I,micinx%+y%=k% y24+yzVy3 +22 =12vex? 4+ xz+ 2% = m? ise

2xy+yz+xzx/'o—’=\/(k+l+m)(—k+l+m)(k—l+m)(k+l—m)’dir.
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e x,y,zklm>0i¢inx?+xy+y?=k%z>+zx +x*>=1?vey? + yz + z> = m?

olmak tlizere xy + zx + yz =

FVEFT+m) (ke + T+ m) (k= L+ m)(k + T —m) dir.

e x bir gergel say1 ve b < xo < d olmak iizere \/ (x — @)% + (xo — b)? +

\/ (x — ¢)? + (x, — d)? ifadesinin alabilecegi en kii¢iik deger

J(a—=c)?+ (b —d)*dir.

e a,b,c,d > 0olmak iizere, a? + d?> — ad = b?> + c¢? + cb ve a? + b?> = c? + d? i¢in

ab+cd 3, ;.
= —dir.
ad + cb 2

Yaptigimiz literatiir taramasi
sonucunda ¢esitli kaynaklarda cebir ve
geometrinin bagimsiz konular olarak ele
alindigin1 fark ettik. Cebir problemleri
genellikle analitik yontemler ve sayisal
hesaplamalar kullanilarak ¢6ziiliiyordu.
Baz1  ozellikleri  saglayan  cebirsel
problemlerin  yaptigimiz  genellemelerle
beraber geometri temelli olarak ¢oziilmesi
ve ele alinmasi literatiirde sik karsilasilan
bir durum degildir. Bu baglamda
calismamizin 6zgilin bir ¢alisma oldugunu
sOyleyebiliriz. Ayrica, mithendislik, mimari
ve fizik gibi alanlarda yapilan analizlerde
bu tir geometrik ¢6ziim yollarma
basvurulmamis olmasi ile ¢alismamizin
literatiirde Onemli bir yer tuttugunu

sOyleyebiliriz.

Yaptigimiz c¢aligma sonucunda bazi
cebir problemleri i¢cin geometrik ¢oziim
Onerileri sunduk ve genellemeler yaptik. Bu
yaklasim, egitim materyalleri hazirlayan

ogretmenler icin olduk¢a faydali olabilir.

Cebirsel  problemler  geometrik  bir

cercevede ¢cOziime kavusturularak
Ogrencilerin daha hizli ve etkili bir sekilde
¢Oziime ulasmalar1 ve konuyu kavramalari
saglanabilir. Calismamizda yer verdigimiz
sartlarin diginda olan cebir problemleri igin
de geometrik ¢oziimler arastirilabilir, farkls
¢oziim yollar1  bulunup genellemeler
yapilabilir. Bu genellemeler miihendislik,
mimari  gibi  ¢esitli  alanlarda da
kullanilabilir. Ayrica buldugumuz
genellemeler bilgisayar diline aktarilarak
daha kolay bir sekilde islem yapilmasi
saglanabilir. Bu sayede matematik ile
yazilim arasinda da bir bag kurulmus

olunacaktir.
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