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In this study, infinite capacity M/M/c queue model with heterogeneous servers and ordered entry is
investigated. An arrival is served by the server with the lowest index number among the idle servers with
probability 1. When all the servers are busy, the arrivals wait in the queue. The mathematical model of the
considered queuing system is obtained and the model is analyzed using the matrix geometric method. The
steady — state probabilities and the performance measures are calculated. The distribution function of the
waiting times in the queue is obtained. It is proved that under the fastest service rule the mean waiting time
is minimum for the M/M/2 queuing model with heterogeneous servers and orderd entry. Finally, a simulation
study was conducted to compare the exact results with the approximate results (Table A).

Table A. Exact and approximate calculations for the M/M/c queue with ordered entry

Number of Servers Exact Solution  Approximate Solution  Error
c p A W, w, %

2 0,775701 83  0,0301525 0,0301804 0,0925
3 0,364162 63  0,0013260 0,0013252 0,0603
4 0,183594 47  0,0000541 0,0000543 0,3697
5 0.105431 33  5,680E-07 5,699E-07 0,3346
6 0,747525 302 0,0044409 0,0045334 2,0829
7 0,974160 377 0,0928157 0,0917995 1,0949
8 0,434368 182 0,0001663 0,0001654 0,5412
9 0,822430 352 0,0067922 0,0067899 0,0339
10 0,299595 148 5,861E-06 5,649E-06 3,6171
11 0,647416 426 0,0006314 0,0006322 0,1267
12 0,727642 358 0,0019239 0,0019088 0,7849
13 0,752860 658 0,0013251 0,0013309 0,4377
14 0,597260 436 0,0002343 0,0002309 1,4511

Purpose: The M/M/c queueing model with infinite capacity, heterogeneous servers, and ordered entry is
examined in detail. The ordered entry service discipline provides a more realistic representation of customer
behavior that may occur in real systems, thereby ensuring an accurate depiction of system dynamics and
offering an innovative perspective in analytical solution procedures.

Theory and Methods: The Markov process characterizing the queueing system and its associated transition
rate matrix are defined. General forms of the transition rate matrix are derived, and the steady-state
probabilities are computed using the matrix-geometric method.

Results: The distribution function of the waiting time in the queue is derived, and an analytical expression
for the mean waiting time is presented. For the M/M/2 queueing model with heterogeneous servers and
ordered entry, it is mathematically proven that the mean waiting time in the queue is minimized under the
fastest service rule. This proof provides a significant contribution to the determination of optimal service
discipline in heterogeneous systems. Finally, a discrete-event simulation model developed in the MATLAB
environment is used to compute the fundamental performance measures of the system, and these results are
compared with the exact solutions obtained via the matrix-geometric method.

Conclusion: The results of this study underscore the critical influence of service discipline on the
performance of heterogeneous queueing systems. Furthermore, incorporating behavioral factors—such as
fatigue, learning effects, and motivation-into heterogeneous queueing models for human-centered service
systems is expected to facilitate more realistic and robust performance assessments in application domains
including healthcare, retail, and call center operations.
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ONECIKANLAR
Sirali girisli M/M/c kuyruk modeli matris geometrik yontem kullanilarak analiz edilmistir
e  Bekleme siiresinin dagilim fonksiyonu elde edilmistir
e  Benzetim ¢aligmasi yapilarak tam ¢éziimlerle yaklasik ¢oziimler karsilastirlmistir

Makale Bilgileri 0z

Arastirma Makalesi Bu ¢alismada heterojen kanalli sinirsiz kapasiteli M/M/c kuyruk modeli incelenmistir. Sisteme gelen miisteri

Gelis: 10.07.2025 bos olan kanallardan sira numarasi en kiigiik olan kanalda 1’e esit olasilikla hizmete baglar. Eger biitiin

Kabul: 21.02.2026 kanallar dolu ise gelen miigteri kuyrukta bekler. Ele alinan kuyruk sisteminin matematiksel modeli elde
edilmis ve model matris geometrik yontem kullanilarak ¢oziimlenmistir. Duragan durum olasiliklart ve

DOl: sistemin performans Olgiileri hesaplanmustir. Kuyrukta bekleme siiresinin dagilim fonksiyonu elde

10.17341/gazimmfd.1717727  edilmistir. Heterojen kanalli ve sirali girisli M/M/2 kuyruk modeli igin en hizli hizmet kurali altinda,
kuyrukta ortalama bekleme siiresinin minimum oldugu ispatlanmustir. Son olarak bir benzetim ¢aligmasi
Anahtar Kelimeler: yapilarak tam sonuglarla yaklasik sonuglar karsilastirilmigtir.
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1. Giris (Introduction)

Kuyruk teorisi, sistemlerdeki bekleme wve hizmet sureclerini
matematiksel olarak modelleyen bir disiplin olarak, sinirli kaynaklarmn
bulundugu ortamlarda taleplerin (miisteriler, gorevler, veri paketleri
vb.) kuyruk olusturmasi, hizmet almasi ve sistemden ayrilmasini
incelemektedir. Bu teori, sistem performansini optimize etmek,
kaynak kullanimim verimli hale getirmek ve bekleme siirelerini en aza
indirmek amaciyla gelistirilmis olup, modern toplumun karmagsik
sistemlerini tasarlamak ve yonetmek i¢in temel bir arag niteligindedir.
Telekomiinikasyondan ulasima, saglik hizmetlerinden endiistriyel
stireglere kadar genis bir yelpazede uygulama bulan kuyruk teorisi,
operasyonel etkinlik ve kullanici memnuniyetini artirmada kritik bir
rol oynamaktadir. Telekomiinikasyon ve bilgisayar aglari, kuyruk
teorisinin en yogun kullamldig1 alanlardan biridir. Internet, telefon ve
kablosuz aglar ile veri merkezlerinde paket isleme, tikaniklik 6nleme
Ve bant genisligi optimizasyonu kuyruk teorisiyle analiz edilmektedir.
Ornegin, yonlendiricilerde paket siralama, cagr1 merkezlerinde cagri
yonlendirme ve bulut bilisimde sunucu kaynaklarmin dinamik tahsisi
kuyruk teorisine dayanmaktadir. Bu uygulamalar, iletisim
sistemlerinin hizimt ve giivenilirligini artirarak kullanici deneyimini
iyilestirmektedir. Ulasim ve lojistik sistemleri de kuyruk teorisinin
etkin bir sekilde uygulandigi bir diger alandir. Trafik 1siklarmm
zamanlamasi, otoyol giselerindeki ara¢ kuyruklarinin yonetimi, toplu
tagima sistemlerinde yolcu akisinin diizenlenmesi, havalimanlarinda
ugaklarin inis — kalkis siralarinin planlanmasi ve limanlarda gemilerin
yukleme — bosaltma siireglerinin optimizasyonu, kuyruk teorisiyle
iliskilidir. Bu analizler, gecikmelerin azaltilmasini ve ulagim
sistemlerinin verimliligini artirmay1 saglamaktadir. Saglik sektorii,
kuyruk teorisinin  kaynaklarm etkin kullanimi ve hasta
memnuniyetinin artirilmasi igin vazgegilmez oldugu bir alandir.
Hastanelerde acil servis birimlerinin diizenlenmesi, randevu
sistemlerinin tasarimi, ameliyathane planlamasi, recete isleme
siirecleri ve laboratuvarlarda test sonuglariin teslim siirelerinin
optimizasyonu, kuyruk teorisiyle gerceklestirilmektedir. Ozellikle
pandemi gibi kriz donemlerinde, toplu test ve asi merkezlerinde
kuyruklarin yonetimi bu teoriyle desteklenerek hizli ve etkili hizmet
sunulmaktadir. Perakende ve hizmet sektoriinde, miisteri
memnuniyetini artirmak ve operasyonel siiregleri optimize etmek igin
kuyruk teorisi kullanilmaktadir. Siipermarket kasalarinda, banka
giselerinde, ATM’lerde, postanelerde veya tematik parklar gibi
eglence mekanlarinda kuyruklarin yonetimi, personel tahsisi ve
hizmet suireclerinin diizenlenmesi yine bu teoriyle analiz edilmektedir.
Bu uygulamalar, miigteri bekleme sirelerini azaltarak hizmet
kalitesini yukseltmektedir.

Uretim ve endiistriyel siireclerde, is parcalarnin makineler arasinda
stralanmasi, iiretim hatlarinin optimizasyonu, depo operasyonlarinda
malzeme akiginin diizenlenmesi ve tedarik zincirinde siparis isleme
stireglerinin yonetimi i¢in de yine kuyruk teorisinin en azi temel
prensipleri kullanilmaktadir. Bu sayede, {iretim siire¢lerinde
verimlilik artigt saglanmakta ve maliyetler diisiiriilmektedir.
Bilgisayar ve yazilim sistemlerinde de kuyruk teorisi, gbrev ve sire¢
yonetiminin temelini olusturur. Isletim sistemlerinde islemci gorev
kuyruklarinin yonetimi, veri tabanlarinda sorgu isleme siireglerinin
optimizasyonu ve ¢evrimi¢i platformlarda (6rnegin oyun sunuculari
veya e-ticaret sistemleri) kullanici kuyruklarinin diizenlenmesi, bu
teorinin uygulama alanlar1 arasindadir. Bu analizler, sistem
performansini artirarak kullanici deneyimini gii¢lendirmektedir. Acil
durum ve kamu hizmetleri, kuyruk teorisinin sinirli kaynaklarla
yiksek talebi yonetmek icin kullanildigi bir bagka 6nemli alandir.
Ambulans, itfaiye ve polis gibi acil servislerin yanit siirelerinin
optimize edilmesi, sosyal glvenlik veya vergi daireleri gibi kamu
hizmetlerinde kuyruklarin diizenlenmesi, bu teoriyle

desteklenmektedir. Bu uygulamalar, kritik durumlarda hizl ve etkin
hizmet sunumunu miimkiin kilmaktadir.

Kisacast kuyruk teorisi, modern sistemlerin karmasik dinamiklerini
anlamak ve optimize etmek i¢in olasilik teorisi, istatistiksel analiz ve
matematiksel modelleme tekniklerini birlestirerek disiplinler arasi bir
cerceve sunar. Bu baglamda, o6zellikle heterojen kanalli kuyruk
modelleri, servis birimlerinin farkli hizmet hizlarina, kapasitelerine
veya teknik Ozelliklere sahip oldugu sistemlerin daha ger¢ekei bir
sekilde modellenmesinde kritik bir dneme sahiptir. Gergek dinya
uygulamalarinda, servis birimlerinin homojen oldugu varsayimi
genellikle basitlestirici bir yaklasimdir ve bir¢ok senaryoda gercekligi
tam olarak yansitmaz. Ornegin, insan tabanlh hizmet sistemlerinde
calisanlarin deneyim diizeyleri, yetkinlikleri veya c¢alisma hizlari
farklilik gosterebilir; benzer sekilde, mekanik sistemlerde makinelerin
teknik kapasiteleri, bakim durumlar1 veya performans o6zellikleri
degiskenlik arz edebilir. Bu tiir heterojen yapilar, sistem dinamiklerini
dogrudan etkileyerek kuyruk uzunluklari, bekleme siireleri ve hizmet
verimliligi gibi performans Olgiilerini belirgin bir sekilde etkiler.
Heterojen kanalli kuyruk modelleri, bu farkliliklar1 dikkate alarak
sistemlerin daha dogru bir matematiksel temsilini saglar ve gercek
hayat problemlerine daha uygun ¢oziimler sunar. Ozellikle, rastgele
kanal secimi yerine sirali giris veya en hizli kanal segimi gibi hizmet
disiplinlerinin kullanilmasi, miisteri davramslarmi (6rnegin, daha
hizli bir kanal tercih etme egilimi) ve sistemin isleyisini daha iyi
yansitir. Ancak, bu modellerin matematiksel karmasikligi, analitik
¢oziimlerin elde edilmesini zorlastirarak 6zellikle teorik diizeyde yeni
yaklasimlar gerektirir. Heterojen kanalli kuyruk modellerinin énemi,
yalnizca gercekci modelleme kapasitesinden degil, ayn1 zamanda
sistem optimizasyonu ve hizmet Kkalitesinin artirilmasina olan
katkilarindan da kaynaklanmaktadir. Ornegin, bir cagr merkezinde
farkli becerilere sahip operatorlerin gérev dagilimu, bir tiretim hattinda
farkli hizlarda calisan makinelerin is akisi, heterojen kanalli
modellerle analiz edilerek daha etkin bir sekilde yonetilebilir. Bu
modeller, sistem tasarimcilarina kaynak tahsisini optimize etme,
maliyetleri diigiirme ve miisteri memnuniyetini artirma gibi stratejik
avantajlar saglar. Ayrica (dolayisiyla), heterojen kanalli sistemlerde
hizmet disiplininin se¢imi (6rnegin, rastgele se¢im, siral1 giris veya en
hizli kanal secimi), sistem performansini dogrudan etkileyen bir
faktor olarak 6ne ¢ikar. Bu tiir disiplinler, matematiksel modellemenin
karmagikligint artirsa da, gercek diinya senaryolarina daha uygun
¢oziimler sunarak kuyruk teorisinin pratik degerini giiglendirir.

Bu caligmada heterojen kanalli kuyruk modellerinin 6nemini
vurgulayarak, oOzellikle sirali giris hizmet disiplini altinda bu
modellerin analitik ¢6zim zorluklar1 ortaya konulacaktir. Matris
geometrik yontem kullanilarak heterojen kanalli M/M/c kuyruk
sisteminin ¢oziimii yapilacak, sistemin duragan durum olasiliklari,
performans Olgiileri ve bekleme siiresinin dagilim fonksiyonu
thretilerek sistem optimizasyonuna yonelik yeni bir cerceve
sunulacaktir. Bu baglamda bu ¢aligma, kuyruk teorisinin sinirlarin
genisletmeyi ve heterojen kanalli sistemlerin modellenmesi igin
yenilik¢i bir perspektif saglamayi hedeflemektedir.

Izleyen boliimde literatiir taramas: yapilmustir. Ugiincii boliimde
heterojen kanalli ve sirali girigli M/M/c kuyruk modeli tanimlanmus ve
modeli temsil eden denge denklemleri tiiretilmistir. Dordiincii
boliimde, ele aliman modelin analizi matris geometrik ydntem
kullanilarak yapilmustir. Besinci boliimde sistemin duragan durum
olasiliklart ile performans olgiileri ve kuyrukta ortalama bekleme
suresinin dagilim fonksiyonu elde edilmistir. Yine bu béliimde
heterojen kanalli ve siral1 girigli M/M/2 kuyruk sistemi igin kuyrukta
ortalama bekleme siiresinin en hizli servis kurali altinda minimum
oldugu ispatlanmgtir. Altinci ve yedinci béliimlerde sirasiyla tam
coziimler ve benzetim algoritmasiyla elde edilen ¢oziimler yer
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almaktadir. Ayrica yedinci boliimde benzetim algoritmasiyla elde
edilen sonuglar ile tam ¢oziimler karsilagtirmali olarak sunulmaktadir.
Sonuglar béliimiinde ise genel degerlendirmelere yer verilmektedir.

2. Literatiir Taramasi (Literature Review)

Kuyruk teorisinin temeli, Danimarkal1 bilim insani A. K. Erlang’in [1]
1909 yilinda yazmis oldugu “Olasilik ve Telefon Konusmalari” isimli
makalesine dayanmaktadir. Teori zaman iginde Palm [2], Kendall [3],
Takacs [4], Gumbel [5], Neuts [6], Kovalenko vd. [7] gibi bilim
insaninin ¢aligmalari ile zenginlesmis ve gliniimiizde oldukca genis
bir uygulama alani ortaya ¢ikmustir. Bugilin kuyruk teorisi, klasik
kuyruk modellerinde 6rtiisme sayisimn dagilimi gibi yeni performans
oOlgllerinin elde edilmesinin [8] yani sira, montaj hatti dengeleme
modelleri [9], kuyruk — envanter modelleri [10-12], iletisim sistemleri
[13, 14], kablosuz sensor aglar1 [15, 16], ve acil servis sistemlerinin
konuslandirilmas1  [17, 18] gibi ¢ok ¢esitli bir yelpazede
kullanilmaktadur.

Ik yillarda stokastik servis sistemlerindeki esas problemler kuyruk
modellerinin temel Karakteristiklerinin belirlenmesi, kesintisiz
¢alisma zamannin belirlenmesi, performans 6l¢iilerinin hesaplanmasi
seklinde gelisme gostermistir Kendall [3], Lindley [19], Smith [20],
Boxma [21]. Kendall [3] kuyruk modellerinin temel karakteristiklerini
mitkemmel bir sekilde agiklamus ve M/G/1 kuyruk sisteminde
kesintisiz ¢aligma siiresinin dagilim fonksiyonunu elde etmistir.
Lindley [19] bekleme siiresinin dagilimini karakteristik fonksiyonlari
kullanarak elde etmis ve M/G/1, EW/G/1 ve D/EW/1 kuyruk modellerini
incelemistir. Smith [20] ise bekleme siiresinin dagilimini Wiener-
Hopf tipi integral denkleminin ¢ozimini yaparak elde etmistir.
Kendall [22] kuyruk modellerinin temel karakteristikleri agisindan
standart bir gosterime kavusturmustur. Kendall [22] bu ¢aligmasinda
¢ok kanalli GI/M/s kuyruk modelini incelemis, M/M/s ve DIM/s
kuyruk modelleri i¢in sisteme gelen miisterinin hi¢ beklemeden
hizmet almasi olasiligini1 ve ortalama bekleme siiresinin ortalama
servis siiresine oranini sayisal bir 6rnek lizerinden agiklamustir.

Daha sonraki yillarda kuyruk kuraminda yapilan ¢aligmalar, zaman ve
is kaybinin minimuma indirilmesi Shantikumar vd. [23], Atkinson vd.
[24], maliyet optimizasyonu Stidham [25], Kocaer vd. [26], Wu vd.
[27], misterinin kaybolma olasiliginin minimize edilmesi Yao [28],
Alpaslan vd. [29], maksimum ortiigme siiresinin belirlenmesi Boxma
vd. [30], gibi hizmet kalitesinin artirilmasini hedefleyen gostergelerin
elde edilmesi seklinde gelisme gostermistir.

Kuyruk sistemlerinin modellenmesinde gelis akiminin ve hizmet
stiresinin dagilimi, sistemin Markov 6zelligine sahip olup olmadigini
ve dolayisiyla analitik ¢6ziim icin uygulanacak yontemi belirlemesi
agisindan olduk¢a Onemlidir. Sistemde birden fazla kanal olmasi
durumunda kanallarin 6zdes olup olmadigi, matematiksel modeli
etkileyen bir diger 6nemli faktordiir. Cok kanalli kuyruk sistemlerinde
kanallarin homojen olmasi yaygin bir varsayimdir. Bu durum, servis
birimlerinin mekanik olmasi durumunda karsiligii bulan bir
varsayimdir. Oysaki giinliik hayatimizda insanlarin servis birimi
olarak hizmet verdigi bircok kuyruk sistemiyle karsilasiriz. Bu
sistemlerde her servis biriminin 6zdes ¢aligmasi ger¢cek durumu tam
olarak yansitmayabilir. Ayrica sistem mekanik dahi olsa cihazlarin
teknik Ozelliklerinden ya da cihazlarin periyodik bakimlarindan
kaynakli olarak bu cihazlarin her an ayni performansi gostermesi
beklenen bir durum degildir. Sonug olarak cihazlarin ortalama hizmet
stireleri birbirlerinden farkli olabilir. Bu gibi durumlarda hizmet
birimlerinin heterojen varsayilmasi ve kuyruk sistemlerinin buna gére
modellenmesi daha gergekei olacaktir.

Heterojen kanalli kuyruk modelleri ilk defa Gumbel [5] tarafindan
incelenmistir. Gumbel [5] M/M/s kuyruk modelinde ortalama hizmet
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stirelerinin birbirlerinden farklt oldugunu varsaymis ve sistemin
analizini bu varsayim altinda yapmustir. Bu modelde sisteme gelen
miisteri bos olan kanallardan herhangi birisine esit olasilikla girer
(rastgele secim). Fakinos [31] bekleme yerinin olmadigi M/G/k
kuyruk modelini rastgele se¢im disiplini varsayimi altinda analiz
etmigtir.

Servis birimlerini heterojen varsaymak, gercek hayat problemlerini
daha iyi karsilamakla birlikte, kanallar1 heterojen diisliniip hizmet
disiplinini rastgele varsaymak gergegi yansitan bir durum degildir.
Ciinkii miisteriler servis birimleri arasindaki farkliliklar bilirlerse bos
kanallar arasinda rastgele se¢im yapmaktansa hizli olani tercih
edeceklerdir Krishnamoorthi [32]. Ayrica heterojen kanalli kuyruk
sistemlerini, rastgele se¢im disiplini yerine bos olan kanallardan en
hizl1 olanini segme varsayimryla analiz etmek daha gergekei olacaktir.
Ancak kuyruk disiplininde yapilacak olan bu degisiklik sistemin
matematiksel olarak modellenmesini zorlastirmakta ve analiz yontemi
ayn1 kalsa bile bu yontemin uygulanmasini giiglestirmektedir. Neuts
vd. [33] heterojen kanalli GI/PH/c kuyruk modelini asimtotik olarak
analiz etmislerdir. ¢ kanal sayisini, E de sistemde bulunan miisteri
sayisinin (C-1)’den daha az oldugu durumlar1 gostermek iizere
yazarlar sunu belirtmiglerdir: “Siitunlardaki E ve c-1 olarak
etiketlenen unsurlar tartismamiz agisindan 6nemsizdir. Genel olarak,
bunlar son derece karmagiktir ve gelen misterilerin bog sunuculara
atanma kuralina baglhdir.” Yani Neuts vd. [33], bu durumlar1 hizmet
disiplinine dogrudan bagli oldugundan incelememislerdir. Hizmet
disiplini kuyruk sistemlerinin modellenmesini en az gelis akiminin ve
hizmet siiresinin dagilimi kadar etkiler. Ozellikle hizmet disiplinin
sirali girig olarak varsayllmasi, sistemi temsil eden matematiksel
modelin kapalt formunun elde edilmesini giiglestirir.

Sirali giris hizmet disiplini gelen miisterilerin bos olan kanallardan
indeks numarasi en kiigiik olan kanalda 1’e esit olasilikla hizmete
baslamasi seklinde ilk defa Palm [2] tarafindan tanimlanmusgtir.
Bugiine kadar birgok kuyruk sistemi sirali giris hizmet disiplini
altinda incelenmis olmasina ragmen kanal sayis1 2 ya da 3 ile
sinirlanmigtir Krishnamoorthi [32], Singh [34]. Baz1 galismalarda ise
bilgisayar programi yardimiyla sayisal olarak ¢dziimleri verilmis Lin
vd. [35] ya da bazi performans olgiileri i¢in yaklasik ¢oziimler
Onerilmistir Pourbabai vd. [36]. Lin vd. [35] simirli kapasiteli ve sirali
girisi M/M/n kuyruk modelinde kanal kullanim yogunlugunu
gelistirdikleri bilgisayar programi yardimiyla hesaplamistir. Lin vd.
[35] “bu sistemin kapali form ¢6ziimii imkansiz olmasa bile asilmasi
zor goriinuyor; bu nedenle, biz bu probleme sayisal olarak yaklastik”
diye belirterek, aslinda sirali giris disiplini altinda sistemin analitik
¢oziimiiniin zor oldugunu acik bir sekilde ifade etmistir. Diger taraftan
bekleme yerinin olmadigi M/M/n/n, GI/M/n/n kuyruk sistemleri ve
sinirsiz kapasiteli GI/M/s kuyruk sistemi sirali giris hizmet disiplini
altinda sirastyla Nath vd. [37], Yao [38] ve Cooper [39] tarafindan
incelenmistir. Bu ii¢ ¢aligmanin ortak noktasi sirali giris hizmet
disiplinin ilgili kuyruk modellerine tam olarak yansittlmamig
olmasidir (bkz., Isguder and Uzunoglu-Kocer [40]). Ayrica g¢ok
kanalli ve Erlang tipi kuyruk sistemlerinde ¢ok yiiksek trafik
yogunluklart igin elde edilen limit dagilimlann ve diflizyon
yaklasimlart Halfin vd. [41], Puhalskii [42] ve Whitt [43] tarafindan
ayrintili bigcimde incelenmistir.

Bu calismada Gumbel [5] tarafindan ortaya konulan M/M/s kuyruk
sistemi, rastgele hizmet se¢imi yerine sirali giris hizmet se¢imi
varsayimi altinda analiz edilmistir. Boylece diger biitiin varsayimlar
aynt kalirken sadece hizmet disiplininde yapilan bir degisikligin
sistemin modellenmesinde ne kadar biyiik bir 6neme sahip oldugu
ortaya konulmustur. Ayrica bu modellin analizi Gumbel’den [5] farkli
olarak lineer denklem sistemini ¢6zmek yerine matris geometrik
¢oziim yontemiyle yapilmistir. Son olarak MATLAB ortaminda
tasarlanan kesikli olay benzetim algoritmast kullanilarak sistemin
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performans dlgiileri yaklasik olarak hesaplanmis ve bu degerler matris
geometrik yontemle elde edilen tam ¢oztimlerle karsilastirilmistir.

3. Model ve Varsayimlari (The Model and its Assumptions)

Miisterilerin sisteme gelis anlart t,,t;, ... olmak tizere gelisler At
parametreli Poisson siirecidir; Oyle ki gelis akimi kuyruk
uzunlugundan bagimsizdir. Sistemde birbirinden bagimsiz ¢ tane
kanal vardir. j — nc1 kanalin hizmet siiresi ,u]-(j=1,2,...,c)
parametreli iistel dagilima sahiptir. Sisteme gelen miisteri bos olan
kanallardan indeks numarasi en diisiik olan kanala 1’¢ esit olasilikla
girer. Eger biitiin kanallar dolu ise sisteme gelen miisteri kuyruga
girer. Sistemde sinirsiz bekleme yeri vardir ve ilk gelen ilk hizmet alir.
Herhangi bir kanalin hizmet siiresi gelis akimindan ve kuyruk
uzunlugundan bagimsizdir.

Hem gelislerarast siireler hem de hizmet siiresi iistel dagildigi i¢in ele
alinan model Markov &zelligine sahiptir. Bu durum sistemin
modellenmesinde kolaylik sagliyor olsa da, kanallarin heterojen
olmas1 ve hizmet disiplinin sirali giris olmasi nedeniyle sistemin
modellenmesi olduk¢a karmasiktir. Ciinkii hem sisteme gelen
miisterinin hangi indeks numarali kanala girdiginin hem de sistemden
ayrilan miisterinin hangi indeks numarali kanaldan ayrildiginin
belirlenmesi gerekir.

N(t), t — aminda sistemde bulunan misteri sayisi olmak iizere
{N(@®), t =0}, durum uzayn E ={0,1y,75,...,7.,c+1,c+2,..}
olan surekli parametreli Markov sureci olsun. Burada 74,75, ...,7¢
durumlarimn her birisi alt durumlardan olusur. Herhangi bir 1y, k =
1,2,...,c¢ durumuda yer alan alt durum sayisi (;) kombinasyonu
kadardir. Ornegin ¢ = 3 igin durum uzayr E = {0,71y,73,73,4,5, ...}
biciminde olup; burada r; = {1,2,3}, r, = {(1,2),(1,3),(2,3)}, 13 =
{(1,2,3)} durumlarindan olusur. Yani sistemde t —aninda 1 miisteri
bulunuyorsa, bu miisteri bu ii¢ kanaldan ancak ve ancak birisinde
olabilir. Sistemde bulunan miisterinin birinci, ikinci ve lglincii
kanalda bulunma olasiliklar1 sirasiyla P(1), P(2) ve P(3) olsun.
Boylece sistemin r; durumda bulunma olasihg P(r;) = P(1) +
P(2) + P(3) olur. Benzer sekilde sistemin r, ve r; durumunda
bulunma olasihg sirasiyla P(r,) = P(1,2) + P(1,3) + P(2,3) ve
P(r;) = P(1,2,3) olur. Genel olarak 1<k <c igin P(ry) =
Yiza,<ap<-<azzc P(@1, 8y, ., ai)  yazilabilir.  Kisaca P(r) =
P, 1<k <c olsun. Boylece Py, k=0,1,.. duragan durumda
sistemde k miisteri bulunmasi olasih@idir.

Ele alinan sistemin Markov 6zelligine sahip oldugu dikkate alinarak
yukarida agiklanan varsayimlar altinda sistemi temsil eden
matematiksel model Es. 1, Es. 2, Es. 3, Es. 4 ve Es. 5 ile elde edilir:

k = 0igin,
—APy+ T P =0, ()
k = 1igin,
APy = A X1 P() = X1 i P()

+Y1cjcrec(pj + 1 )PG,T) =0, @
2<k<c—1igin,
121sa1<~~<ak_15c P(ay, ., ap_1) —
/121sa1<~~~<ak5c Play, .., a) — 3

215a1<~~~<aksc(ua1 +t .uak)P(all B ak) +
215a1<~~~<ak+1sc(ua1 + ot #ak+1)P(a1, e Qp1) =0,
k = cigin,

Alea1<~~~<ak_1scP(a1' SN ak—l) - lPk -
21sa1<---<uksc(l’lu1 +oeet :uak)Pk + (4)
lea1<~~~<aksc(l’lal +oet Mak)Pk+1 =0,

k = c+ 1igin,
APy y — APy — X5-1 MjPy + X5=1 #jPrss = 0. (5

Yukarida verilen denklem sistemi Y;—, P =1 kosulu altinda
¢oziilerek duragan durum olasiliklar1 elde edilebilir. Burada k < ¢
icin Py, olasiliklart alt durumlardan olustugu igin, yani vektor yapili
oldugu i¢in (1) — (5) esitlikleriyle ile verilen matematiksel model
kolaylik agisindan matris gosterimi ile yeniden ifade edilebilir. Daha
sonrasinda ilgili model genellikle faz tipi dagilimlari igeren kuyruk
modellerine uygulanan ve Neuts [44] tarafindan gelistirilen matris
geometrik yontem kullanilarak ¢oziilebilir.

Bir sonraki bolimde heterojen kanalli ve sirali girisli M/M/c kuyruk
modeli matris geometrik yontem ile analiz edilecektir. Literatiirde
kullanilan gosterimlere sadik kalmak amaciyla ilgili model matris
geometrik ¢oziimleme c¢ercevesinde yeniden tanimlanmustir. Ayni
gerekceyle duragan durum olasiliklan i¢in P, yerine m;, gosterimi
tercih edilmistir.

4. Analiz — Matris Geometrik Cozimleme
(Analysis-Matrix Geometric Solution)

Tanimlanan kuyruk sistemi, {N(t),L(t),t = 0} iki boyutlu stirekli
zamanli Markov siireci olarak gosterilmistir. N(t), t — aninda
sistemde bulunan miisteri sayisini gostermektedir. N (t) ayn1 zamanda
stirecin diizeylerine karsilik gelir ve negatif olmayan degerler alir.
L(t), t — aninda mesgul olan kanalin numarasini gosteren vektor
degerli durum degiskenidir ve boyutlar1 siirecin diizeylerine gore
degisim gosterir. Ornegin 5 heterojen kanalin bulundugu bir kuyruk
sisteminde, 1., 3. ve 4. kanallar tarafindan hizmet alan 3 miisteri varsa,
durum degiskeni [3, (1,3,4)] olarak gosterilir.

{N(t),L(t)} Markov siirecine ait durum uzayi, k < c olmak Uzere,
E={(k,i):k=0,1,..;i€L,} olarak tammlanmustir. Sistemde
bulunan miisteri sayis1 i¢in bir tist siir bulunmadigindan N (t) durum
degiskeni, sifirdan sonsuza negatif olmayan tamsayr degerler alir.
Sistemde bulunan k miisteri i¢in bu miisterilerin hangi kanallardan
servis aldigi, i vektorl ile gosterilir. Bu vektor, k boyutlu bir satir
vektorudir. i vektort igin olast vektor degerler kiimesi L; mesgul
kanallarin k boyutlu alternatiflerini icerir. Ornegin 5 heterojen kanalin
bulundugu kuyruk sisteminde, sistemde 3 miisteri oldugu durumda, i
vektorii i¢in olast degerler kiimesi L, Es. 6’da gosterilmistir.

L, ={(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),(1,3,4),(1,3,5), 6
(1,4,5),(2,3,4),(2,3,5),(2,4,5),(3,4,5)}. ©

Burada sistemin bos olmasi, yani k = 0 durumunda L, = {0} olur.
Sistemde bulunan miisteri sayisimin kanal sayisindan fazla olmasi
(k > 0), tiim kanallarin mesgul oldugu anlamina gelir. Bu durumda
sistemin durumu [k, (1,2, ...,¢)] olarak gdsterilir. Boylece durum
uzayl, L. = {(1,2,...,c)} olmak izere, E = {(k,i):k=0,1,...; i €
L.} olarak tanimlanabilir. Ornegin, heterojen kanall ve sirali girisli
M/M/3 kuyruk sistemi i¢in durum uzay1 Es. 7°deki gibi olur.

E = {[0,0],[1,1],[1,2],[1,3],[2, (1,2)], [2, (1,3)], ™
[2,(2,3)],[3,(1,2,3)],[4,(1,2,3)], .. }.

c=3veN(t)=0,1,2,3,4, ... igin durum uzaymin bir deseni Tablo
1’de verilmistir. Tablo 2’de bu g¢alismada kullanilan semboller
agiklamalart ile birlikte verilmistir.

859
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Tablo 1. Kanal sayisi ¢ = 3 i¢in durum uzay: deseni (The state space structure for ¢ = 3 servers)

Miisteri Sayisi

Durum Uzay1 E = {(k,i):k=10,1,...; i € L}

0 [0,0]
1 [1,1],[1,2],[1,3]
2 [2,(1L.2)],[2,(1,3)],[2,(2,3)]
3 [3,(1,2,3)]
4 [4,(1,2,3)]
Tablo 2. Semboller ve agiklamalar1 (Notation and definitions)
Sembol  Agiklama
t Zaman indeksi
N(t) t aninda sistemde bulunan miisteri sayisin1 gosteren degisken
L(t) t aminda mesgul olan kanal sayisin1 gosteren vektor degerli degisken
E Durum uzay1
c Kanal sayis1
Q Gegis hizlar1 matrisi
A Birim zamanda sisteme gelen ortalama miisteri sayist
K j —nci kanalin birim zamanda verdigi ortalama hizmet say1s1
I k boyutlu birim matris
ey k boyutlu yalnizca 1’lerden olusan siitun vektorii
T Duragan durumda sistemde k miisteri bulunmasi olasilig
w, Miisterinin kuyrukta ortalama bekleme stresi
w Miisterinin sistemde ortalama kalma siiresi
L, Kuyrukta bekleyen ortalama miisteri sayist
L Sistemde bulunan ortalama miisteri sayisi

Tanimlanan Markov siirecine ait gecis hizi matrisi @, elemanlar
matris olan {i¢ kdsegen matris formunda olup Es. 8 ile verilmistir. k <
¢ oldugunda alt matris boyutlar1 k’ya bagli olarak degismekte, k > ¢
durumlari igin, tiim kanallar mesgul olacagindan, alt matrisler klasik
M/M/1 kuyruk sistemindeki gibi yazilmaktadir yani skaler degerlerdir.

By Co
A B G
A4, B, G
Q= Accy By Gy )
A, B C
A B C
A B C

Gegis hiz1 matrisinin ana kosegeni By, By, matrisleri ve B skaleri ile
ifade edilirken; tist kogegeni Cy, Cy, Ve Cile, 1 < k < ¢ — 1 durumlart
icin yazilir. Alt késegende ise 1 < k < ¢ durumlar i¢in 4, matrisleri
ve A yer alir. Es. 8 ile verilen Q matrisinin alt kdsegeninde yer alan
Ay matrislerinin boyutlar: (€) x (€, ) olur. I, k boyutlu birim olmak
Uzere Aj’nin genel formunu elde etmek icin asagidaki matrisler Es.
9, Es. Es. 10 tammmlansin:

Hi
M, = ﬂk:+1 ’ 9)
He (c—k+1)x1
My pe—1lc-k+1) ]
Miiq )
I , (10)

be—21, J
M, He—1ly (c—1§+2)x(c—f+2)

o
|
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Ayrica ij=ﬂj1( e ) ve Zp=[Hc Hc-1 Me—t+1])1xk
c—k—j+1

olarak tanimlansin. Bu durumda Es. 11., Es. 12, Es. 13, ve Es. 14
asagidaki gibi verilebilir.

A, = M, (11)
AZ = X2, (12)
[X3 Y34 ]
| Xy Ya |
A3 = I . I ) (13)
ll Xc—l Y3,c—3J|
Zs o
[Xk Y3,k—1 ]
| Xi+1 Y3,k—1 |
Wy, =| " | (14)
I Xeex Yaeos|
| 7z |

Ag'nin genel formu Es. 15°deki gibi yazilabilir.

A (1,1)  A,(1,2)
A= [Ak(2,1) 4,22 (15)
Es. 15°de yer alan A, (2,2) nin boyutlar, m = (;) - (2:;), ven =
(E:; olmak Gzere (m, n) boyutlu olarak yazilabilir ve A, (2,2) igin
genel form Tablo 3’de oldugu gibi elde edilir. Es. 15 ile verilen A
matrisi yinelemeli bir yapiya sahiptir; 6rnegin A, (1,1) bir énceki
diizeyden Es. 16’da oldugu gibi elde edilir:

A(1,1) = A4 (2)2). (16)
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Tablo 3. A (2,2) icin genel form (The general form for 4,(2,2))

Wirr  Yar-—2
- 2 Y5 -3
Wc—l Y4,c—4
Zy

Wk+2 Y4,k—1

W._
A (2,2) ot

Yo k-1

Y5 -2
Y4,C—4
Zy
WC—l Y4,C—4
Zy Y55
ZS Y6,c—6

Yk,c—k
Zk

A (1,2) boyutlar (E:i olan kare matristir, ve A4,(1,2) = Y,,. Son

olarak, m x (Cf;il) boyutlu A, (2,1) sifirlardan olusan bir matristir;
yani Ap(2,1)=0. A,_; matrisi diger 4, (k=12..,c—2)
matrislerinden farkli bir yapida olup, matris formda Es. 17’de

verilmistir.

[Mc—1 Ue-2lz B33 .“115—1]
| Z, |
Ac—l = Il Z3 JI (17)
Zema Ao pxs)
A, Es. 18’de verilmis olup ¢ boyutlu bir satir vektoriidiir.
Ac=[Hc He-a H1lixc - (18)

Es. 8 ile verilen Q matrisinin iist kdsegenini olusturan matrisler Es.
19°de verilmistir.
CG=[2 00 0lixc - (19)
Es. 8 ile verilen Q matrisinin tist kosegeninde yer alan C;,, matrisinin,
(k = 1,2 ...,c — 2) boyutlar da tipki alt — kdsegen matrisler gibi hem
diizeye hem de kanal sayisina bagli olarak degismekte olup boyutlar
(;) X (kfr 1) ile belirlenir ve genel formu Es. 20°de verilmistir.

Co 0
e
I Al(c—k+2)_(c—k+1) 0 |
Ce=\y, 2 . | (20)
ke I AI(C—§+1?_(E—}2(+2) 0 |
Aley_c-1 0
LMo ey
C._, digerlerinden farkl olarak Es. 21°deki gibidir.
(21)

A
M9

Es. 8 ile verilen Q matrisinin ana kdsegenini olusturan B, matrisleri
k=012,..,c—1icin (£) x () boyutludur, ve bu matrisler tekil
olmayan matrislerdir. B, = [—1] olmak Uzere B, (k=1,2,..,n—
1) matrisi Tablo 4 ile verilir.

k > ¢ oldugunda Es. 8 ile verilen Q matrisinde yer alan 4, B ve C
sabitleri yerinde tekrar etmeye baslar ve sirasiyla Es. 22, Es. 23 ve Es.
24 ile verilir.

A= Zj::l M], (22)
B=—(A+351u,) (23)
C=x (24)

5. Duragan durum olasiliklarimin hesaplanmasi
(Computation of the Steady-State Probabilities)

my, A+ B + C’nin duragan durum olasilik dagilimi olmak iizere, hiz
matrisi Q, ancak ve ancak asagidaki kosul altinda pozitif tekrarl bir
matristir (Neuts [45]).
TTAAe > nACe. (25)
Incelenen kuyruk sistemine ait Q matrisinde A4, B ve C skaler degerler
oldugundan, Es. 25 ile verilen duraganlik kosulu, ¢ok kanalli
heterojen kuyruk sistemleri i¢in Eg. 26’daki gibi verilmistir.
A<Tiau (26)
Es. 26 ile verilen duraganlik kosulu altinda, kuyruk sistemine ait
Markov siireci indirgenemezdir ve duragan durum olasiliklar1 elde
edilebilir. Onceki boliimde tanimlanan Markov siireci i¢in duragan
durum olasiliklart vektorii Es. 27°deki gibi tammlansin.

[To T T Te—1 T Teyr -] (27)
Burada bir alt — vekttr olan m,,0 < k < ¢ —1 igin 1 x ({) boyutlu
olup k = c igin skaler bir degerdir. 0 < k < ¢ — 1 oldugunda m, alt
— vektoriiniin normu, duragan durumda sistemde k miisteri bulunmasi
olasiligint verir. 7-Q = 0 esitliginden denge denklemleri matris
formunda Es. 28, Es. 29, Es. 30, ve Es. 31°deki gibi elde edilir.

myBy + mA; =0, (28)
Mp_1Cpq + T By + My 14341 =0, 1<k <c—1, (29)
Me_1Coq+m B+ m-11A=0, (30)
M 1C+mB+mA=0, k>c+1, (31)
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Yukari elde edilen Es. 28 — Es. 31 esitlikleri Es. 1 — Es. 5 ile verilen
matematiksel modele denktir. Duragan durum olasiliklarini elde
etmek i¢in asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 1. Cok kanalli heterojen simrsiz kuyruk sistemi igin servis
disiplini sirali giris oldugunda duragan durum olasiliklar m, =
m.R;, 0<k<c-1vem, =mp"°, k= c+ 1matrisgeometrik
forma sahiptir. Burada R;, = R._1R._; *** Ry Ve Ry, baslangi¢ deger
Ry = —A{B;?* olmak iizere yinelemeli olarak hesaplanir.

Ispat. 0 <k < c—1 durumlari igin, boyutlar1 sistemdeki miisteri
sayisi k’ya bagli olan R matrisleri hesaplanmalidir. Es. 28’den, 7, =
—m, A1 Byt ve Ry = —A; By olmak iizere Es. 32 olur.

Ty = M Ry. (32)
Es. 29°den ve k=1 igin m = -myA4,(RyCo+By)™ Y, R, =
—A,(RyCo + By)~ 1 olmak lizere ; = m,R; olur. k = 2 igin; , =
—m3A3(RCy + By)™Y, R, = —A3(R,C; + B,) ™! olmak izere, r, =
73R, olur. Bu sonug 0 <k <c—1 igin Ry = —A;B;* ve R, =
—Aps1(Ry1Cr—q + B)™t olmak Uzere m, = my 1R, seklinde
genellestirilebilir.

0<k<c—1i¢inR; =R._1R._, -+ R} tammlansin. Bdylece r;, =
n.Ry ile ifade edilen duragan durum olasiliklar1 vektorii matris
geometrik formdadir. Burada 0 <k <c—1 i¢in (Ryp_1Cr_q1 +
By)™*, tekil olmayan matristir ve R matrislerinin boyutlan (,$,) X
(;) ile verilir. Tiim kanallarin mesgul oldugu durumlar i¢in, yani k >
¢+ 1 oldugunda duragan durum olasiliklart vektorii sinirsiz ¢ok
kanalli kuyruk sistemi i¢in matris geometrik formda Neuts [45]
tarafindan Es. 33’deki gibi verilmistir.

m, =m R, k=c+1. (33)
Burada R matrisi Es. 34’in ¢6ziilmesiyle elde edilir.
AR? + BR+C = 0. (34)

Incelenen sistemde A, B ve C skaler oldugundan, Es. 34 esitliginin

AT T AT ) -4y N
A Al sl seklinde elde edilir.

23K

kokleri R, , =

R; kokil 1, R, kokil ise A/ u; olarak ifade edilen trafik yogunlugu
p olarak elde edilir. Tum kanallar dolduktan sonra sistem icin bulunan
R, trafik yogunlugu p’ya esit olacaktir. Bu durumda Es. 33 ile verilen
esitlik Es. 35’ daki gibi yeniden yazilabilir.
T =T p* ¢, k>c+1. (35)

Ispat tamamlanmistir.

Teorem 1 ile tiim duragan durum olasiliklar1 7. cinsinden ifade
edilmistir, ancak duragan durum olasiliklarinin hesaplanmasi igin
m. nin belirlenmesi gerekir. Duragan durum olasiliklar1 toplaminin
1’¢ esit olmasi kogulundan yararlanilarak 7, bulunabilir:

oy + Xpeeme = 1. (36)

0<k<c—1icin m, bir satir vektordiir, Es. 36 esitliginin sag
tarafinda yer alan ilk terim Es. 37°deki gibi yazilabilir.

YT = To€(S) + €6 + T2€(S) + -+ Te1€(.°,) (37)

Burada e, (,Cc) boyutunda ve yalnizca 1’lerden olugan bir siitun
vektordiir. Teorem 1 kullanilarak, my, . cinsinden Es. 38’deki gibi
yazilabilir ve Es. 36 esitliginin ilk kismu Es. 39°deki esitligindeki gibi
elde edilir:

k=0 = meRoe( + meRie + (38)
Tefae(g) o TeRene( sy

Tisome = me Xizo Ree(s). (39)

Es. 36 nin ikinci terimi 77, cinsinden Es. 40’deki gibi elde edilir.

1

Zlc:to:cnk =T 1—p (40)

Es. 39 ve Es. 40, Es. 36°de yerine konularak n., Es. 41°deki gibi elde
edilir.

-1
me = [Zizh Riege) + 1/(1—p)] . (41)
Burada R, = R._1Rc_ - Ry esitligiile ve p = /X5, p; esitligi ile
kolaylikla elde edilir.

5.1. Ortalama kuyruk uzunlugu (Average queue length)

N, rastgele degiskeni duragan durumda kuyrukta bulunan miisteri
sayisini gostersin. Ny 'nun beklenen degeri EN,, ortalama kuyruk
uzunlugunu verir ve L, ile de gosterilebilir. Duragan durum
olasiliklari kullamlarak L, Es. 42°daki gibi hesaplanir.

Ly =ENg = Ykecs1(k —O)my
Lq = Zloco:c+1(k - C)”cpk_c

__»
La =Gz e

(42)

Tablo 4. By icin genel form (The general form for B,)

_Q+2;M)

j#c

c
- A+Z j=1 K

Jj#k—-1

By

)

¥

j#k-2

_Q+z;w)

Jj*1
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5.2. Sistemde bulunan ortalama miisteri sayisi
(Average number of customers in the system)

N rastgele degiskeni, duragan durumda sistemde bulunan miisteri
sayisint gostersin. Sistemdeki misteri sayisi, kuyrukta bulunan
miisteri sayisi ile hizmet alan miisteri sayis1 toplamudir. N rastgele
degiskeninin beklenen degeri L ile gosterilir ve sistemdeki ortalama
miisteri sayisini verir. Duragan durum olasiliklari kullanilarak L Es.
43’deki gibi hesaplanir.

L=EN =Y} kmcRie(e) + Ei=c km pk=c

e—1 1 o c (43)
L= (2k=%) kRke(,i) + E) T+

_r
a-pp e

Dikkat edilirse Es. 43’in son terimi L, dur. Sistemdeki ortalama
miisteri sayisi; servis alan ortalama miisteri sayis1 ile kuyrukta
bekleyen ortalama miisteri sayisinin toplamu olarak elde edilmistir.

5.3. Kuyrukta bekleme siiresinin dagilim
(Distribution of the waiting time in the queue)

T, rastgele degiskeni, duraan durumda kuyrukta harcanan siireyi
gostersin ve W (t) bu siireye ait dagilim fonksiyonu olsun. Gelen bir
miisterinin beklemeden hizmet alabilecegi diislincesiyle dagilim
fonksiyonu igin genel gosterim Es. 44’daki gibidir (Gross vd. [46]):

W,(t) = Pr{T, <t} =
W, (0) + = Pr{k — c + 1 tamamlanma<t (44)
[sisteme k gelen olmasi}my.

Gelen bir miigterinin beklemeden hizmet almasi olasiligi Es. 45°daki
gibi elde edilir.

W,(0) = Pr{T, =0} = Pr{N < c— 1} = 3¢}, )
Wq(0) = m: X525 Riceo)-
k = ¢ oldugunda, sistemden ayrililar Z;zlu ; hiziyla Poisson olur.
Bu durumda ardigik ayrilmalar arasi gegen siire 1/ Z§:1 u; ortalama

ile tstel dagilima uyar ve (k —c+ 1) tamamlanma icin gereken
stirenin dagilimi (k — ¢+ 1) tipi Erlang olur. Boylece kuyrukta
bekleme siiresinin dagilim fonksiyonu Es. 46’deki gibi verilir.

W (1) = We(0) +

¢ ui(xye_ u)C c (46)
Yrec Tk fot Z—"lﬂ’(;i;”’) e~ (Biat)x gy

m;, olasiliklar1 yerine 7, cinsinden esitligi yazilip Es. 46 yeniden
dzenlenirse, W, (t) Es. 47°deki gibi yazilabilir.

W) = Wy (0) + 5y g Jy P EimntileBimatidxax, (47)

0

Buradan dagilim fonksiyonu W, (t) Es. 48’deki gibi elde edilir.
W, () = e T52h Rie(e) - ncﬁ (e-@i:wf)(l-ﬂ)t - 1). (48)

Kuyrukta bekleme siiresinin olasilik yogunluk fonksiyonu, Es. 48
esitliginin t’ye gore tiirevinden Es. 49°deki gibi elde edilir.

W, (t) =, 25:1#1' e~ =P (Efout (49)

Kuyrukta ortalama bekleme siiresi (W, ), T, nun beklene degeridir ve
Es. 49 kullanilarak Es. 50°deki gibi elde edilir.

1
Vo = s ™ (50)
Not. Ortalama kuyruk uzunlugu Little esitligi ile Es. 50 kullamlarak
bulunabilir. Sistemde ortalama harcanan zaman (W) yine Little
esitligi ile elde edilebilir. Ayrica W siral1 giris hizmet disiplini altinda
heterojen kanalli kuyruk modeli igin Es. 51°daki gibi bulunabilir:

c
= - 1
wW=w,+ S (51)
Siralt giris hizmet disiplinine sahip M/M/2 kuyruk sistemini ele
alalim. y; = u, icin biitiin kanallarin dolu olmast olasilig1 ve ortalama
kuyrukta bekleme siiresi sirastyla 7, ve W, olsun.

Teorem 2. Swral: girisli MIM/2 modelinde u; + p, = p kosulu altinda
Iy = py icin W, < W, olur.

Ispat. Siralt girigli M/M/2 kuyruk modeli igin gegis hizlar1 matrisi Q
Es. 52°deki gibidir.

Bo Co 0 0 0 0 0 -
A S 000
_ ;
=10 0 a4 B c 0 0 - (52)
lo 0 0 A B C O J
0 0 0 0 “ = = -~

BuradaBy = -4, Co=[A 0],C,=[1 Al A =[th K], A=
M2 1], A=u +py B=—(@A+u +u), C=1 ve B =

[—(l(-)l-lh) _(/1:)_“2)], Q matrisinden ve Teorem 1’den m,
olasiligt Es. 53’deki gibi elde edilir.

_ [rapa QA+ p+py) | uatu, L_1
nz—[ A2(A+uz) + 2 +1_p] . (53)

Burada p = /(i + u,)’dir. Es. 53 esitliginin sag tarafindaki ilk
terimin paydasinda yer alan A%2(A+ p,)’den dolayt w; +p, = u
kosulu altinda u; > u, igin 1’e esit olasilikla 7, < 7, elde edilir. W,
icin verilen Es. 50 formiilii dikkate alinirsa VT/q < W, oldugu agiktir.
Ispat tamamlanmustir.

6. Sayisal analiz (Numerical analysis)

Bu bolimde amag onceki boliimlerde elde edilen teorik sonuglari
(¢, W) belirli parametreler igin hesaplamak ve en hizli servis kural
altinda kuyrukta ortalama bekleme siiresinin (W) en kiiiik oldugunu
sayisal olarak gostermektir. Bunun i¢in bulut tabanli mikroservis
mimarisinde APl (Application Programming Interface — Uygulama
Programlama Arayiizii) isteklerinin iglenmesi sirali girigli ve
heterojen kanalli bir kuyruk sistemi olarak ele alinabilir.

Bulut bilisim altyapilar1 iizerinde c¢alisan mikroservis tabanli
uygulamalar, yiiksek sayida ve rastgele anlarda gelen kullanici
taleplerini kargilamak zorundadir. Bu tiir sistemlerde, istemcilerden
gelen APl istekleri genellikle bir AP1 gecidi (APl Gateway) tizerinden
toplanmakta ve arka planda calisan birden fazla hizmet kanali
tarafindan islenmektedir. Ele alinan sistemde, diinya genelinde ¢ok
sayida bagimsiz istemcinin (mobil uygulamalar, web istemcileri veya
tigiincii parti servisler) API istekleri gonderdigi varsayilmaktadir.

Istemciler birbirlerinden bagimsiz ve sisteme gelen istekler A
parametreli (hiz1) Poisson siireci olsun. API Gateway tarafindan kabul
edilen tiim istekler, herhangi bir kayip yasanmaksizin merkezi bir
tampon bellek veya mesaj kuyruguna yonlendirilmektedir. Bu kuyruk,
sistemin pratikte ¢ok biiylik bir kapasiteye sahip olmasi nedeniyle
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siirsiz olarak kabul edilmektedir. Kuyruk disiplininin, gercek
sistemlerde yaygin olarak kullanilan ilk gelen ilk hizmet alir kuralina
gore calistig1 varsayllmaktadir. Arka planda, API isteklerini isleyen
bes adet mikroservis (container, sanal makine veya pod)
bulunmaktadir. Bu mikroservisler, kuyruk kurami baglaminda hizmet
kanallart olarak modellenmektedir. Her bir mikroservis ayn1 yazilimi
calistirmakla birlikte, farkli donanim kaynaklarina sahip olmalari,
farkli diiglimler lizerinde c¢aligmalart veya anlik sistem yiiklerinin
degisken olmasi nedeniyle, bunlarin ortalama hizmet hizlar
birbirinden farklidir. Varsayalim her bir mikroservis hizmet siiresi
uj j=1,2,3,4,5) parametresi ile Ustel dagilima sahip olsun.
Sisteme gelen istekler bos olan kanallardan indeks numarasi en diisiik
olan kanalda 1’e esit olasilikla hizmete baslasin. Biitiin kanallar dolu
ise kuyruga girsin. Bu gercevede ele alinan sistem sirali girisli ve
heterojen kanalli M/M/5 kuyruk sistemi olarak modellenebilir.

Yukarida tammlanan varsayimlar altinda, farkl trafik yogunlugu
degerleri (p < 1) i¢in tiim hizmet kanallarimin ayn1 anda mesgul olma
olasiligr (m5) ile sistemin temel performans odlgiilerine iligkin tam
¢ozlimler iki farkli hizmet disiplini i¢in Tablo 5’de kiyaslamali olarak
sunulmaktadir. Analizlerde, hizmet kanallarinin ortalama servis

hizlar1 swrasiyla py =18, pu, =84, u3; =73, puy, =38, us =96
olarak alinmigtir. Matematiksel modelin sayisal sonuglari (tam
¢oziimler) MATLAB programu ile elde edilmistir.

Tablo 5’de, farkli trafik yogunluklari igin gelis hiz1 A, tiim kanallarm
mesgul olma olasihig s, Kuyrukta ortalama bekleme siresi W, ve
ortalama kuyruk uzunlugu L, degerleri verilmistir. Tablodaki
sonuclar incelendiginde, diisiik trafik yogunluklarinda tiim kanallarin
mesgul olma olasiliginin oldukea kiigiik oldugu, buna bagli olarak
kuyrukta ortalama bekleme siiresi ve kuyruk uzunlugunun ihmal
edilebilir diizeylerde kaldigi goriilmektedir. Trafik yogunlugunun
artmastyla birlikte W, ve L, degerlerinde belirgin bir artig
gozlenmektedir. Bununla birlikte, en hizli servis kuralinin
uygulanmasi  durumunda, Ozellikle orta ve yiiksek trafik
yogunluklarinda, kuyrukta ortalama bekleme siiresi ve ortalama
kuyruk uzunlugu degerlerinin anlamli bigimde azaldigi dikkat
cekmektedir. Bu bulgular, heterojen hizmet kanallarina sahip
sistemlerde servis hizlarinin uygun bi¢imde diizenlenmesinin, sistem
performans: {izerinde Onemli bir etkiye sahip oldugunu ortaya
koymaktadir. Elde edilen bulgular sirasiyla Sekil 1 ve Sekil 2 ile
gorsellestirilmistir.

Tablo 5. Tam ¢oziimler (Exact solution)

INKAHH EHSKAHH
W =184y =84, 3 =73, 4y =38, s =96 gy =18, py =84, i3 = 73, y = 38, s = 96
p A s Vl/q Lq Ty Wq Lq
0,10 31 0,0003977 1,59017E-06 4,92954E-05  5,80111E-05  2,31942E-07  7,19021E-06
0,30 93 0,0227601 0,000150739 0,01401870 0,00891136 5,90194E-05  0,005488810
0,50 155 0,0840641 0,001095290 0,16976900 0,05687340 0,000741013  0,114857000
0,70 217 0,1271370 0,004641460 1,00720000 0,11051800 0,004034740  0,875539000
0,90 279 0,0768670 0,026391000 7,36309000 0,07464400 0,025627800  7,150150000
INKAHH: Indeks Numarast Kurali Altinda Hizmet Hizlar;; EHSKAHH: En Hizli Servis Kurali Altinda Hizmet Hizlari
003 pvs‘ Wq
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Sekil 1. Kuyrukta ortalama bekleme siiresinin p’ya bagl degisimi (Variation of the mean waiting time in queue as a function of p)
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Sekil 2. Ortalama kuyruk uzunlugunun p’ya bagli degisimi (Variation of the mean queue length as a function of p)

Bu tur bir modelleme, bulut tabanli mikroservis mimarilerinde
kapasite planlamasi, hizmet kalitesi degerlendirmesi ve servis diizeyi
anlagmalarimin saglanmasi gibi pratik problemlerin incelenmesinde
dogrudan uygulanabilir niteliktedir. Ayrica, sistem boyutunun
artmastyla birlikte tam ¢oziimlerin hesaplanmasi zorlagmakta hatta
neredeyse imkansiz hale gelmektedir. Bu tiir uygulama senaryolari
ilgili sistemlerin analizinde sezgisel ve yaklagik yontemlerin
gelistirilmesini daha da 6nemli kilmaktadir. Bu dogrultuda bir sonraki
bolimde sirali girigli M/M/c kuyruk sistemi igin bir benzetim
algoritmasi Onerilecek ve elde edilen benzetim ¢6ziimleri tam
¢ozlimler ile kiyaslanarak analiz edilecektir. Bu analiz sayesinde
sonuglarin dogrulugunun ve uygulanabilirliginin tespit edilmesi
Ongorilmektedir.

7. Benzetim algoritmasi ve performans analizi
(Simulation algorithm and performance analysis)

Bu boliimde, heterojen hizmet kanallarina sahip kuyruk sistemi igin
elde edilen tam (analitik) sonuglar ile benzetim (similasyon) yoluyla
elde edilen sonuglar karsilagtirilmaktadir. Hem tam ¢oziimler hem de
benzetim sonuglari MATLAB ortaminda gelistirilen programlar
araciligiyla hesaplanmistir. MATLAB yazilimmin matris tabanli
hesaplama kapasitesi dikkate alindiginda, tam ¢6ziimler en fazla ¢ =
14 kanal i¢in hesaplanabilmektedir. On bes ve daha fazla kanal i¢eren
sistemlerde, durum uzaymin istel olarak bilyiimesi nedeniyle olusan
matris boyutlar, MATLAB’in pratik hesaplama sinirlarini
asmaktadir. Bu nedenle, bu béliimde oncelikle 14 hizmet kanalina
kadar olan sistemler i¢in tam ¢Oziimler ile benzetim sonuglari
karsilagtirilmakta ve elde edilen farklar yiizde cinsinden hata 6lgiileri
kullanilarak degerlendirilmektedir. Bu karsilasgtirma, hem benzetim
yaklagiminin dogrulugunu ortaya koymak hem de yiiksek boyutlu
sistemlerde analitik ¢oziimlere alternatif olarak kullanilabilirligini
degerlendirmek agisindan 6nem tagimaktadir.

Sirali girisli, heterojen kanalli M/M/c kuyruk sisteminin performans
olgiileri icin tam ¢dziimlerin hesaplanmasi kanal sayisi arttiginda (¢ >
15) imkéansiz hale geldiginden, dogrudan kesikli olay benzetiminin
(bkz. Banks vd. [47]) kullanilmast performans o&lgiilerinin
hesaplanmasi igin iyi bir alternatiftir. Bu ¢alismada tanimlanan
kuyruk sisteminin davramgi icin tasarlanan kesikli olay benzetim
algoritmasi agagidaki gibi verilebilir:

Adim 1: Toplam miisteri A, Wi j = 1,2,..,c
parametrelerini tammla ve p = A/, ; u; hesapla.

Adim 2: Her benzetim tekrari igin gelis ve ayrilis siirelerini sirasiyla
Ustel(2) ve Ustel(u;) olacak sekilde iiret.

Adim 3: Olay zamanini, kanallarin durumlarini, kuyruk disiplinini ve
miigteri sunucu eglesmesini baslangic aninda bog olarak tamimla.
Adim 4: Bir sonraki gelis ve ayrilis zamanlarim karsilastirarak olay
tiiriinii (gelis/ayrilis) belirle.

Adim 5: Tiim kanallar doluysa gelen miisteriyi kuyruga al, aksi halde
gelen miisteriyi, indeks numarast en kiiciik olan bog kanala ata ve
ayriliy zamanini planla.

Adim 6: Eger kuyruk doluysa siradaki miisteriyi bosalan kanala ata,
eger kuyruk bossa ilgili kanali bos duruma getir.

Adim 7: Tiim miisteriler sistemden ayrilana kadar Adim 4-6'yi
tekrarla.

Adim 8: Tamamlanan tekrarlar igin performans él¢iilerini hesapla.
Adim 9: Tiim tekrarlar iizerinden ortalama performans élgiilerini elde
et.

sayisini,  C,

Tam c¢oziimler ile benzetim yaklagimi kullanilarak elde edilen
sonuglarin dogrulugunu degerlendirmek amaciyla, her iki yontem ile
hesaplanan kuyrukta ortalama bekleme stiresi () Tablo 6’da
karsilagtirmali olarak sunulmustur. Bu Kkarsilastirma elde edilen
benzetim sonuglarimin tam ¢Oziimlere oranla hata degerlerini
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|tham— Wy yaksallk|

kullanmaktadir  ve  %hata = *100  seklinde

qtam
hesaplanmaktadir. Tablo 6’de kullanilan sistem konfigiirasyonlari
rastgele olusturulmus ve her bir sistem i¢in hizmet kanallarina ait
parametreler Tablo 7’de verilmistir.

Tablo 6’de, siral1 girisli M/M/c kuyruk sistemi icin tam ¢ozumler ile
benzetim yaklagimi kullanilarak elde edilen kuyrukta ortalama
bekleme stiresi W, degerleri karsilastirilnstir. Elde edilen sonuglar,
yaklagik ¢Oziimlerin tam ¢oziimlerle yiliksek diizeyde uyumlu
oldugunu géstermektedir. incelenen tiim kanal sayilar1 igin yiizde hata
degerleri genel olarak olduk¢a diisiik olup, ¢ogu durumda %1’in

altinda kalmaktadir. Bu bulgular, benzetim yaklasiminin séz konusu
sirali girigli M/M/c kuyruk sistemi icin kuyrukta ortalama bekleme
stiresinin hesaplanmasinda giivenilir ve etkin bir alternatif sundugunu
ortaya koymaktadir.

15 ve daha fazla kanala sahip sirali girisli M/M/c kuyruk sistemi igin
MATLAB programinda elde edilen benzetim sonuglar1 Tablo 8’de
sunulmustur. Tablo ’da kullanilan hizmet kanallarina ait parametreler
Tablo 9’da verilmistir.

Tablo 8’de sistem yogunlugu p ile performans Olgiileri arasindaki
iligki acik bir bigimde goézlemlenmektedir. Trafik yogunlugunun

Tablo 6. Siral1 girigli M/M/c kuyruk sistemi i¢in tam ve yaklagik hesaplamalar
(Exact and approximate calculations for the M/M/c queue with ordered entry)

Kanal say1s1

W %

q q

c P A Tam Coziimler Yaklasik Coziimler ~ Hata

2 0,775701 83 0,0301525 0,0301804 0,0925
3 0,364162 63 0,0013260 0,0013252 0,0603
4 0,183594 47 0,0000541 0,0000543 0,3697
5 0.105431 33 5,680E-07 5,699E-07 0,3346
6 0,747525 302 0,0044409 0,0045334 2,0829
7 0,974160 377 0,0928157 0,0917995 1,0949
8 0,434368 182 0,0001663 0,0001654 0,5412
9 0,822430 352 0,0067922 0,0067899 0,0339
10 0,299595 148 5,861E-06 5,649E-06 3,6171
11 0,647416 426 0,0006314 0,0006322 0,1267
12 0,727642 358 0,0019239 0,0019088 0,7849
13 0,752860 658 0,0013251 0,0013309 0,4377
14 0,597260 436 0,0002343 0,0002309 1,4511

Tablo 7. Tablo 6’de verilen hesaplamalar i¢in parametreler (The parameters used for the calculations presented in Table 6)

M/M/c [Ha, po,..., He]

MIM2 | [97 10]

MIM/3 | [28 62 83]

MIM/4 | [33 8249 92]

M/M/5 [100 42 96 10 65]

M/M/6 [59 38 56 60 99 91]

M/M/7 [68 44 54 77 97 13 34]

M/M/8 [29 97 22 26 69 98 10]

M/M/9 [46 18 22 95 97 62 15 31 42]

M/M/10 [32 58 20 73 47 29 57 49 94 35]

M/M/11 [25 81 3529 99 68 70 71 86 46 48]
M/M/12 [56 30 26 68 35 88 26 17 29 11 57 49]
M/M/13 [72 90 22 86 82 39 35 71 92 72 26 97 90]
M/M/14 [8184 57 42 14 68 33 38 31 40 63 33 46 100]

Tablo 8. Siral1 girigli M/M/c kuyruk sistemi i¢in yaklagik hesaplamalar (Approximate calculations for the M/M/c queue with ordered entry)

Kanal sayis1 INKAHH EHSKAHH

(©) p 2 . w, L, , w, L,
15 0,80 692 0,0721653 0,00209842 1,4539 0,05612040 0,00160847 1.11400
16 0,60 570 0,0210867 0,00013721 0,0790 0.00793013 0,00005271 0.03030
17 0.90 621 0,0619723 0,00908066 5,6447 0,05732240 0,00828829 5,15054
18 0,50 473 0,0054654 0,00002285 0,0101 0,00055454 0,00000175 0,00105
19 0,70 861 0,1126190 0,00029789 0,2581 0,02087860 0,00018244 0,15799
20 0,95 969 0,7840060 0,01485220 14,392 0,742638 0,0146661 14,2205

Tablo 9. Tablo 8’da verilen hesaplamalar i¢in parametreler (The parameters used for the calculations presented in Table 8)

866

M/M/c [Ha, pa,..., He]

M/M/15 [94 61 57 25 51 67 28 46 72 1570 84 83 20 92]

M/M/16 [60 65 49 71 76 12 84 20 95 75 99 10 92 92 20 30]

M/M/17 [28 69 2583 96 97 1549 53 125 16 15 83 26 10 8]

M/M/18 [51 4091 44 57 4 57 66 66 78 2 87 48 47 10 100 15 83]
M/M/19 [68 84 41 97 50 64 11 60 60 9392 72 64 78 10 73 81 85 55]
M/M/20 [93 65442176 6422351512287595921054 17 24 98 80]
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diisik ve orta diizeyde oldugu durumlarda (0,50 < p < 0,60)
kuyrukta ortalama bekleme stiresi W, ve ortalama kuyruk uzunlugu
Ly degerlerinin son derece kiigiik oldugu goriilmektedir. Buna
karsilik, yiiksek sistem yogunlugu altinda (0,90 < p < 0,95)
performans olgiilerinde belirgin bir artis gézlemlenmektedir. Ayrica,
en hizli servis kurali altinda elde edilen W, degerlerinin, en hizli servis
kurali uygulanmadan dnce elde edilen benzetim sonuglarina kiyasla
tiim senaryolarda daha diisiik oldugu acik bir sekilde goriilmektedir.
Bu durum, servis disiplininin kuyruk performansi tizerinde 6nemli bir
etkiye sahip oldugunu ve uygun servis kurallarinin segilmesiyle
bekleme siirelerinin daha da azaltilabilecegini gostermektedir.

8. Sonuglar (Conclusions)

Bu ¢aligmada, sinirsiz kapasiteli, heterojen kanalli ve sirali girisli
M/M/c kuyruk modeli ayrintili bir sekilde incelenmistir. Gumbel’in
[5] calismasindan farkli olarak, rastgele se¢im disiplini yerine sirali
giris hizmet disiplini benimsenmis; bu kiigiik degisiklik, sistemin
matematiksel modellenmesini kokten degistirmistir. Bu baglamda,
hizmet disiplininin, o6zellikle heterojen c¢ok kanalli kuyruk
sistemlerinin modellenmesi ve analizinde belirleyici bir rol oynadig1
acikca ortaya konmustur. Sirali giris hizmet disiplini, bir sistemde
karsilagilabilecek miisteri davraniglarimi daha gercekei bir sekilde
yansitarak sistem dinamiklerinin dogru temsilini saglamis ve analitik
¢oziim siireclerinde yenilikgi bir perspektif sunmustur.

Kuyruk sistemini karakterize eden Markov siireci ve bu siirece iliskin
gecis hizi matrisi tanimlanmustir.  Gegis hizi matrisinin  stnurl
durumlarim temsil eden alt matrislerin genel formlari tiiretilmis,
matris geometrik yontemi kullanilarak duragan durum olasiliklart
hesaplanmustir. Bu olasiliklar temel alinarak, sistemdeki ve kuyrukta
bekleyen ortalama miisteri sayilari elde edilmis; ayrica, kuyrukta
bekleme siiresinin dagilim fonksiyonu tiiretilerek ortalama bekleme
stiresi i¢in analitik bir formiil sunulmustur. Heterojen kanalli ve siralt
giris disiplinine sahip M/M/2 kuyruk modeli 6zelinde, en hizli servis
kurali altinda kuyrukta ortalama bekleme siiresinin minimum oldugu
matematiksel olarak ispatlanmistir. Bu ispat, heterojen sistemlerde
optimal hizmet disiplininin belirlenmesine yonelik nemli bir katk1
saglamaktadir. Son olarak, MATLAB ortaminda tasarlanan kesikli
olay benzetim modeli kullanilarak sistemin temel performans 6lgiileri
hesaplanmig ve bu degerler matris geometrik yontemle elde edilen
tam sonuglarla karsilastirilmustir. Karsilastirmali analiz, benzetim
yoluyla elde edilen sonuglarin analitik bulgularla tutarli oldugunu ve
gozlenen sapmalarin sinirli diizeylerde kaldigini gostermektedir. Bu
bulgular, o6nerilen modelin ve ¢dziim yaklasiminin gegerliligini
sayisal olarak desteklemektedir.

Bu calismada elde edilen bulgular, heterojen kanalli kuyruk
sistemlerinde hizmet disiplininin belirleyici rolini ortaya koymakla
birlikte, asagidaki aragtirma yonlerine de kapi aralamaktadir:

e Heterojen kanalli kuyruk sistemlerinde sirali giris hizmet
disiplinine ek olarak, dncelik tabanlt se¢im, en diisiik yiik disiplini
ve dinamik kanal secimi gibi alternatif hizmet disiplinlerinin analizi
ele almabilir. Bu tiir galigmalar, farkli hizmet disiplinlerinin
performans Olgiileri iizerindeki etkilerinin karsilastirilmasina
olanak saglayacaktir.

e Mevcut ¢aligma sinirsiz kapasiteli sistemlere odaklanmustir. Ancak
pratik uygulamalarda kuyruk kapasitesinin sinirli oldugu durumlar
yaygindir. Bu nedenle, heterojen kanalli ve sirali giris disiplinine
sahip sinirli kapasiteli modellerin incelenmesi, kaybolan miisteri
olasiliginin degerlendirilmesi ve optimizasyonu agisindan &nemli
bir aragtirma konusudur.

e Heterojen hizmet hizlarimin maliyet, enerji tiiketimi ve kaynak
kullanimu tizerindeki etkilerinin modele dahil edilmesi, 6zellikle

enerji verimli ve siirdiirtilebilir sistem tasarimlarma yonelik
analizlerin gelistirilmesine katki saglayacaktir.

e Insan tabanli hizmet sistemlerinde yorgunluk, 6grenme egrileri ve
motivasyon gibi davramsgsal faktorlerin  heterojen kuyruk
modellerine entegrasyonu, saglik, perakende ve ¢agri merkezi gibi
uygulama alanlarinda daha gercekgi performans
degerlendirmelerinin yapilmasina imkan taniyacaktir.

Bu oneriler, heterojen kanalli kuyruk modellerinin teorik sinirlarmi
genisletmeyi ve ger¢cek diinya uygulamalarina entegrasyonunu
giclendirmeyi amaclayarak, kuyruk teorisinin akademik ve
endiistriyel degerini artirmaya yonelik bir yol haritas: sunmaktadir.
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