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Bu ¢alismada kiitle merkezi ve kayma merkezi ¢akismayan bir acik kesitli
kirigin, zorlanmug titresimlerinin incelenmesi igin geligtirilen yeni bir analitik
model tanitilmaktadir. Kirigin birbirine dik iki eksendeki egilme titresimleri
ve burulma titresimleri birarada olusmaktadir. Sunulan analitik model,
dalga yaywmu teorisi kullanilarak gelistirilmistir. Bu c¢aligma, modelin
tanutilmast amaciyla yalniz basit mesnetli uglar igin hazirlannug ve kesitteki
burusmanin etkisi goz oniinde tutulmamustir. Calismada, zorlama noktasal
harmonik kuvvet olarak alinnustir. Kiris Euler-Bernoulli kirisi olarak

varsayumugstir.

GIRIS

Acik  kesitli  kirisler, havacilik  yapilarinda
direngenlik arttiric1 olarak (stiffeners) yaygin bir sekilde
kullanilmaktadirlar. Bu tiir kiriglerin  kullanildig1
uygulamalarin sonucunda, genelde kirig kesitlerin kiitle
ve kayma merkezleri cakigmamakta ve eZilme
titregimleri  ile  burulma titregimleri  birarada
olugmaktadir. Bu olgu kiriglerin ve bagh bulunduklar
yiizeylerin dinamik davraniglanni etkilemekte ve
Ozellikle belli frekans araliklarinda kiris davramiginin
tiim yapiy1 yonlendirdigi goz Oniine alinirsa, son derece
onemli olmaktadir.

Acik  kesitli  kiriglerin  dinamik  davramglarmi
inceleyen ilk aragtirmacilardan biri Gere [1,2] olmus ve
birarada olugan titregimlerin 6zdegerlerini basit mesnetli
uclar icin saptamigtir. Dokumaci [3], bir eksene gore
simetrik durumlar icin, ozdegerleri ve 6z vekidrleri
belirleyen bir analitik model gelistirmigtir. Ancak bu
calismalar serbest titresim Ozelliklerini incelemekle
sinirh kalmiglardar.

Mead [4] tarafindan Onerilen ve Yaman’in
gelistirdigi [5] dalga yaymmimi  yaklagimi (wave
propagation approach) sabit kalinlifa sahip kirig ve
plak yapilarinin zorlanmig titresimlerinin
incelenmesinde cok olumlu sonuglar vermistir [6].
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Ozellikle birden fazla noktada desteklenen yapilarda ve
desteklerin kiitle ve direngenlik 6zelliklerinin (inertia
and stiffness properties of stiffeners) 6nem kazandig:
karmagik durumlarda 6nerilen kesin analitik yaklagimin
sonuglari, deneysel sonuglarla ¢ok uyumlu bulunmustur
[71.

Yaman, dalga yaymimi yaklasimi kullanarak, bir
eksene gore simetrik, acik kesitli kiriglerin bir arada
olusan zorlanmig egilme ve burulma titresimlerinin
incelenmesinde kolaylik saglayan yeni bir analitik
yontem gelistirmis ve bunu basit mesnetli, kilitli ve
serbest uglar i¢in uygulamigtir [8,9].

Bu caligmada iki eksene gore de simetrik olmayan
acik kesitli kirigler ele almmigtir. Kiitle merkezi ve
kayma merkezinin ¢akismamasindan dolayi, birbirine
dik iki eksende olan egilme titregimleri (bending
vibrations), burulma titresimleri (torsional vibrations)
ile bir arada olusmakta ve iicli baglasma
(triple-coupling) ~ olarak  tamimlanabilen  durum
olugmaktadir. Dalga yaymumi teorisi yardimiyla
birarada olugan titregimler birbirleri cinsinden ifade
edilebilmektedir.  Caligma, yontemin  tanitdmast
amaciyla, sadece basit mesnetli uglan icermekle
birlikte; onerilen yontem klasik olmayan smir kosullart
i¢in de kullanilabilmektedir.
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Sekil 1°de verilen kesiti goz oniine alahm. Sekilde C
kiitle merkezini, O kayma merkezini, Cy ve ¢z kiitle ve
kayma merkezi arasindaki kacikliklari, w ve v sirasiyla,
kayma merkezinden gegen, z ve y yonlerindeki dikey
yer degistirmeleri gostermektedir. v ve &, C 'den gecen
eksen takimidir. Kiitle merkezine uygulanan bir dikey
yiik (transverse load) kayma merkezine gore hem dikey
yiik, hem de tork etkisi yaratir ve bu da titregimlerin
baglagmasina neden olur. Buna gore kirisin hareket
denklemi, birarada olusan ii¢ denklem cinsinden
bulunur [1, 2].
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Burada Elg , z yoniindeki ve Ely , y yoniindeki dikey
direngenlikleri, Elve yz yonlerindeki dikey baglasma
direngenligini,GJ burulma sabitini, I, kayma merkezine
gore polar eylemsizlik momentini, p kiris malzeme
yogunlugunu, E Young meodiiliinii, A kiris sabit kesit
alanim, ¢ burulmay, t zamani simgelemektedir.

Bu denklem takimi ticli baglagmay1
tammlamaktadir. y ve z yonlerindeki titresimler
arasinda direngenlik baglasmas: (stiffness coupling), w
ile ¢ ve v ile ¢ titresimleri arasinda ise Kkiitlesel
baglagsma (mass coupling) bulunmaktadir.

Dikey yer degistirmeler ve burulma,

W (X, t) = wp ek X e iot

v (X, t) = vy ek g iot

¢ (x, 1) = dp ekyX e it @)
olarak ifade edilebilir [4]. Burada wy, vy ve ¢n n’inci
biiyiikliikleri, kn n’inci dalga sayismi, o acisal frekansi

belirtmektedir. Eger bagmular (1) ve (2) birlikte
kullanilirsa, agagidaki matris denklemi elde edilir.
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Bu denklemde m birim uzunluk boyunca kiitleyi
simgelemektedir (m=pA).

Matrisin agilimi agagidaki onuncu dereceden dalga
sayisi, kp, denklemini verir,
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simdi Sekil 2’yi g6z Oniinde tutalim. Dalga yaymimi
teorisine gore sabit kalinlikta, sonsuz uzunluktaki,
soniimsiiz bir kirisin x=0 noktasinda harmonik bir
noktasal kuvvetle (Fy) zorlanmasi sonucu her iki yone
ilerleyen ikiger dalga olusur. Dalgalarn toplam1 hareket
denkleminin derecesine esit olmaktadir. Bir yonde
ilerleyen dalgalardan biri ¢abuk sonen (near-field),
digeri ise taginan (propagating) tipte dalgadwr. Buna
gore kirigin herhangi bir x noktasindaki dikey yer
degigtirme (transverse displacement), agsagidaki sekilde
bulunur [4].

2 ' .
wx, )=F, Y ae knxemt

n=1

&)

Burada ky’ n’inci kirig dalga sayisini, a,’ ise kuvvetin
uygulandift noktadaki uyumluluk ve siireklilik
kogullarinin ~ saflanmasiyla bulunan ve  sistem
parametreleri ile frekans cinsinden elde edilen n’inci
katsay1y1 gostermektedir [4].

Aym yaklagim iicli baglasmaya ugramig kirige
uygulanirsa, herhangi bir noktasal zorlama sonucu her
iki yonde beser dalganin yol almasi gerektigi bulunur.
Bagmu (4), yapida on adet dalga oldugunu, bunlardan
besinin pozitif x, diger besinin de negatif x yGniinde
yaymdigmi gostermektedir. Bir yonde ilerleyen bes
dalganin dordii egilme dalgalarini, besincisi ise burulma
dalgasim1  simgelemektedir. Efilme ve burulma
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Noktasal Dikey Zorlamanin Yarattigi Dalgalar
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titresimlerinin  bir arada olusmadig1 varsayilirsa, z
yoniindeki titregimler i¢in dort, y yOniindeki titregimler
icin dort ve burulma icin iki dalga olusacag: ve iig
grubunda bagimsiz olarak degerlendirilmesi gerektigi
belirgindir. Ancak baglagmanin varligi bu on dalganin
birbirlerini etkileyip bir arada olusmalarina neden
olmaktadir.

Buna gore, kiitle merkezinden gecen, z yoniindeki
P, dikey kuvveti sonsuz ve sabit kalinliga sahip bir
kirigte, herhangi bir x noktasinda agagida verilen
tepkeleri (response) olusturur.
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w®=P, Y a e n*

n=1

5 -k
v®=P, ¥ b, e

n=1

5 .
o ®=P, 3 c, ¢ 0¥ ©)

n=1

an  degerleri, direngenlik baflagsmas:  olmayan
durumlarda, asagida belirtilen uyumluluk ve siireklilik
kogullarmin  saglanmasiyla olugturulacak  matris
denkleminin sayisal ¢oziimii ile elde edilir.

P
EI&aw I =_Z
3 2
0x x=0
dw | =o0
xx=0
3
EIDd—; | =0
dx x=0
dv | =0
dxx=0
P.c
gy 49 | =% @)
dx 2
x=0

Gerekli olan by ve cp degerleri, tiim baglagmalar
gozoniinde tutuldugunda, baginular 2) ve (3
kullanilarak a;, cinsinden bulunur.

bp =TI, a,

Cn=Cnap
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Eger dikey yiikleme sadece y yoniinde olursa, ya da
ayni zamanda hem y hem de z yonlerinde gerceklesirse,
bagmti (7)’de kullanidan sinir kosullari  yeniden
diizenlenmelidir.

Zorlama sonucu yayilan dalgalar, uglardan yansirlar.
Serbest dalgalar olarak adlandirilan bu dalgalarn kirigin
herhangi bir x noktasinda yarati§i, z yoniindeki, dikey
yer degistirme

10 ox

wx =3 Aje n¥ IOt ©
n=1

bagmntisindan bulunur.

Kirigteki toplam dikey yer degistirme, zorlanmig ve
serbest dalgalarin etkileri bir arada tutularak belirlenir.
Buna gore, sadece P, kuvveti etkidiginde, dikey yer
degistirmeler ve burulma asafidaki sekilde ifade edilir.
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(10)
Burada Xf kuvvetin uygulandig noktayi
simgelemektedir.

An degerleri kirisin uglarindaki smir kosullarmnin
saglanmasiyla elde -edilecek olan serbest  dalga
genlikleridir. Basit mesnetli uclar icin gerekli simir
kosullar1 sunlardir [1, 2].

w0 =w@ =0
w'(0) =w"@L) =0
vi) =v@) =0
v'(@0) =v"@L) =0
60 =¢@® =0 amn
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Bagmt (10)°da verilen w, v ve ¢ ifadeleri bagmu
(11)’de verilen kosullart saflarsa, sonu¢ onuncu
dereceden bir matris denklemi haline doniigiir. Bu
denklemin sayisal olarak ¢bziimii ile elde edilecek:Ap
degerleri bagint (10)’da kullanilirsa P, zorlamasmna
karsibk kirigin herhangi bir x noktasindaki, gerek
duyulan, tepke belirlenir.

UYGULAMALAR VE TARTISMA

Caligmada kullanilan model asagidaki degerlere
sahiptir.

L=1(m), A=9.68*103 (m2), h = 38.10*10-3 (m),
Iy = 5.08*10°9 (m*), Ig = 2.24*10-8 (m%),

I = 4.25%10° (m%), ¢y = 10.43*10-3 (m),

¢z =9.09%10-3 (m), J = 5.20%10-11 (m3),

Io =4.60*10-8 (m#), p = 2700 (k%/m3),

E = 7¥1010 (N/m2), G = 2.6* 1010 (N/m2)

Olas1 soniim () sadece egilme titresimleri icin ele
alinmig ve EIg = Elg (1+in) ve El, = El, (1+in) olarak
islemlere katilmigtir.

Caligmada 6ncelikle baglagik dalga sayilar1 (coupled
wave numbers) incelenmis ve grafikler sunulmustur.
Kullanilan boyutsuz degerler su sekildedir.

Boyutsuz dalga sayisi : [h] k

Boyutsuz frekans [27thE (pA/EIg)12] £

Dalga yayimimi teorisine gore, soniimsiiz bir yapida
olugan, tamamen reel bir dalga sayisi ¢abuk sénen bir
dalgayi, tamamen sanal bir dalga saysi ise yayinan bir
dalgay: tamimlamaktadir. Eger dalga hem reel, hem de
sanal kisimlara sahip ise yayinan bu dalga belli bir
uzaklik sonucunda sonecektir. Sistem soniimlii oldugu
takdirde her dalga hem reel, hem de sanal kisimlara
sahip olmaktadir

Sekiller 3 ve 4, kiitlesel baglagmanin ele alindig:
soniimsiiz bir kirig icin, ayn: yonde ilerleyen beg
dalganin  swasiyla reel ve sanal kisimlarmi
gostermektedir. Gorillecegi gibi dalgalardan ikisi reel,
iici sanaldwr. (Cizim giicliikleri nedeni ile sifir olan
degerler 108 ‘e doniigtiiriilmiigtiir). Sekil 4’te cizilen
sanal dalga sayilarindan en biiyilk degere sahip olam
burulma agirlikli (torsion dominated) baglagik dalgayi,
digerleri egilme agirlikli (bending dominated) baglagik
dalgalart belirtmektedir. Baglasma olmadig: varsayilirsa
z yoniindeki egilme titregimlerinin bir reel, bir de sanal;
y yoniindeki egilme titregimlerinin bir reel, bir de sanal
ve burulma titresimlerinin de bir sanal dalga sayisi
verecegi bilinmektedir. Dolayistyla umulan ve bulunan
dalga sayilarn arasmda nitelik olarak bir fark yokutur.
Degisiklikler baglagsmadan dolayr nicelik acisindan
gerceklesmig ve dalga sayilarinin log-log cizimlerde
gosterdigi,  bilinen, dogrusal  davramig  artik
bulunamamigtir. Eger sistem  sOniimlii  olarak
varsayilirsa sifir olan dalga sayilann belli degerlere
ulagmakta, sifir olmayanlar ise aymt degerlerini
korumaktadir. Bu durum reel kisimlar ve 1=0.3 icin
Sekil 5te sunulmustur. Hem kiitlesel hem de
direngenlik baglagmalarinin gdz Oniinde tutuldugu
durum incelendiginde, egilme afirhikli sanal dalga
sayilarindan daha biiyiik degere sahip olaninda bir artig

MAKINA TASARIM VE iIMALAT DERGiISsi

gozlemlenmig, bunun yaminda gerek nitelik gerckse
nicelik olarak belirgin bir fark gériillmemisgtir.

Kirisin =106 icin bulunan iiclii baglagik rezonans
degerleri Tablo 1” de verilmigtir. Tablo 2 ise kirigin her
tic hareket igin baglagik olmayan (uncoupled) rezonans
degerlerini gostermektedir.

Tablo 1: incelenen kirisin baglasik rezonans

degerleri (Hz)

(1.B: Birinci Burulma Rezonansi, 1.E-v:y yéniinde
birinci egilme rezonansi,1.E-w: z yéniinde birinci egilme
rezonansi).

Yalmz Kiitlesel
_Baglasma

45.49 (1.B)
69.91 (L.E -v)
101.73 (2.B)
149.82 (1.E-w)
154.85 (3.B)
207.45 (4.B)
257.29 (2.E-v)
259.86 (5.B)
312.19 (6.B)
364.47 (7.B)
416.73 (8.B)
468.96 (9.B)

Tablo 2: incelenen kirigin baglasik olmayan rezonans
degerleri (Hz)

(B: Burulma rezonanslari, E-v: y yéniinde egilme
rezonanslari, E-w: z yéniinde egilme rezonanslari)

B E-v E-w

52.17 57.97 121.85
104.33 231.88 487.38
156.49
208.66
260.83
312.99
365.16
417.32
469.49

Kirigin, sadece kiitlesel baglasmanin ele alindig:
durum icin elde edilen, z yoniinde uygulanan bir birim
kuvvete olan w tepkesi Sekil 6’da verilmistir. Burulma
agirlkli ve y yoniindeki efilme agulikli rezonans
degerlerinde, w tepkesinde ani cikiglar (spikes)
olusmakia ancak bunlar egrinin egilme agirlikli genel
karakterini bozmamaktadir. 149 Hz civarindaki egilme
rezonanst belirgindir. Burulma rezonanslart, bagimsiz
incelendikleri durumda oldufu gibi, yaklasik egdeger
araliklarla olusmaktadirlar.

Sekil 7 kirisin kiitlesel baglasmali durum icin elde
edilen, ve sadece y yoniinde uygulanan bir birim
kuvvete olan, v tepkesini gostermektedir. Sekil 6 ile
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Sekil 7. Dikey Tepke (n =106, Yalniz Kutlesel Baglagma, v/Py)

ilgili genel gozlemler burada
korumaktadirlar.

Sadece z yoniinde uygulanan bir birim kuvvet
sonucunda olusan burulma bigim sekilleri (torsional
mode shapes), kiitlesel baglasmali durum icin, Sekiller
8-10‘da  sunulmugtur. Bigim gekilleri rezonans
degerlerinde, kiris soniimsiiz varsayilarak cizilmistir.
Belirgin olan nokia; kirisin bicim geklinin rezonansin
niteliginden ¢ok, kacinci rezonans olduguna bagh
bulundugudur. Bu durum z ve y yonlerindeki egilme
bicim gekillerinde de saptanmigtir.

da gecerliliklerini

SONUC

Bu calismada, sabit kesit alanli ve acik kesitli
kiriglerin zorlanmug, baglagik titregimlerini incelemekte
kullanilan yeni bir analitik yontem  sunulmustur.
Kiriglerin kiitle ve kayma merkezleri cakismadigindan,
birbirine dik iki eksendeki efilme titresimleri ve
burulma titresimleri bir arada olusmaktadir. Dalga
yayimmu yaklasimi kullanilarak gelistirilen yeni yontem
ile baglasik hareketin dalga sayilar bulunmug ve
zorlanmig titresimler bu sayilarm tammladigy dalgalar
yardimiyla incelenmistir. Caligmada kesit burusmas:
g0z 6niine ahnmamig ve modelleme basit mesnetli uclar
igin yapilmigtir. Zorlama noktasal harmonik kuvvet
olarak diisiiniilmiigtiir.

Onerilen yontem Ozellikle zorlanmig titregimlerin
frekans cevaplarinin  bulunmas: acisindan yararhdir,
Zorlama bir eksen boyunca olabildigi gibi, birbirine dik
iki eksende de olabilir. Birden fazla noktada
uygulanabilecek olan noktasal kuvvet ve moment
zorlamalart yanmnda dagilmis yiiklerin etkileri de
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kesit

incelenebilir. Yontem burusmasinin
modellenmesinde  ve elastik  smir kosullarmin
incelenmesinde de son derece etkindir. Onerilen yontem
yardimiyla serbest titresim 6zellikleri olan dogal
frekanslar ve titregim bicim gekilleri de kolaylikla elde
edilebilir.

ANALYTICAL MODELLING OF
TRIPLY-COUPLED, FORCED VIBRATIONS

This study investigates the forced, triply-coupled
vibrations of a uniform channel section. The centroid
and the shear center of the cross-section do not
coincide; hence the flexural vibrations in two mutually
perpendicular direction and the torsional vibrations are
coupled. The study uses the wave propagation approach
in constructing the exact analytical model. As a
pre-cursor to more elaborate analyses, the current model
ignores the effects of warping and only assumes the
simply-supported ends. In the analysis the excitation is
taken in the form of a point harmonic force and the
beam is assumed to be an Euler-Bernoullj beam.
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