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One Cikanlar

* Bu ¢alismada (2, ])-idealleri genellestirilerek yeni bir ideal simifi tanimlanmistir.
* Bu yeni ideal sinifinin bilinen diger ideal tiirleriyle olan hiyerarsik iligkileri verilmistir.
* Bu yeni ideal sinifinin temel halka iglemleri altindaki davranislar: analiz edilmistir.
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Degismeli halka teorisindeki asal idealler ve genellemeleri, onemli aragtirma konularindandwr. Bu ¢alisma,
mevcut (2,])-idealler ve @-asal idealler kavramlarini birlestirerek yeni bir sinif olan ¢@-(2,])-idealleri
tammlamakta ve temel cebirsel yapilarint incelemektedir. R degismeli bir halka, 1 oz ideali ve @: I(R) -
I(R) U {@} bir fonksiyon olmak iizere, abc € I\ ¢ (I) ikenab € Iveyaac € Jac(R)veyabc € Jac(R)
kosulunu saglayan 1 idealine ¢@-(2,])-ideal denir. Bu tamm, (2,])-idealleri ve ¢-J-idealleri
genellestirmektedir. Makalede, ¢ - (2,])-ideallerin karakterizasyonlar, literatiirdeki diger ideal tiirleriyle
iliskileri ve kesigim, homomorfik goriintii, boliim halkasi, yerellestirme ve idealizasyon gibi temel halka
islemleri altindaki davraniglary analiz edilmektedir. Elde edilen sonuglar, degismeli halka teorisindeki ideal
smiflandirmalarina katki sunmayr ve bu yeni yapumn ileri arastirmalar icin zemin olusturmasini
amaglamaktadir.
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Prime ideals and their generalizations are a significant research area in commutative ring theory. This work
introduces and investigates the fundamental algebraic structure of a new class of ideals, called ¢-(2,))-
ideals, by generalizing the concepts of (2,/)-ideals and ¢-prime ideals. Let R be a commutative ring, I a
proper ideal of R, and ¢: I(R) — I(R) U {@}afunction. Then I is called a ¢-(2, J)-ideal if forany a, b, c €
R with abc € I\ ¢(I), the condition ab € I or ac € Jac(R) or bc € Jac(R) holds. This definition
generalizes both (2,/)-ideals and ¢-/-ideals. The paper provides characterizations of ¢-(2,))-ideals,
explores their relationships with other ideal classes in the literature, and analyzes their behavior under
fundamental ring-theoretic operations such as intersections, homomorphic images, quotient rings,
localization and idealization. The results obtained aim to contribute to the classification of ideals in
commutative ring theory and to provide a foundation for further research on this new structure.
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1. GIRIS

Makale boyunca R sifirdan farkli birimli degismeli halka ve M sifirdan farkli birimli R-modiildiir. R
halkasinin kendisinden farkli bir ideali R ’nin 6z ideali olarak adlandirilir. R halkasinin tiim idealleri kiimesi
I(R) ile gosterilir. R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kesisimi olan R’nin Jacobson radikali Jac(R),
tiim asal ideallerin kesisimi olan nil radikal N (R) ile gosterilir.

Degismeli cebirdeki temel yap1 taglarindan biri asal ideallerdir. Cohen Teoremi gibi bazi teoremler halkanin
tiim idealleri yerine sadece asal idealleri yorumlamanin halka hakkinda bazi bilgiler vermesi miimkiin
olabilecegini gosterir. Bu nedenle de asal idealler ve onlarin genellemeleri seneler boyunca yazarlarin ilgi
odagi olmustur. Son dénemdeki gelismeler, bu genelleme gabalarini iki ana eksende yogunlagtirmistir:
Birincisi, nil radikal, Jacobson radikali gibi halkaya 6zgii temel yapilarla ideallerin etkilesimini dikkate alan
n-idealler ve J-idealler gibi kavramlar; ikincisi ise, ideallerin davraniglarini bir ¢ fonksiyonu araciligiyla
modiile eden ve bdylece daha genel tanimlamalara imkan veren ¢-ideallerdir.

Badawi, 2007 yilinda, asal ideallerin bir genellemesi olarak 2-yutan ideal kavramini tanimlamis ve bunlar1
Dedekind bolgelerini karakterize etmek i¢in kullanmistir. R halkasimin sifirdan farkli bir I 6z ideali igin,
eger a,b,c € R olmak iizere abc € I olmasi ab € [ veya ac € I veya bc € [ kosulu sagliyorsa, [
idealine bir 2-yutan ideal denir [1]. 2-yutan idealler kavrami ve genellemeleri biiyiik bir ilgi ¢ekmis ve
birgok makalede incelenmistir [2-4]. Daha sonra, Badawi ve arkadaslar1 ¢aligmalarinda 2-yutan asalimsi
ideal kavramini su sekilde tanitmiglardir: R halkasinin bir / 6z ideali i¢in, eger abc € I ise, o halde ya
ab €lyaac €+Iyadabc €+ kosulu saglaniyorsa, I idealine bir 2-yutan asal ideal denir [2]. 2021
yilinda ise Yassine ve arkadaglar asal ideallerden daha genel, 2-yutan ideallerden ise daha &6zel bir sinif
olan 1-yutan asal ideal kavramini tanittilar [5]. I, R halkasinin bir 6z ideali ve a, b,c € R birimsel olmayan
elemanlar olmak iizere abc € I oldugunda a € I veya bc € I oluyorsa I idealine R’nin 1-yutan asal
ideali ad1 verilir. Yazarlar bu yeni tip idealin 6zelliklerini inceleyip Asallardan Kaginma Teoremi gibi
Degismeli Cebirdeki 6nemli bir sonucun bu idealleri kullanarak yeni bir versiyonunu vermislerdir. Yine
ayni sene Yildiz ve arkadasglar1 1-yutan ideallerin genellemesi olarak ideallerin bir ¢ fonksiyonunu
kullanarak ¢-1-yutan asal ideal tanimin1 yapmuslardir [6]. Daha sonra da bazi yapilarda bu ideallerin
davranislarini incelemislerdir. Sonraki senelerde ideallerin ¢ fonksiyonu kullanarak genellenmesi
calisilmaya devam edilmistir [7]. Khashan ve Bani-Ata J-ideal olarak adlandirilan 6zel bir ideal ailesini
tanittilar [8]. I, R halkasinin bir 6z ideali, a,b € R ikenab € [olmasia € Iveyab € Jac(R) olmasini
sagliyorsa I idealine R halkasinin bir J-ideali denir. Aslinda bu yeni ideal siifi Tekir ve arkadaslari
tarafindan 2017°de tanimlanan n-ideallerinin bir genellemesiydi. Yazarlar J-idealleri tanittiktan sonra
birgok 6zelligini verip bu ideal simifinin daha dnceden bilinen asalimsi, asal, maksimal ideal gibi ideal
siniflartyla iligkilerini arastirmiglardir. Ayrica daha genel olarak J-modiilleri de tanimlamiglardir. 2020
yilinda ise Yildiz ve arkadaslari J-ideallerinin bir genellemesi olarak (2, ))-idealleri tanimladilar [9]. I, R
halkasinin bir 6z ideali, a,b,c € R i¢in abc € [ oldugunda ab € I, ac € Jac(R) veya bc € Jac(R)
oluyorsa I ya R halkasmnin bir (2,])-ideali denir. Yazarlar bu yeni ideal smifinin birgok &zelligini
aragtirdiktan sonra bu ozellikleri yar1 lokal ve Artin halkalar1 gibi baz1 halkalar1 karakterize etmek icin
kullandilar. Ornegin; halkanin yar1 lokal olmasi igin gerek ve yeter kosul her 6z idealinin (2,])-ideali
olmasidir. Cok kisa bir siire 6nce ise de yazarlar zayif (2, J)-ideal kavramini tanittilar [10]. I, R halkasinin
bir 6z ideali, a,b,c € Ricin0 # abc € Iikenab € I,ac € Jac(R) veyabc € Jac(R) oluyorsal ya
zayif (2, J)-ideal ad1 verilir. Bu ideal sinifinin (2, /)-ideal stnifindan daha zay1f bir kosul oldugu i¢in boyle
adlandirildigr agiktir. Yazarlar zayif (2,])-ideallerin temel oOzelliklerini inceleyip daha sonra da
birlestirilmis halkalarin zayif (2, J)-ideallerini karakterize ettiler. Bu yolla ise bu 6zel sinifin agikar olmayan
baz1 6meklerini inga ettiler. Biz ise bu tanimdan yola ¢ikarak (2, ])-idealleri, idealler arasindaki bir ¢-
fonksiyonunu kullanarak genelledik. ¢: I(R) — I(R) U {@} olmak iizere, I, R halkasinin bir 6z ideali,
a,b,c € Riginabc € I\ ¢(I) ikenab € I, ac € Jac(R) veya bc € Jac(R) oluyorsa I ya ¢-(2,])-
ideal adi verilir. Burada @ (I) = 0 olarak alinirsa bu tanim zayif (2, J/)-ideal tanimina doniisiir. Bu tanim
hem (2, ])-ideallerin hem de ¢-/-ideallerin bir genellemesi olarak diisiiniilebilir.
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Bu makalenin temel amaci, ¢ -(2,/)-ideallerinin cebirsel yapisini sistematik bir sekilde incelemek, varlik
kosullarini, temel 6zelliklerini ve ¢esitli karakterizasyonlarini ortaya koymaktir. Caligmamiz, bu yeni ideal
smifinin, (2,])-idealler, ¢@-J-idealler ve ilgili diger ¢-genellemeleri gibi literatiirdeki yerlesik ideal
kavramlariyla olan teorik baglantilarini ve hiyerarsik iliskilerini detayli bir analize tabi tutacaktir. Ozellikle,
@-(2,])-ideallerinin temel halka teorik islemleri - homomorfik goriintiiler, boliim halkalarina gegis ve
yerellestirme, kartezyen ¢arpim- altindaki davranislar titizlikle incelenecek ve bu islemlerin idealin ¢-
(2,]) karakterini nasil etkiledigi belirlenecektir. Bu yeni ideal sinifinin, degismeli halka teorisindeki
mevcut siniflandirma gemalarina katkida bulunacagi ve ¢-(2,])-ideallerin daha ileri diizeydeki yapisal
calismalara zemin hazirlayacag1 ongoriilmektedir.

2. MATERYAL VE YONTEM

Asagidaki tanim [9]’daki tanimin genel versiyonu ve [11]’deki kavramin 6zel bir durumu olarak
disiiniilebilir. Caligmamizin temel katkis1 6zel durumun kendine has yapisal zenginliklerini kullanarak,
genel n durumu i¢in anlamli olmayan veya dogrudan tiiretilemeyecek, 6zgiin ve derin sonuglar ortaya
koymasidir. Bilimsel katkimiz, sadece genel bir tanimin bir 6rnegini sunmak degil, bu 6zel durumun i¢
dinamiklerini ve literatiirdeki diger ideal siniflariyla olan karmasik iliskilerini ortaya ¢ikarmaktir.

Tamm 1. R bir halka ve I, R'nin bir 6z ideali olsun. Eger a,b,c € Rve abc € I\ ¢(I) oldugunda ab €
I veyaac € Jac(R) veya bc € Jac(R) kosulu saglaniyorsa, I’ya bir ¢-(2, J)-ideal denir.

Tamm 2. R bir halka ve I, R'nin bir 6z ideali olsun. Eger a,b € Rve ab € I\ ¢(I) oldugunda a € I
veya b € Jac(R) kosulu saglaniyorsa, I’ya bir ¢-J-ideal denir.

Ornek 1. R bir halka ve ¢, : I(R) = I(R) U {@} bir fonksiyon olsun. Asagidakiler, ¢, ya karsilik
gelen ¢-(2,]) ideal tiirlerini vermektedir.

) ) =0 (2, ])-ideal
®o o) = (0) zayif (2, ])-ideal

®, o) = I? neredeyse (2, J)-ideal
Pn o) =1 n-neredeyse (2, ])-ideal

ow o) = Np= ™ w-(2,))-ideal

¥ o) =1 herhangi bir ideal
o, Y I(R) = I(R) U {@}iki fonksiyon olsun. O halde, R’nin tim [ ideallerii¢cin (1) S Y (I)isep <
Yolur. Ayrica, 9y < @9 < @y < oo < Ppy1 < P < o S @y < @y dirn

Bu makale boyunca ¢ (I) € I oldugunu varsayacagiz.
3. BULGULAR

@ - (2,])-ideallerle ilgili asagidaki onermeler saglanir.
Onerme 1.

Q) Her (2, ])-ideal bir ¢-(2,])-idealdir.

(i) Her ¢-j-ideal bir ¢-(2,])-idealdir.

(iii) Her ¢-(2,n)-ideal bir ¢-(2,])-idealdir.
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(iv)  Her zayif (2,])-ideal bir ¢-(2,])-idealdir.

(v) Eger o,y : I(R) = I(R) U {0} iki fonksiyonolup ¢ < 1 ise, o hélde her ¢-(2,])-ideal bir -
(2,])-idealdir.

(vi) I bir (2,))-ideal = I bir zayif (2,])-ideal = I bir w — (2,])-ideal = I bir m-neredeyse (almost)
(2,])-ideal = I bir neredeyse (almost) (2, ])-idealdir.

Yukaridaki ifadelerin tersleri dogru degildir.

Ornek 2. R = Z,, ve I = (0) alalim. O halde I nin bir ¢,-(2,]) ideal oldugu aciktir. 2.3.7 € I ancak
23¢ 1,2.7 & Jac(Zy,) ve 3.7 & Jac(Z,,) oldugundan I bir (2,])-ideal degildir.

Ornek 3. k bir cisim, R = k[[X]] formal kuvvet serisi halkasini ele alalim. Burada Jac(k[[X]]) = (X) ve
N(k[[X]]) = (0). Simdi I = (X*) idealini alalim. I bir ¢,-(2,])-idealdir. Ancak X.X.X? = X* € I\ I?
olmasina ragmen X2 & I, X3 & N(k[[X]]) oldugundan ¢,-(2,n)-ideal degildir.

Onerme 2. R bir halka, ¢ : I(R) — I(R) U {@} bir fonksiyon ve {I;};cq bir ¢ — (2,])-idealler ailesi
olsun.

(i) Eger ¢ kapsamayi tersine ¢eviriyorsa, o halde N;eq I; bir ¢-(2,])-idealdir.

(ii) Eger ¢ kapsamay1 koruyorsa ve {/;};eq, ¢-(2,])-ideallerin artan bir zincir koleksiyonu ise, o halde
Uiea l; bir ¢ — (2,])-idealdir.

Ispat. [2] numarali makaledeki Onerme 2.4’e benzer olarak ispatlanabilir. o

f:R — R’ bir halka homomorfizmasi ve @5 : I(R") = I(R") U {@} bir fonksiyon olsun. ¢ : I(R) —
I(R) U {@} fonksiyonunu @g(I) = @g'(I1¢)€ olarak tanimlayalim ve eger @ (I¢) =0 ise pr(I) =@
olsun. Simdi iki farkli halkanin idealleri arasindaki iligkiyi kuran bu fonksiyon yardimiyla, bir ¢-(2,])-
idealin ters goriintiisiiniin de yine bir ¢-(2, J)-ideal olacagini gosterelim.

Teorem 1. f: R — R’ 6rten bir halka homomorfizmasi olsun. Eger K, R’ halkasinin bir ¢p/ -(2, J)-ideali
ve Kerf < Jac(R) ise, o halde f~*(K), R halkasmin bir @g-(2,])-idealidir.

ispat. ac,bc ¢ Jac(R) olmak iizere abc € f~*(K) \ @gr(f *(K)) olsun. O halde f(a)f(b)f(c) € K
olur. f(a)f(b)f(c) € @g/(K) oldugunu varsayalim. O halde abc € (g (K))¢ S (@gp/(K©)) =
Pr(K) = @r(f*(K)) olur, bu bir geliskidir. Dolayisiyla, f(a)f(b)f(c) € K\ @g (K) olur. K bir
@r'-(2,])-ideal oldugundan, f(a)f(b) € K veya f(b)f(c) € Jac(R") veya f(a)f(c) € Jac(R") olur.
f orten ve Kerf < Jac(R) oldugundan f~'(Jac(R")) = Jac(R). Béylece f(b)f(c) € Jac(R") veya
f(a)f(c) € Jac(R") oldugunda bc € Jac(R) veya ac € Jac(R) olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla,
fb)f(c) & Jac(R") ve f(a)f(c) & Jac(R') olur. O hélde f(a)f(b) € K olur. Buda ab € f*(K)

verir ve bdylece ispat tamamlanmis olur. O
Bu teoremdeki Kerf < Jac(R) sartinin 6nemi asagidaki 6rnekle daha iyi anlasilabilir.

Ornek 4. f(a) = a seklinde tamimlanan Z — Z;, homomorfizmasini ele alalim. Burada Kerf & Jac(Z)
oldugu agiktir. Ayrica Jac(Zi,) = (6) dir. @z,,(I) = (0) ve K = (0) alahm. O halde K bir ¢z -
(2,])-idealdir. Ancak f~*(K) = 12Z bir ¢4-(2,])-ideal degildir.

Simdi ise ayn1 fonksiyon yardimiyla bir ¢-(2, J)-idealin homomorfik goriintiisiiniin de yine bir ¢ - (2,])-
ideal olacagini gorelim.
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Teorem 2. Eger f: R — R’ orten bir halka homomorfizmasi ve I, R halkasinin Kerf < I kosulunu
saglayan bir @g-(2,)-ideali ise, o halde f(I), R" halkasinin bir @g/-(2, J)-idealidir.

Ispat.a'b’c’ € f(D)\ @r'(f(D) ve a'c’, b'c’" & Jac(R') olsun. f érten oldugundan, a’ = f(a), b’ =
f(b) ve ¢' = f(c) olacak sekilde a,b,c € R vardir. O hilde Kerf < I oldugundan, abc € I olur.
Simdi abc € @g(I) oldugunu varsayalim. O hélde a’'b'c’ = f(a)f(b)f(c) = f(abc) € f(pr()) =
g’ (f (1)) olur, bu bir ¢eligkidir. Dolayistyla abc € I\ @i (1) olur. I, R halkasinin bir ¢z-(2,/)-ideali
oldugundan,ab € [veyaac € Jac(R)veyabc € Jac(R)olur. Egerac € Jac(R)ise,ohalde f(ac) =
f(a)f(c) = a'c" € f(Jac(R)) olur. f orten oldugundan, f(Jac(R)) S Jac(R") olur. Yani a'c’ €
Jac(R") elde edilir, bu a’c’ & Jac(R') ile gelisir. Eger bc € Jac(R) ise, o halde f(bc) = f(b)f(c) =
b'c" € f(Jac(R)) S Jac(R")olur. Yanib'c" € Jac(R") olur,bub’c’ ¢ Jac(R") ile gelisir. Dolayisiyla,
ab € Iolmalidir. Buise a’b’ € f(I) anlamina gelir. Yani f(I) bir ¢/-(2,])-idealdir. o

R bir halka, K, R halkasinin bir ideali, ¢ : I(R) = I(R) U {@} bir fonksiyon olsun. ¢, : I(R/K) —
I(R/K) U {@} fonksiyonunu, K < jJolanJ € I(R) i¢sinJ/K = (¢() + K)/K olarak tanimlayalim ve
eger o(J) = B ise px(J/K) = @ olsun. Simdi ise R halkasinin ve onunla olusturulan boliim halkasinin
idealleri arasindaki bu gecisi kullanarak ¢-(2,J)-idealleri ile olusturulan kesir halkalarinin ideallerinin de
belirli kogullar altinda ¢-(2, J)-ideal olmay1 korudugunu gosterecegiz.

Teorem 3. Asagidakiler gecerlidir.

(1) Eger I,R halkasinin K < [ kosulunu saglayan bir ¢-(2,])-ideali ise, o halde I/K, R/K bolim
halkasinin bir @g-(2, J)-idealidir.

(2) Egerl, R halkasinn K < Ive ¢(I) S K kosullarini saglayan bir ¢-(2, J)-ideali ise, o halde I /K,
R /K boliim halkasinin bir zayif (2, J)-idealidir.

(3) Eger K < I, 1/K, R/K bolim halkasinin bir ¢g-(2,])-ideali, K S ¢@(I) ve K € Jac(R) ise, 0
halde I, R halkasinin bir ¢-(2, J)-idealidir.

Ispat. [2]’de Teorem 2.10 un 6zel hali olarak ispatlanabilir. o

R bir halka ve S, R halkasinin bir ¢arpimsal kapali altkiimesi olsun. ¢ : I(R) — I(R) U {0} bir fonksiyon
ve s : I(ST'R) — I(S7'R) U {@} fonksiyonu S™J - S™1(¢(S™YJ N R)) olarak tanimlansin (burada J,
R'nin bir idealidir) ve eger ¢(S™YJ N R) = @ise ps(S™Y) = @ olsun.

Teorem 4. R bir halkave ¢ : I(R) — I(R) U {@} bir fonksiyon olsun. Eger I, R halkasinin bir ¢-(2,])-
ideali, S, R halkasmin I N S = @ kosulunu saglayan bir c¢arpimsal kapali altkiimesi ve S '@ () S
@s(S7I) ise, o halde S™*1, S™*R halkasinin bir @g-(2,])-idealidir.

Ispat. [2]’de Onerme 2.11°de n = 2 alinarak ispatlanir. O
Asagidaki 6rnek yukaridaki teoremin tersinin dogru olmadigini gosterir.

Ornek5.R = Z[x],S = Z\ {0} vel = (6x) olsun. ideallerin bir fonksiyonu olarak R nin herhangi bir
K ideali i¢cin ¢@(K) = 2K olarak tanimlayalim. Burada 2.3.x € I \ ¢(I) olup 6 & I, 2x &
Jac(Z[x]) = (0) ve 3x & Jac(Z[x]) = (0) oldugu i¢in I, Z[x] halkasinin bir ¢-(2,J)-ideali degildir.
Burada SN I = @ oldugu agiktir. O halde S™*R = Q[x] olur. Ayrica S Jac(R) = S7%(0) = (0) =
Jac(ST*R) = (0), S'p(l) = S7*(12x) = (x) ve @g(S) = S'@(l) = (x) olup teoremdeki
sartlar saglanir. Simdi ise S™*I idealinin Q[x] halkasinin bir @g-(2, /)-ideal oldugunu gosterelim. S™'1 =
S71(6x) = (6x)S'R = (6x)Q[x] = (x). O halde @g5(S'I) = (x) oldugu igin istenen sonug
otomatik olarak saglanmis olur.
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Onerme 3. R,T iki halka dyle ki T, R'nin bir integral genislemesi olsun. ¢ : I(R) — I(R) U {@}ve 1 :
I(T) = I(T) v {@}ikifonksiyonolupherl € I(R)i¢inp(I) = y(I) olsun. Eger ¢ kapsamay1 tersine
ceviriyorsa ve P,T'nin bir y-(2, J)-ideali ise, o halde P N R, R'nin bir ¢-(2,])-idealidir.

Ispat. ac & Jac(R) ve bc ¢ Jac(R) olmak iizere abc € (P N R) \ @(P N R) olsun. Burada T, R nin
bir integral genislemesi oldugu i¢in Jac(R) = Jac(T) N R olur. PNR < P oldugu icin ¢(P) <
@(P NR). Varsayim @(I) = Y(I) oldugu i¢in ¢ (P N R) yerine Y (P N R) kullanilabilir. Dolayisiyla
abc € P\ Y(P).Egerabc € P\ yY(P)veac & Jac(T),bc & Jac(T)iseab € P.Ohédldeab € PN
R.O

Tamm 3. R bir halka ve I, R'nin bir ¢-(2,])-ideali olsun. Eger a,b,c € R ve abc € @(I) amaab ¢ I,
ac & Jac(R), bc ¢ Jac(R) ise (a, b, c) tgliisiine I'nin bir ¢-J-kritik ti¢liisii denir.

Onerme 4. R bir halka, I, R'nin bir 6z ideali dyle ki ¢ (I) bir J-ideal olsun. O halde I'nin bir ¢-(2,])-ideal
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I'nin bir (2, ])-ideal olmasidir.

Ispat. (=) : ac,bc & Jac(R) olmak iizere abc € I olsun. Eger abc # ¢(I) ise, I bir ¢-(2,])-ideal
oldugu i¢in ab € I. Simdi abc € @(I) oldugunu varsayalim. ¢(I) bir J-ideal oldugu i¢in (ve ac, bc €
Jac(R) varsayimiyla), ab € @(I) olmalidir. ¢(I) € I oldugu igin ab € [ ki bu da istenendir.

(<): 1 bir (2,))-ideal ise, abc € I ve ac,bc ¢ Jac(R) ise ab € I. Bu kosul abc € I\ ¢(I) igin de
gecerlidir. Dolayisiyla I bir ¢-(2,])-idealdir. o

Tamm 4. I, R halkasinin bir 6z ideali, I;, I,, I3, R'nin idealleri dyle ki I, I, I3 € I\ @ (I) olsun. Eger her
a € I,,b € I,c € I;igin (a, b, ¢), I'nin bir ¢-J-kritik ti¢liisii degilse I'ya I; I, I5'e gore ¢-J-kritik ti¢liisii
bulundurmayan denir.

Yardimeir Teorem 1. I, R halkasinin bir ¢-(2,])-ideali, K, R'nin bir 6z ideali olsun. abK < [ ve herc €
K i¢in (a, b, ¢) I'nin bir ¢-J-kritik i¢liisii olmayacak sekilde a,b € R olsun. O hdlde ab € [ veyaaK <
Jac(R) veya bK < Jac(R) olur.

Ispat. Aksini varsayalim, yaniab ¢ I,aK & Jac(R)vebK ¢ Jac(R)olsun.aK & Jac(R) oldugu igin
birk, € Kiginak, & Jac(R) vardir. bK & Jac(R) oldugu i¢in bir k, € K igin bk, & Jac(R) vardir.
abk, € abK < I.Egerabk, € I\ @(I) ise, I bir ¢-(2,])-ideal ve ak, & Jac(R) oldugu igin, ab € [
(celiski) veya bk, € Jac(R) olmalidir. Eger abk, € (1) ise, (a, b, k1) I'nin bir ¢-(2,])-kritik ti¢liisi
olmadigindan ab € I (geliski) veya ak; € Jac(R) (celiski) veya bk, € Jac(R) olmalidir. Dolayisiyla
bk, € Jac(R) olmalidir. Benzer sekilde, abk, € I igin eger abk, € I\ @(I) ve bk, & Jac(R) ise,
ab € [ (geliski) veya ak, € Jac(R) olmalidir. Eger abk, € ¢@(I) ise ve (a, b, k;) tigliisii ¢-(2, J)-kritik
uicliisii degilse, ab € I (geliski) veya ak, € Jac(R) veya bk, € Jac(R) (geliski) olmalidir. Dolayisiyla
ak, € Jac(R) olmalidir. Simdi k; + k, € K elemanini diisiinelim. Burada ab(k, + k;) € abK < 1.
Eger ab(k, + k;) € 1- @(I) ise, I bir ¢-(2,])-ideal oldugu i¢in, ab € I (¢eliski) veya a(k; + k) €
Jac(R) veya b(k, + k;) € Jac(R) olmahdir. Eger a(k; + k;) € Jac(R) ise ak, + ak, € Jac(R).
ak, € Jac(R)olduguiginak, € Jac(R)olur.Buak,; & Jac(R)ilegelisir. Egerb(ks + k;) € Jac(R)
ise bk, + bk, € Jac(R). bk, € Jac(R) oldugu igin bk, € Jac(R) olur. Bu bk, & Jac(R) ile celisir.
Eger ab(k, + k) € @o(I) ise ve (a,b, ki + kz) @-(2,])-kritik tiglisii degilse, ab € I (geliski) veya
a(ky + kz) € Jac(R) (yukaridaki gibi celiski) veya b(k; + k;) € Jac(R) (yukaridaki gibi geliski)
olmalidir. Her durumda ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla bastaki varsayim yanlis olmalidir. Yani ab € [ veya
aK < Jac(R) veya bK < Jac(R) olmalidir. O

Teorem 5. R bir halka, I, R'nin bir ¢-(2,])-ideali olsun ve 14, I, I3 idealleri i¢in I11,13 S I\ ¢(I) olup I,

111513'e gore @-J-kritik Ti¢liisii bulundurmasin. O halde I,1, S [veyalil; € Jac(R)veyal,lz S Jac(R)
olur.

261



Eda Yildiz/ GUFFD, 6(2): 256-264 (2025)

Ispat. Farzedelim ki 1.1, € I, 1,15 & Jac(R) ve I,I5 & Jac(R). O halde i;J3 & Jac(R) ve il &
Jac(R) olacak sekilde bir iy € I, ve i, € I, bulunabilir. Bir 6nceki yardimci teorem kullanilarak i,i, €
I sonucuna varilir. Ayrica I,1, € I kabul ettigimizden, ab € I olacak sekildea € I, ve b € I, vardir.
O hélde abl; S I ve ab & I oldugu icin alz S Jac(R) veya bls S Jac(R) olmalidir. Bu 3 durum
halinde incelenebilir.

Durum1: al; € Jac(R)amabls € Jac(R) olsun. BuradaI1l,I5 S I olduguig¢iniiblz S I elde edilir.
Eger (a + i1)Iz € Jac(R) olsaydi al; € Jac(R) oldugu icin i;1/3 €S Jac(R) geliskisi elde edilirdi. O
hélde i1z € Jac(R) ve blz £ Jac(R) oldugu i¢in onceki yardimer teoreme gore i1b € I elde edilir.
Ayrica (a + i1)blz S I ve blz & Jac(R), (a + i1)Is € Jac(R) oldugu i¢in (a + i;)b € I elde
edilir. Buradan ab € I sonucuna varilir ki bu bir ¢eligkidir.

Durum 2: blz; S Jac(R) ama als € Jac(R) olsun. I11,13 S I oldugu i¢in ail3 S I elde edilir. Eger
(b + i2)Iz € Jac(R) olsaydi bl; S Jac(R) oldugu i¢in iI3 S Jac(R) geliskisi elde edilirdi. O halde
al3 € Jac(R) ve irIs € Jac(R) oldugu i¢in dnceki yardimei teoreme gore ai, € I elde edilir. Ayrica
a(b+iz)lz € Iveals € Jac(R), (b +iz)lz € Jac(R) oldugu igin a(b + i) € I elde edilir. Buradan
yine ab € I sonucuna varilir ki bu bir ¢eligkidir.

Durum 3: Simdi ise hem al; € Jac(R) hem de blz; S Jac(R) durumunu géz Oniine alalim. Eger (b +
i2)I3 € Jac(R) olsayd1 bI; S Jac(R) oldugu igin iI3 S Jac(R) geliskisi elde edilirdi.O halde i, (b +
i)l € I,i1l3 € Jac(R) ve (b +ix)Iz € Jac(R) oldugu i¢in oncelikle i;(b + i) € I. Ayricaiii, €
I oldugu igin i;b € I elde edilir. Benzer sekilde (a + i1)izIz € I, ixls € Jac(R) ve (a+ i)z €
Jac(R) ele alinarak ai, € I elde edilir. O hdlde (a + i) (b+ i)z € Tama(a + i1) Iz € Jac(R)
ve (b + iy)Iz ¢ Jac(R). Bu ise ab + i1b + ai, + i1l = (a + i1)(b + i) € [ anlamina gelir.
Onceki elde edilenlerle birlikte ab € I sonucuna varilir ki bu da yine bir ¢eliskidir. o

R4, R, iki halka, ¢, : I(R1) = I(R1) U {@}Vve ¢, : I(R;) = I(R;) U {0} iki fonksiyon olsun. Simdi
R = Ry X Ryolsunve ¢ : I(R) — I(R) U {@} fonksiyonunu R;’in I, ideali ve R;’nin I, ideali i¢in
(1 X Iz) = @1(I1) X @z(I2) olarak tanimlayalim.

Onerme 5.R = R, X R,, I, R, halkasinn @1(11) # I kosulunu saglayan bir ideali ve I, R,’nin
@2(Iz) # I kosulunu saglayan bir ideali olsun. O halde asagidakiler denktir.

(1) I X Iz, Ry X R, halkasinin bir ¢-(2,])-idealidir.
(2) I, R4 halkasinin bir J-ideali ve I, R, halkasmin bir J-idealidir.
(3) I; X I, Ry X R, ‘nin bir (2, ])-idealidir.

ispat. (1) = (2): a1b, € I;ve by & Jac(Ry) olsun. I, idealinin bir J-ideal oldugunu gostermek igin a; €
I, gostermeliyiz. i, € I, \ @2(I2) secelim (bdyle bir i var ¢inkii @,(Iz) # I2). a = (a,1),b =
(1,i2), ¢ = (bq,1) alalim. O hédlde abc = (a1b4,i2) € I3 X 1. iy & @2(I2) oldugu i¢in (aiby, i) €
@1(11) X @2(I2) = (1 X I). Yani abc € (I; X 1)\ ¢(I1 X I;). Burada b, ¢ Jac(R,) oldugu
icinbc = (by,i2) & Jac(R1 X R3). Ayrica Jabobson radikali de 6z ideal oldugu i¢in ac = (aiby,1) €
Jac(Ry X R3). O halde ¢-(2,])-ideal tanimindan, ab = (a4,i;) € I; X I, olmalidir. Buise a; € I4
verir ki bu da istenendir.

(2) = (3): [9] da bu y6n ispatlanmustir.

(3) = (1) : Bir (2,))-idealin her zaman bir ¢-(2,J)-ideal oldugu agiktir. o
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Onerme 6. Eger I, R = R; X R, X Rjhalkasmin bir ¢-(2,)-ideali ise, o halde I = ¢(I) olur.

ispat. I;, R; halkasimmin ideali olmak ilizere I = I; X I, X I3 ve I #= @(I) = @1(I1) X @2(I3) X
®3(I3) oldugunu varsayalim. I # ¢@(I) oldugu i¢in, en az bir j i¢in [; # @;(I;). Genelligi bozmadan I; #
¢@1(11) kabul edelim. O halde a € I, \ ¢1(I1) bulunabilir.b € I,vec € I3olmak iizere (a,b,c) € I\
o) alalm. x = (a,1,1),y = (1,b,1),z = (1,1,¢) olsun. O hdlde xyz = (a,b,c) € I- @(I).1 bir
¢-(2,])-ideal oldugu i¢in 6nceki 6nermeden I}, R;’nin 6z idealleridir. Eger xy = (a,b,1) € I = [; X
I, X Isise 1 € I3,yanil; = Rs, geliskidir. Eger xz = (a,1,¢) € Jac(R) = Jac(R1) X Jac(R;) X
Jac(Rs)ise 1 € Jac(R) geliskisi elde edilir. Eger yz = (1,b,c¢) € Jac(R) = Jac(R1) X Jac(R;) X
Jac(R3) ise 1 € Jac(R1) geliskisi elde edilir. Sonug olarak I = ¢(I) anlamina gelir. O

M bir R-modiil olsun. R x M = {(r,m): r € R,m € M} kiimesi bilesen bilesen toplama ve
(ri,mq)(rz,my) = (riry, rim, + rym,) seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile birlikte birimi (1,0) olan
degismeli bir halkadir ve M nin ideallestirilmesi olarak adlandirilir. R halkasinin bir I ideali ve M
modiiliiniin bir N altmodiiliii¢in I X N kiimesinin R x M halkasinin bir ideali olmasi igin gerek ve yeter
kosul IM € N olmasidir [12]. Simdi ise bu halkanin idealleriyle ilgili fonksiyonu tanimlayalim.
@: I(R) - I(R) U {@} olmak iizere ¢, : I(R x M) = I(R x M) U {0} fonksiyonu ¢, (I x
M) = ¢(I) x M olarak tammlansin. O halde agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6. M bir R-modiil, I, R'nin bir 6z ideali ve R x M idealizasyon halkasi (trivial extension) olsun.
Asagidaki ifadeler denktir:

0] I x M, R x M halkasinin bir ¢,,-(2,])-idealidir,
(i) I, R halkasinin bir ¢-(2, J)-idealidir.
Ispat. [2,Teorem 2.12]’nin 6zel hali olarak ispatlabilir.

4. SONUC

Bu c¢alismada, degismeli halkalarda ¢-(2,/)-ideal kavrami tanitilmis ve bu ideallerin temel 6zellikleri,
varlik kosullar1 ve gesitli halka islemleri altindaki davranislar1 incelenmistir. ¢-(2,])-ideallerin, (2,])-
idealler ve ¢-J-idealler gibi 6nemli ideal siniflarini kapsayan bir genelleme oldugu gosterilmistir. Elde
edilen karakterizasyonlar ve yapisal sonuglar, bu yeni ideal sinifinin teorik 6nemini vurgulamaktadir.
Ornegin, homomorfik goriintiiler ve bdliim halkalar1 altindaki kararliliklar, bu ideallerin cebirsel yapilar
arasinda iyi transfer Ozelliklerine sahip oldugunu gostermistir. Bu calisma, ¢-(2,])-ideallerin daha
derinlemesine incelenmesi i¢in bir baslangi¢ noktasi sunmaktadir. Gelecekteki aragtirmalar, bu kavramin
belirli halka smiflarinda, 6rnegin; Dedekind bolgeleri, von Neumann regiiler halkalar1 gibi, nasil
davrandigini, @-(2,J)-radikali gibi iliskili yapilarin tanimlanip tanimlanamayacagini veya bu ideallerin
modiil teorisine genisletilip genisletilemeyecegini ele alabilir. Ayrica, farkli ¢ fonksiyon se¢imlerinin ¢-
(2, ])-ideallerin 6zellikleri iizerindeki etkilerinin daha ayrintili incelenmesi de verimli bir aragtirma alani
olabilir.
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