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Oz

Bu ¢aligmada matris degiskenli normal dagilim ve iistel dagilimin 6lgek karmasi olarak matris degiskenli Laplace dagilimi
Onerilmigtir. Ayrica Onerilen dagilimin 6zellikleri incelenmistir ve parametrelerinin tahmini i¢gin EM (Expectation-
Maximization) algoritmasina dayali en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: EM algoritmasi, matris degiskenli dagilim, parametre tahmini.
Abstract
Matrix variate Laplace distribution: Properties and parameter estimation

In this study, we proposed matrix variate Laplace distribution as a scale mixture of matrix variate normal distribution and
exponential distribution. Also, we examine some distributional properties and give maximum likelihood estimators of its
parameters based on the EM algorithm.

Keywords: EM algorithm, matrix variate distribution, parameter estimation.
1. Giris

Laplace dagilimi ekonomi, saglik bilimleri ve miihendislik basta olmak {izere bir¢ok alanda
siklikla kullanilmaktadir (Kotz vd., 2001). Tek degiskenli Laplace dagilimi1 1774 yilinda Laplace
tarafindan tanimlanmistir. Laplace dagilimi genellikle normal dagilimdan daha kalin kuyruklu
durumlarda modelleme i¢in kullanilmaktadir. Andrews ve Mallows (1974) normal dagilimin
olcek karmasi olarak Laplace dagilimimi tanimlamislardir. Olgek karmasi yaklasimi daha kalin
kuyruklu dagilimlar tiiretmek igin kullanilan bir ydntemdir. Iki degiskenli Laplace dagilimi ise
Ulrich ve Chen (1987) tarafindan tanimlanmistir. Cok degiskenli Laplace dagilimi ise Anderson
(1992) tarafindan tanimlanan cok degiskenli Linnik dagiliminin 6zel hali olarak ifade
edilmektedir. Eltoft (2006) ise 6l¢ek karmasi yaklasimindan yararlanarak ¢ok degiskenli Laplace
dagilimini tanimlamis, baz1 dagilimsal 6zelliklerini incelemis ve parametrelerinin tahmini i¢in
EM algoritmasia (Dempster vd., 1977) dayali bir tahmin yontemi vermistir. Normal dagilimin
Olcek karmast seklinde tanimlamanin avantaji EM algoritmasi kullanilarak parametre
tahminlerinin daha kolay yapilabiliyor olmasidir.
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Tek degiskenli Laplace dagiliminin karakteristik fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu
Esitlik (1) ve Esitlik (2)’deki gibi tanimlanur.

ei,ut (1)
LUo)=———=
¢(t; 1, 0) e

lx—pl
faipo)=te o x€ER. )

Cok degiskenli Laplace dagiliminin karakteristik fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu ise
Esitlik (3) ve Esitlik (4)’te verilmistir.

e 3)
p(t;p2) = f,’
1+ > t'2t
1
—_= yre— 4
f(xi K, E) = gpgﬁe_\!(x_") z (x—,u)} X € Rp,p = 1. ( )
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Matris degiskenli durumda ise 6zel olarak Laplace dagilimi ele alinmamistir. Fakat Sanchez-
Manzano vd. (2002) tarafindan tanimlanan matris degiskenli gii¢ listel dagilimin 6zel hali ya da
Gallaugher ve McNicholas (2017) tarafindan tanimlanan matris degiskenli varyans-gamma
dagilimimin 6zel hali olarak diisliniilebilir. Bu ¢alismanin amaci, uygulama da normal dagilima
alternatif olarak kullanilan Laplace dagilimimi matris degiskenli durumda matris degiskenli
normal dagilimin Olgek karmasi olarak tanimlamaktir. Matris degiskenli dagilimlar son
zamanlarda goriintii tanima konusunda siklikla kullanilmaktadir. Onerilen dagilimin bu alanda
matris degiskenli normal dagilima alternatif bir dagilim olarak kullanilabilecegi diisiiniilmektedir.

Bolim 2’de matris degiskenli Laplace dagilimi tanimlanmis ve istatistiksel Ozellikleri
incelenmigstir. Boliim 3°te EM algoritmasi yardimiyla tanimlanan dagilimin parametreleri tahmin
edilmistir. Bolim 4’te ise Onerilen algoritmanin performansini test etmek icin simiilasyon
caligmasi yapilmistir. Sonug ve Oneriler ise Boliim 5’°te verilmistir.

2. Matris degiskenli Laplace dagilim

Bu béliimde normal dagilima alternatif olarak onerilen Laplace dagilimi matris degiskenli olarak
tanimlanacaktir. Ayrica, onerilen dagilimin baz1 dagilimsal 6zellikleri incelenecek ve dagilimin
lineer doniisiim altinda degismez oldugu gosterilecektir.

Tamm 2.1: X € R™"*?,n = 1,p = 1 rassal matrisi Esitlik (5)’te verilen hali ile matris degiskenli
normal dagilimin 6l¢ek karmasi olarak yazilabilir.

11 1
X =M +V2x27¥2, ©)

burada Z~N,,,(0,1,,1,) ve V~Ustel(1) dagilimlarma sahiptir ve tek boyutlu V rassal
degiskeni, n X p boyutlu Z matris degiskeninden bagimsizdir. Burada M € R™*P konum matrisi,
1 1

2z ve Wz matrisleri sirasiyla pozitif tanimhi ¥ ve W varyans-kovaryans matrislerinin
karekokiidiirler. V = v verildiginde X rassal matrisinin dagilimi matris degiskenli normal
dagilmdir (X~N,, ,(M, vE,W)). Matris degiskenli normal dagilima sahip Z matrisinin beklenen
degeri ve kovaryans matrisi agagidaki gibidir (Gupta ve Nagar, 1999).

E(Z) =0,

Cov(Z) =1, I,.
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Burada @ Kronecker ¢carpimini ifade etmektedir. Bu beklenen deger ve kovaryans yardimiyla
Esitlik (5) ile verilen X rassal matrisinin beklenen deger ve kovaryansi, Esitlik (6) ve Esitlik
(7)’deki gibi elde edilir.

EX)=M, (6)
Cov(X) = A ® ). (7)

Onerme 2.1: Z~N, ,(0,1,,1,) ve V~Ustel(A) olsun. Ayrica Z rassal matrisi ve V rassal
degiskeninin birbirinden bagimsiz oldugunu varsayalim. Bu durumda Esitlik (5)’teki gibi
tanimlanan rassal X matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibidir.

np, 1

2\4 72 mw BN
RasMEw D = (5)° @n F e

X [er{E L (X — M)W~1(X — M)}

XK _np (\E tr{Z-1(X — M)W-1(X — M)f}), (8)

Burada, tr(-) iz fonksiyonu, K,,,(x) ise tigiincii tip diizeltilmis Bessel fonksiyonudur.

Ispat: Z rassal matrisinin ve V rassal degiskeninin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

_np
fzv(Z,v) = % exp {— %} exp {— % tr(ZZ’)]

1 1 1
seklindedir. Esitlik (5) ile verilen doniisim kullanilirsa, Z =V 2X 2(X — M)¥ z olur.

L S _n
Doniigiime ait jakobiyen degeri ise V' 2z |Z| z|W[ z olarak hesaplanir. Bu degerler yardimiyla X
ve V rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

1,

_np D _n _np
fevX,v) =2712m) 2|2 Z|¥] Zv 2
X exp {— : G v+ v e E (X — M)WK — M)'})}.

Daha sonra V rassal degiskenine gore fxy(X,v) fonksiyonunun integrali alimrsa X rassal
matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu

fx(X; M, 2, %, 1) :ffX,V(X,v)dv
0

E+E np P i
=(3)" Tem I
1 _np
2 a4

X[tr{Z (X —MP (X —MT}

X K, np (\/% tr{Z-1(X — M)W-1(X — M)’})

olarak elde edilir. Burada A = 1,p = 1 ve ¥ = [, alinirsa ¢ok degiskenli Laplace dagilimini elde
edilir (Kotz vd., 2001).



Y. M. Bulut / istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya, 2018, 11, 32-41 35

Tanmmm 2.2: X € R™P n> 1,p > 1 rassal matrisi Esitlik (8)’de verilen olasilik yogunluk

fonksiyonuna sahip ise matris degiskenli Laplace dagilimina sahiptir denir ve kisaca
X~MVL, ,(M,X,¥,2) seklinde gosterilir.

Onerme 2.2: X~MVL, ,(M,X,¥,2) olsun.A n xp boyutlu bir matris, B ve C matrisleri
sirasiyla n X n ve p X p boyutlu tekil olmayan matrisler olmak {izere Y = A + BXC seklinde
tanimlanan rassal Y matrisi matris degiskenli Laplace dagilimina sahiptir ve
Y~MVL, ,(A+ BMC,BEB",C"¥C,4) seklinde ifade edilir. Burada A + BMC konum matrisi,
BZIB' ve C"W(C matrisleri varyans-kovaryans matrisleridir.

Ispat: Y =4+ BXC oldugundan, X =B Y(Y — A)C™! doniisiimii uygularsak jakobiyen
|B|™P|C|™™ olur. Bu durumda Y rassal matrisinin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi
elde edilir.
np, 1
2 T+§ _np _p _n
F=(5)" " @m FIBmET R cTvel

NllH

H
4

x |er {(BB) (v — (A+ BMC))(C'¥C) ™ (v — (A + BMC))'}|

x K, ‘/i tr{(BSB)1(Y — (A + BMC))(C'®C) (Y — (4 + BMC)) '} |

Bu durumda, Y rassal matrisi A+ BMC, BIB',C'"¥C,A parametreleri ile matris degiskenli
Laplace dagilimina sahiptir.

Onerme 2.3: X~MVL, ,(M,%, ¥, 1) olsun. X rassal matrisinin karakteristik fonksiyonu,
etr(iT'M) 9)

1+5tr(T'STW)

seklindedir. Burada etr = e dir.
$x(T) = Exletr(iXT")]
Ispat:

= E, :EXW[etr(iXT')]]

~ E, :etr (it'm - %UT’ET‘P)]

— E, :etr(iT’M)etr (— z T’zrlp)]
= etr(iT'M)E, [exp {— - tr(T’ZT‘P)}]
= etr(iT'M) fom exp (— g tr(T’ET‘P)) % exp (— ;) dv

_ et?’(;T’M) fom exp {—v G 4 tr(T’ZETLF))} dv

_ etr(iTrM)
1+§tr(T’le¥)'
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2. Parametre tahmini
Bu bélimde 6nerilen dagilimin parametrelerinin tahmini i¢gin EM algoritmasi kullanilmistir (Dempster
vd., 1977). X1, X5, ... X; (X; € R™P, i = 1,2,...,1) bir birinden bagimsiz ayn1 dagilimli veri matrisleri

olsun. Bu veri matrisleri M,Z,% ve 4 bilinmeyen parametrelere sahip matris degiskenli Laplace dagilimi
yardimi ile modellenmek istenmektedir. Bilinmeyen parametre matrislerinin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerini elde edebilmek i¢in asagidaki log-olabilirlik fonksiyonunun maksimize edilmesi gerekir.

4 2 A

+G_E) L trE7N X - YT X - M)

[ 1 2 [
I(M,Z,¥,4) = (np —) In( ) — gIn(Zﬂ:) — —InlEl — —Inlll"l

2
+Zm K, | [Ftr(E 20X — M)W-2(X, — M)}
2

i=1

Bu calismada, log-olabilirlik fonksiyonunun dogrudan maksimizasyonu zor oldugundan parametrelerin
tahmini i¢in dagilimin Olgek karmasi gosteriminden yararlanarak EM algoritmasi yardimiyla tahmin

ediciler elde edilmistir. X; ve V; degiskenleri sirastyla gozlenen ve kayip degiskenler, (X;, V;) ise tam veri
olarak tanimlanir ise tam verinin log-olabilirlik fonksiyonu

LMW1 = [T, F(X5, 1)

—lin(2) — " in(2m) — Zinlz] - Zin|¥| - XL, in(v;)

__EL lvt_ r, 1V ltr{E l(X M)W~ I(X M)'}

seklinde elde edilir. Log-olabilirlik fonksiyonunda parametre icermeyen terimler ihmal edilebilir. Tam
verideki V' degiskeni gozlemlenemediginden gozlenen veri X; ve parametrelerin su anki tahmin degerleri

verildiginde L.(M,Z,¥,A) fonksiyonunun kosullu beklenen degeri almirsa amag¢ fonksiyonu asagidaki
gibi elde edilir.

QM ZW,0) = E(L.(M,Z,W,2)|X;,M,59,1)
in(2) - Zin|g| - 2 in|®| - 3 X1, E(v;|X, 1,5, P, 1)
1g1 iy 5P 1 1
— X E(i )X, ML 9, Dtr{Z71(X; — MYL(X; — M)'}.

Burada E(V;|X;, M2, P, 1) ve E(V !X, M, 2, %, 1) ifadeleri V; ve V; ' rassal degiskenlerinin gdzlenen
veri ve parametrelerin su anki tahminleri verildigindeki kosullu beklenen degerleridir. Bu kosullu
beklenen degerleri hesaplayabilmek i¢in X verildiginde V rassal degiskeninin kosullu dagilimmin elde

edilmesi gerekir. Bu kosullu dagilim tam verinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu kullanilarak Esitlik
(10)’daki gibi elde edilir.
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. (10)

flx) = (\]ﬁfr{z-l(x M)W (X - M),}) S

y exp{—%@u+ v i (BT (x-Mm) P (x- M)"})}

2K, mp (J%ﬁr{z_ L x—M)W-1(x—) })

Yukarida elde edilen kosullu dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu incelendiginde bu dagilimin
genellestirilmis ters gamma dagilim oldugu gorlilmektedir. Dolayistyla

V|X ~ GIG (1 - % \/tr{E‘l(X —M¥Y (X - M)}, \E) olarak ifade edilir (Barndorff-Nielsen, 1997).

Esitlik (10)°da verilen kosullu dagilim yardimiyla E (Vi|X;,M,Z, @, 1) ve E(V;!|X;, M., @, 1) kosullu
beklenen degerleri sirasiyla asagidaki bicimde elde ediilir.

w; = E(V;|X;, 4,5, @, 1) (11)

_ 2 g ffr (5t ))
_ Jitr (52 (x;— )P (x;— 7)) K, ( J% tr (571 (%, — M) P2 (x; - ﬂ?i*)')).

Kosullu beklenen degerler w; ve n; olarak yerine yazilirsa M, Z, ¥ ve A parametrelerini tahmin
etmek i¢in Esitlik (13)’da verilen amag fonksiyonu elde edilir.

(13)
QM. 3, W, ) = —lIn(2) — —m|z| _ —m|tp| _ —Z w;

1
1

—5 ) ntrZ7 (X - MYTHX; - M)
)

Ilgili parametrelere gore amag fonksiyonunun tiirevlerinin almip sifira esitlenmesiyle Esitlik (14)-
(17)’de verilen konum matrisi, varyans-kovaryans matrisleri ve dlgek parametresinin tahmin
edicileri elde edilir.

ZI: (14)

i=1

———lp—l

I‘ Ez lr."r, (15)

X f?} ’

=)
||
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R o _ (16)
z:a;m(xi—m)w Y(x; — i),
RN . _ (7
V= (X, — M) Z71(x; — M).

i=1

EM algoritmasinin adimlar1 asagida 6zetlenmistir.

E-Adim: X; veri matrisleri ve parametrelerin su anki degerleri verildiginde tam verinin log-
olabilirlik fonksiyonundaki kosullu beklenen degerler bulunur. Bu adim Q(M,X, ¥, 1) amag
fonksiyonundaki w; ve n; kosullu beklenen degerlerinin hesaplanmasina karsilik gelmektedir.
M-Adimi: Yeni parametre tahminlerini elde etmek igin M, X, ¥ ve A parametrelerine gore
Q(M,%, W, 4) fonksiyonu maksimize edilir. Bu adim E-adiminda hesaplanan kosullu beklenen
degerleri kullanarak Esitlik (14)-(17) ile verilen parametre degerlerinin giincellenmesidir.

EM algoritmasiin adimlarin1 kullanarak, parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerini
hesaplamak i¢in asagida verilen iteratif yeniden agirliklandirilmig algoritma yazilabilir.

Iteratif yeniden agirliklandirims algoritma
1. Iterasyon sayisi k=1 alinir ve parametrelerin baslangic degerleri segilir.
2. k=12,.., icin M® £ & ve A(K) parametrelerinin giincel degerleri ve Esitlik (11) ve

(k) (%)

Esitlik (12) ile verilen w; ™ ve ;" agirhik degerleri hesaplanir.

3. M® z) k) ve A(K) jle gosterilen parametrelerin yeni degerlerini hesaplamak icin asagidaki

esitlikler kullanilir.
f 18)
. 1 (
Ak+1) — 7 @i(k)’
i=1
1t A0y (19)
D) 1&:1’?5 X;
A (K)
E:l i
I (20)
S(k+1 1 - (k) 7 (k) Vi (k) "L 710}
§i( )Z_IZ,L_ (X, — BB (x, — 1Y,
pt 4
i=1
(21)

1
Ger1) _ %Z 799 (x, — f0)' 5007 (x, — 709,
i=1

4. Yakinsama saglanincaya kadar adimlar tekrar edilir.

4. Simiilasyon ¢calismasi

Bu boéliimde iteratif yeniden agirliklandirilmis algoritmanin iddia edildigi gibi ¢alistigini
gostermek igin simillasyon c¢alismasi yapilacaktir. Simiilasyonda kullanilacak veriler Esitlik (5)
ile verilen Olgek karmasi gosteriminden yararlanilarak tiiretilmistir. Ayrica ¢alismada A =1
olarak alinmig ve sabit olarak kabul edilmistir. X ve ¥ varyans-kovaryans matrisleri ve M konum
matrisi asagidaki gibi secilmistir.

1 0 0 2 1 06 03
M=]10 05 —-05 0,X=]06 1 0.2

-1 1 2 1 0.3 02 1

1 05 05 0.1
05 1 0 06
05 0 1 04
01 06 04 1

veW =
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Matris degiskenli normal dagilima sahip Z matrisi R programindaki LaplacesDemon paketi

kullanilarak tiiretilmistir. V' ise 1 parametreli iistel dagilimdan tiiretilmistir. Tahmin edicilerin

performanslarini gostermek i¢in parametrelerin tahmin degerleri ile gercek degerleri arasindaki

Oklid uzakligi kullanilmustir. Kullanilan Oklid uzakliklari,
1

1 1
17— m|| = (B, X5, (- mij)z)z’ I -2 = (Zr, 22, (6 - Uij)z)z ve

||fl~‘J — LP” = ( ?:12?21({55 =i j)z)E seklinde hesaplanmaktadir. Yakisama kriteri olarak

literatiirde siklikla 10~¢ degeri kullanilmaktadir. Bu calismada da yakinsama kriteri 10~° olarak
secilmis ve simiilasyonlar 200 tekrarli olarak gergeklestirilmistir. Ayrica yakinsamanin kag
adimda saglandigin1 gorebilmek icin ortalama iterasyon sayisi hesaplanmistir. Orneklem hacmi
[ =30,40,60,80 ve 120 olarak alinmigtir. Simiilasyon sonuglari Tablo 1-5’te verilmistir.
Tablolarda tahmin edilen M,%X ve W matrisleri ve bu matrislere iliskin Oklid uzakliklari
verilmistir.

Tablo 1. n=30 i¢in tahmin edilen matrisler, Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayisi

Ortalama
iterasyon sayisi

M [ 0.9871 —0.0010 —0.0253 1.9978

—0.0046 0.5068 —0.5154 —0.0011
_ 1—1.0203 0.9786 1.9783 0.9805
X

0.5618 0.9459 0.1899

[0.9320 0.5618 0.2712]
10.2712 0.1899 0.9321

28.35

P 08711 0.4288  0.4309 0.0768

0.4288 0.8564 —0.0040 0.5073

04309 —0.0040 0.8559 0.3353

_ 0.0768  0.5073 _ 0.3353  0.8496
|M — M| 0.6091
£ -2 0.5661
|- 1.0153

Tablo 2. n=40 i¢in tahmin edilen matrisler, Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayisi

Ortalama
iterasyon sayist

i (09998 0.0122 0.0014  2.0058
—0.0120 0.4966 —0.5056 —0.0015]
[-0.9939 1.0093 _ 2.0087  1.0154

5 0.9559 0.5643 0.08891
05643  0.9449 0.43941] 25.43
02783  0.1791  0.9353

P 0.8790 0.4372 0.4409 0.0872
04372 0.8697 0.0068 0.5277
0.4409 0.0068 0.8697 0.3480
0.08720.5277 0.3480 0.8787

|M — M| 0.5599

R 0.5492

-

|¥ - | 0.9884
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Tablo 3. n=60 i¢in tahmin edilen matrisler, Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayisi

Ortalama
iterasyon sayisi
M 09851 0.0006 —0.0106 1.9985
—0.0111 0.4928 —0.5049 —0.0091]

| —0.9933 1.0035 2.0020  0.9993
5 [0.9426 0.5597 0.2804

0.5597 0.9392 0.1887] 2231

0.2804  0.1887  0.9469
T 0.8647 0.4336  0.4342 0.0880

0.4336 0.8673 —0.0020 0.5184

0.4342 —0.0020 0.8699 0.3471

0.0880  0.5184  0.3471  0.8673
|M — M| 0.4360
£ -2 05117
|% - 0.9025

Tablo 4. n=80 i¢in tahmin

edilen matrisler, Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayis1

Ortalama
iterasyon sayisi

77 0.9944 —0.0124 0.0103  2.0059
~0.0120  0.4902 —0.5035 —0.0030]
[ -0.9896  0.9946 _ 2.0181  1.0011

5 [0.9411 0.5700 0.2775
0.5700 0.9497 0.1839] 21.02
(0.2775  0.1839  0.9441

7 [0.8756 0.4336  0.4376  0.0839
04336 0.8696 —0.0018 0.5229
04376 —0.0018 0.8678 0.3430
0.0839  0.5229  0.3430  0.8702

|M — M| 0.3629

I -z 0.4782

| - v 0.8745

Tablo 5. n=120 i¢in tahmin edilen matrisler, Oklid uzakliklar1 ve ortalama iterasyon sayisi

Ortalama
iterasyon sayisi

i 109999 —0.0031 —0.0032 1.9922
—0.0018 04965 —0.5071 —0.0078]
|—1.0017 09962 _ 2.0018  0.9996

5 09341 0.5610 0.2827
0.5610 0.9390 0.1852] 19.36
0.2827 0.1852  0.9363

P 08575  0.4230  0.4279 0.0768
04230 0.8565 —0.0060 0.5139
04279 —0.0060 0.8568 0.3382
0.0768  0.5139  0.3382  0.8632

|M — M| 0.3030

|£ -z 0.4517

|¥ — v 0.8301
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Tablo 1-5 incelendiginde &rneklem hacmi arttikga biitiin parametreler i¢in Oklid uzakliklarinin
giderek azaldig1 goriilmektedir. Benzer olarak ortalama iterasyon sayisi da azalmaktadir. Bu
durum tahmin edicilerin tutarli tahmin ediciler oldugunu gostermektedir. Bu nedenle parametre
tahmini i¢in verilen algoritmanin iyi ¢alistig1 goriilmektedir.

6. Sonuc ve oneriler

Bu calismada matris degiskenli Laplace dagilimi ve parametre tahmini icin EM algoritmasi
aciklanmustir. Onerilen dagilim i¢in EM algoritmasinin tutarli sonuglar verdigi gosterilmistir. Bu
dagilim matris degiskenli verilerin analizinde normal dagilima alternatif olarak kullanilabilir.
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