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Lie Group Analysis of Nonlinear Wave Equation
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Oz

Keyfi fonksiyonlar ya da parametreler iceren denklem kiimesini, denklem ailesi olarak adlandirsak, ailenin {iyeleri arasinda gegigi miim-
kiin kilan doniistimler esdegerlik doniistimleri olarak adlandirilir. Esdegerlik gruplari, verilen bir diferansiyel denklem ailesini degismez
birakan doniisiim gruplari olarak tanimlanir. Bu nedenle diferansiyel denklem ailelerinin esdegerlik gruplari, ayni aileye ait, farkli denk-
lemler aras1 miimkiin iligkilerin varligini inceler ve bu iligkileri ortaya ¢ikarir. Boylelikle, karmasik bir denklemin tam ¢dzlimii ya da bagka
deyisle davranisi, ayni aileden daha basit bir denklem araciligiyla belirlenebilir. Bu ¢aligmada, lineer olmayan tek boyutlu dalga denklemi-
nin esdegerlik gruplari, Lie gruplarinin bir uygulamasi gergevesinde incelenmis ve bazi 6rnekler ile lineer ve lineer olmayan denklemler
arasi gegisler saglanmis, bazi karmasik lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii belirlenmistir. Bu tipte doniisiimlerin varligi igin, sonsuz kii-
ciik tretecler lizerine gelen sartlar elde edilmistir. Ayrica, bu sekilde nokta doniisiimleri araciligi ile, lineer dalga denklemine doniistiiriile-
bilen, lineer olmayan denklemlerin asgari fonksiyonel bagliliklar: da belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Esdegerlik Gruplari, Lie Gruplari, Dalga denklemi, Lineer olmayan denklemlerin tam ¢dziimleri

Abstract

Differential equations involving some free functions or parameters of independent, dependent variables and their derivatives are called
“family of differential equations”. Each member of the family can represent the behavior of different materials for physical problems.
Transformations which allow generating maps between members of the family, by keeping the family invariant are called equivalence
transformations. Equivalence groups are defined as the group of transformations which leave a given family of differential equations in-
variant. Therefore, equivalence groups of family of differential equations may investigate the existence of possible relations between dif-
ferent equations belong to the same family and discover such relations. Equivalence groups of differential equations have been a great in-
terest by the researchers not only to generate the invariant solutions or group classification of differential equations, but only to determine
their exact solutions. If an admissible transformation exists, exact solution or in another word, behavior of a complicated equation can be
determined via a simple equation from the same family by equivalence transformations.

In this work, the equivalence groups of nonlinear one dimensional wave equation are investigated within the framework of an application
to Lie groups and especially, the existence of appropriate transformations between linear and proper nonlinear (quasilinear) equations are
discussed in details. Exact solutions of some nonlinear equations are also obtained.

In the present paper, to investigate equivalence transformations, a general nonlinear one dimensional wave equation is taken in the form

Upe— fla b Uy, ), =0

as a family of equation, where x and t are the independent variables representing local coordinate and time, respectively, f'is a continuously
differentiable free function of its variables and subscripts denote the partial derivative with respect to related coordinates. A general vector
field on the tangent space of the extended manifold can be given by
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To determine the equivalence groups, here we have used the
method which is called Isovector method. It depends on the geo-
metric approach to Lie groups generated by Harrison and Esta-
brook [27], developed then after by Edelen [29] and Suhubi [29]
for symmetry groups. Suhubi [21] studied the method for equiva-
lence groups and obtained the explicit solutions of the determining
equations namely, components of isovector field for general second
order Balance equations. Here we have used these results directly
by expressing the wave equation as a balance equation.

The most general infinitesimal generators associated to the equiv-
alence groups for the family of one dimensional wave equation are
explicitly determined. We showed that if the infinitesimal gener-
ator U which generates the transformation of the dependent vari-
able, depends on the dependent variable u nonlinearly, if the infin-
itesimal generator related to local coordinate X , depends on the
dependent variable. Basically, Il;;, = @ is possible if and only if
X, = 0 . In addition to this result, the minimal functional depen-
dence of the free function f'has been also investigated under some
restrictions on it, so that transformations between linear and non-
linear members of the family of wave equation are possible. For
that purpose, a particular restriction to the family has been taken by

aF

Ty
examined in the form of

considering = (), namely, another family of wave equation is

Uy — flxtu uy)y = 0.

Due to the special functional form of /; as the variables f,_is miss-
ing from the extended manifold, the corresponding component of
isovector field should vanish; & 12 = 0 . We have showed that in
this case, the theorem developed in the previous case is no longer
valid. We also discovered that appropriate equivalence transforma-
tions between linear and nonlinear members of the wave equation
taken in the form in this text, are only possible when the free func-
tion f'depends on 1t;, in other words, a nonlinear one dimensional
wave equation can be reduced into a linear one, if it involves ;.

In the last section, some examples of equivalence transforma-
tions between linear and nonlinear one dimensional wave equa-
tions are given. To show the reader how the procedure runs, for
simplicity the constant coefficient wave equation iy, — ttyy = 0
Uy, — U = 0 is taken into consideration by choosing f = u,
. A special simple equivalence transformation: ¥ = x — e is
choosen as an example which maps the nonlinear equation

2 eff; (1+ elg)fix; + (1 — €°7; iz — (1 + el T =0
onto the constant coefficient wave equation, so that the general
solution of the wave equation 1 = Wt — x) + @(t + x) gen-
erates U —¥Y({f—F—eu)—@(F+x¥+e@! =0 as an
implicit solution to the nonlinear equation. The infinitesimal gen-
erators obtained in this study can be used to map any member of
the family, even the ones is not a wave equation. To show that, by

taking f = 1w, the constant coefficient equation 1, — sy = 0 is
also studied as another example and mapped onto a nonlinear dif-

ferential equation.
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It is obviously clear, other types of transformations such as be-
tween constant coefficient and variable coefficient or homog-
enous and nonhomogeneous wave type equations, which can be
expressed as members of family we have considered here can be
investigated by choosing various different infinitesimal generators.
In this paper, we have only concentrated on the transformations be-
tween linear and nonlinear wave equations as members of the par-
ticular family examined here.

Keywords: Equivalence Groups, Lie Groups, Wave equation, Ex-
act solutions of nonlinear equations

L.GiRiS

Lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
tam, yaklasik ya da sayisal olarak belirlenmesi, ¢6ziimle-
rin belirlenmesinin miimkiin olmadig1 hallerde ise, denk-
lemlerin davraniginin incelenmesi diferansiyel denklemlerin
en ilgi ¢eken, temel konularindandir. Bu amaglarla, bir¢ok
aragtirmaci tarafindan ¢ok degisik yontemler, yaklasimlar
gelistirilmis ve halen gelistirilmektedir. Lie gruplarimin di-
feransiyel denklemlere uygulanmasi, tam ¢dziimlerin belir-
lenmesi acisindan uygulanan yontemlerden biridir. Lie grup-
lar1, diferansiyel denklemlerin degismez ¢6ziimlerinin elde
edilmesi, denklemlerin siniflandirilmasi, korunum yasalari-
nin bulunmasi ve birbirine denk denklemlerin belirlenmesi
acisindan gii¢lii bir yaklagimdir.

Yapisinda keyfi parametre ya da fonksiyonlar barindiran
denklemler, denklem ailesi olarak adlandirilabilir. Lie grup-
larinin diferansiyel denklemlere uygulanmasi gergevesinde,
simetri gruplari bir denklemin ¢6ziim ailelerini siniflandir-
mak i¢in kullanilir iken, esdegerlik gruplari, denklem aile-
sinin yapisint korumakla birlikte, igerisindeki keyfi fonk-
siyonlarin degisimine izin verdigi icin, uygun doniistimler
bulunabildigi takdirde davranisi bilinen bir denklem ile
daha karmasik olan bir digeri arasinda doniigiimlerin miim-
kiin smiflarint iiretir. Bu anlamda, diferansiyel denklem-
lerin esdegerlik doniisiimleri, esasen, ayni aileye ait farkli
denklemler arasindaki iliskileri yapilandirir. Temel fizik ve
miihendislik problemlerini temsil eden diferansiyel denk-
lemler, problemin igerisinde bulundugu ortamin temel 6zel-
liklerini ifade eden bazi parametrelerce birbirlerinden fark-
lilagir. Bu anlamda, 6ziinde yap1 korunur iken, yukarida da
ifade edildigi lizere, ayn: denklem ailesinin farkli iiyeleri,
farklt malzemeler i¢in farkli denklemlerce temsil edilir. Es-
degerlik doniistimlerinin gruplarmin bu tip denklemler arasi
iliskilerin yapilandirilmasinda da kullanilabilecegi 6ngorii-
lebilir. Ornek verecek olursak, esdegerlik gruplari, homojen
ile homojen olmayan, sabit katsayil1 ile degisken katsayili
denklemler arasinda gecisi miimkiin kilmasinin yan1 sira, li-
neer ve lineer olmayan denklemler arasinda doniisiimleri de
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saglamast anlaminda elverislidir. Bu miimkiin doniisiimler,
denklemlerin ¢6ziimlerinin, davraniglarinin belirlenmesinde
de kullanilabilir. Ozellikle lineer olmayan denklemlerin tam
¢ozlimlerinin belirlenmesinde onemli bir yaklagim olarak
ele alinabilir . Son yillarda birgok arastirmaci tarafindan li-
neer olmayan diferansiyel denklemlerin incelenmesinde, ge-
rek degismez ¢ozliimlerin bulunmasi [1-7], gerek denklem-
lerin siniflandirilmasinda [7-9], gerek se tam ¢dziimlerin
belirlenmesinde [10-14], esdegerlik gruplari kullanilmistir.

Esdegerlik Gruplart hakkinda genel bilgi [15-19] kay-
naklarinda bulunabilir. Lie'nin klasik degismezlik yakla-
stminin esdegerlik doniisimlerinin gruplarmi tiretmek igin
kullanilabilecegi fikri ilk olarak Ovsiannikov [16] a dayanir,
sonrasinda bu fikrin uygulanmas: anlaminda degisik yon-
temler gelistirilmistir. Esdegerlik doniisiimlerinin belirlen-
mesi i¢in kullanilabilecek yontemler [17-19] da ayrintilart
ile verilmistir. Bu yontemlerin disinda, bizim bu ¢alismada
da kullanacagimiz, Suhubi [20-24] tarafindan gelistirilen,
genel denklik denklemlerinin esdegerlik gruplariin izovek-
tor alani, bir bagka deyisle, grubun sonsuz kiigiik tiretecleri-
nin ¢dztimleri, diger yontemlere gore daha kisa ve kolay uy-
gulanabilir bir yontemdir.

Bu caligmada tek boyutlu lineer olmayan dalga denklem-
leri ailesi ele alinmistir. Lineer olmayan dalga denklemleri
matematiksel fizigin birgok alaninda genis uygulamaya sa-
hip olmalar1 nedeni ile bir¢ok alandan arastirmaci tarafin-
dan ele alinmig ve yaklagik ¢oziimler ya da sayisal ¢oziimler
disinda Lie gruplari uygulamalar1 alaninda da ilgi gormiis-
tiir. Lie gruplari’'nin dalga denklemlerine uygulamalarinin
olduke¢a genis 6zeti Huang ve arkadaslarinin ¢alismasindan
[25] incelenebilir.

En genel anlamda tek boyutlu dalga denklemi, Suhubi
[26] tarafindan klasik izovektor yontemi ile, denklemi dis
formlar aracilig ile yazarak ele alinmis, izovektor alaninin
iretecleri belirlenmis, bazi 6zel durumlar igin ireteglerin
yapist elde edilmistir. Suhubi, daha sonra bir baska ¢alisma-
sinda [21], izovektdr alaninin katsayilarini, ikinei mertebe-
den genel denklik denklemleri i¢in elde etmis ve en genel
dalga denklemini bir 6rnek olarak tekrar ele almistir. Biz bu
calisma cergevesinde, Suhubi'nin [26] de ele aldig1 6zel bir
hal ve onun daha ayrintili 6zel halini, [21] ile elde ettigi yon-
teme uygulayarak elde ettik ve problemi daha da Gtesine ta-
styarak, lineer ve lineer olmayan denklemler arasinda ge-
cisleri miimkiin kilan doniisiimlerin kosullarmi elde edip,
cesitli ornekler tizerinden lineer olmayan denklemlere ge-
cisler saglayip, bu denklemlerin tam ¢oziimlerini elde ettik.

Okuyucuya, makalenin takibini kolay saglamak anla-
minda Ozetleyecek olur isek, bu calisma kapsaminda esas
olarak
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dalga tipi denklemlerin esdegerlik doniisiimlerinin ya-
pist incelenmistir. Burada x ve ¢ bagimsiz degiskenleri, u ba-
giml degiskeni, alt indis, gosterdigi degiskene gore kismi
tiirevi, fise degiskenlerinin sabit olmayan bir fonksiyonunu
temsil etmektedir. Temel bilgiler olarak adlandirilan 2. bo-
liimde, genel tanimlar verildikten sonra, Suhubi'nin [21]
calismasinda elde ettigi, ikinci mertebeden denklik denk-
lemlerinin izovektdr alanininin katsayilarinit agik olarak be-
lirledigi yontemin 6zeti verilmis, yontem, 3. boliimde yuka-
rida verilen dalga denklemine uygulanmistir. Burada temel
olarak lineer ve lineer olmayan denklemler arast doniigiim-
lerin miimkiin yapilar1 irdelenmis, elde edilen sonug, Teo-
rem 2 ile yazilmistir. Daha sonra, yapinin daraltilmasi ile
olusan farkliliklar tartisilmis ve (1) tipi denklem ailesi i¢in,
esdegerlik doniistimleri aracilig ile, lineer denklemlere in-
dirgenebilen, lineer olmayan denklem ailelerinin fonksiyo-
nel bagliliklart iizerine gelen kisit Teorem 3 ile verilmistir. 4.
boliimde ise, bir 6nceki boliimde elde edilen doniistim grup-
larinin alt gruplarindan bazi 6rnekler ile, denklem ailesinin
bazi iiyeleri arasinda, lineer ve lineer olmayan denklemler
arasi donisiimler galisilmis, karmasik denklemlerin tam ¢6-
ziimleri, ¢6ziimi bilinen basit denklemler araciligi ile belir-
lenmistir. 5. ve son boliimde ise elde edilen sonuglar tartisil-
mis ve ¢aligmanin ilerisi i¢in bazi 6nerilerde bulunulmustur.

Il. TEMEL BILGILER

2.1 Temel Kavramlar

Eger bir diferansiyel denklem, i¢erisinde bulundugu ortamin
fiziksel 6zelliklerini yansitan bir takim keyfi fonksiyon ya
da parametreler igeriyor ise “denklem ailesi” olarak adlandi-
rilir. Ailenin her bir liyesi yapisal olarak ana denklemin 6zel-
liklerin tasimak ile birlikte, 6ziinde farkli diferansiyel denk-
lemlerdir.

Tanim |:
frpu®) i=12..0m e =12..N srasi ile ba-
gimli, bagimsiz degiskenlerin uzaymi temsil etsin.

Ek{-rgsﬂﬁsﬂgix:...x,, bk =12..m ler, uf, . bagimh
degiskenlerin bagimsiz degiskenlere gore keyfi mertebe tii-
revlerini temsil edecek sekilde, degiskenlerinin keyfi fonk-
siyonlart olsun. Bu halde,

. o ™ - 4 —
":"':-ryun‘*uxix;...xp“—rc_q (—ry” Juxix:...x:, ):] =0

2
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denklemi bir diferansiyel denklem ailesi olarak adlandirilir. Burada Zj ; ile, I, fonksiyonu ve onun bagimli, bagimsiz de-

giskenler ve onlarin tiirevlerine gore kismi tiirevleri temsil edilmektedir.

Tanim 2:

Axp g U 2 v Tig {xgaur“', UZ 2o %, )] = (0 ile verilen bir diferansiyel denklem ailesi i¢in, £ ile temsil edilen esdeger-
lik grubu, bagimli, bagimsiz degiskenler, onlarin tiirevlerinin, diferansiyel denklemin yapisini koruyan, fakat, ailenin herhangi
bir tiyesi olan A(F;, u®, uf .. Ip’?.ﬁ ) = 0 denklemini, ayni ailenin bir baska tiyesi olan A(x,, i, uZ . ---Ip’m] =0
denklemine doniistiiren siirekli dontisiimlerin grubudur.

Daha anlasilir olmasi i¢in, bu ¢alismada ele alinacak olan (1) ile verilen dalga denklemi iizerinde ifade edecek olursak,

denklemin £ esdegerlik grubu, agik hali ile asagida ifade edilen gegisi saglayan doniistimlerin grubudur:

Uy — fotwugu), =0 = tGg— flof wupisy,=0

Tanim 3:

Genel bir ikinci mertebe denklik denklemi asagidaki gibi tanimlanir:
ar (xd uu ; :
%+ E{x-i,u,u_j-} =0, i=12..n
burada x/x7 ler bagimsiz degiskenleri, u bagimli degiskeni ve I', T lar ise bagimli ve bagimsiz degiskenler ile tiirevlerine
bagli, diizgiin keyfi fonksiyonlari temsil etmektedir. Agiktir ki tekrarlayan indisler {izerinde toplama uylasimi mevcuttur, me-
tin igerisinde aksi belirtilmedikge, tekrarlayan indisler {izerinde toplama uylasimi oldugu anlasilmalidir.

Acikea goriilmektedir ki, (3) ile verilen ikinci mertebe genel denklik denklemi, (2) ile tanimlanan bir denklem ailesidir.
Denklik denklemleri, klasik fizigin hemen hemen tiim denklemlerini, uygun eslemeler altinda temsil edebilmesi agisindan
onemli uygulama alanlarma sahiptir.

2.2 Yontem

Bu ¢alismada kullanilan yontem, Harrsion ve Estabrook un [26] gelistirdigi, esasen Cartan'in [28] diferansiyel denklemle-
rin dig formlar aracilif1 ile yazilmasi fikrine dayanan geometrik bir yaklagimdir. Yontem, daha sonra Edelen [29] tarafindan
denklik denklemlerinin simetri doniisiimleri i¢in genisletilmis ve Ozer [22] tarafindan birinci mertebe denklik denklemle-
rine, Suhubi [23] tarafindan, ikinci mertebe denklik denklemlerine ve son olarak yine Suhubi [24] tarafindan keyfi mertebe
denklik denklemlerinin esdegerlik doniisiimlerinin tiretilmesine genisletilmis, iiretegler belirleyici denklemlerinin ¢oziilmesi
ile agik olarak elde edilmistir.

Simdi, (3) ile verilen ikinci mertebeden genel bir denklik denkleminin esdegerlik doniisiimlerinin grubunun belirlenebil-
mesi i¢in Suhubi [24] tarafindan gelistirilen yontemin dzetini verelim.

M = R™; ortiisii (x’) olan n boyutlu katman, ¢ = A™ % K ; {x%,4) koordinat ortiilii graf uzay1 olsun. ikinci mertebeden
denklik denkleminin esdegerlik gruplarini yapilandirabilmek igin, katmanimiza,

v = 'L[_[

ile tamimlanan yeni degisken ile, X’ ve X nin kendilerinin ve onlarin fonksiyonel bagliliklarin1 goz oniine alabilmek igin,
asagida acik olarak verilen, bagli olduklari degiskenlere gore tiirevlerinin:

. 8Tt R T ) 8% 8T gz

)

- ] - i tl__'.' - Kl t:_ 4'
i Tax T T B goi' 1 axi' T au P (%)

L — , s = L=

bagimsiz degigkenler gibi eklenmesi gerekir. Boylelikle olusturulan genisletilmis katmanin koordinat ortiisii
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L i i i _if I
K={"wv,I'Ls,o s 1.t}

olacaktir. K katmanimnin teget uzayinda bir vektor alan1 ¥ e T (K}V € T (K7,
; X.ﬂ Uﬂ ; 5.& gﬂ 5.6 g.ﬂ 5._.6 Tﬂ ;rﬂ r.ﬂ g
=X — e F— — 4+ S — S — S — 4 T, — —+ T —

El'.r'-+ ﬂ‘u+ '31:'5+ BE'—+ E'E+ -'a-gjf-+ El'cr'-+ Bs'-.i+ 'ﬂ't._-+ ﬂ‘r+ att )

seklinde yazilir ve (3) ile verilen ikinci mertebe denklik denkleminin izovektor alani olarak adlandirilir. Denklik denkle-

minin esdegerlik doniisiimlerinin gruplari ise, asagida verilen teorem araciligi ile tanimlanir.

Teorem I: [1]
Bir m boyutlu M tiiretilebilir katmani tizerinde bir V' vektor alan

. ]
V=2 — ,p = -1
v o— p =)
(.g).peM o , yl-=M x(£)
olacak sekilde bir tasvirdir. Bir egrisi ancak ve ancak

koordinat

ile verilmektedir. Burada
fonksiyonlar1 R™ de

dxt )
2 @), i=120m

adi tiirevli denklem takiminin bir ¢6ziimii ise ¥ vektor alaninin bir integral egrisidir.
Bu halde (3) ile verilen 2. mertebe denklik denklemlerinin esdegerlik doniistimleri, (5) izovektor alani bilesenleri ile, yu-

karida verilen teorem uyarinca,

ag_ . da_ aft . df__
T de T T de T T de

de

adi tiirevli denklem takiminin,

£H0) = %, ul0) = u, T

baslangi¢ kosullar1 altinda ¢6ziilmesi ile belirlenir.
(5) ile verilen izovektor alaninin katsayilari, bir baska deyisle esdegerlik doniistimlerinin grubunun sonsuz kii¢tik iireteg-

leri, belirleyici denklemlerinin tam ¢6ziimleri elde edilerek Suhubi [24] tarafindan asagidaki sekilde elde edilmistir:

—¢'lxfw), U=U W,

X =
: : 8¢l N\ Ned s
V;=DiU+ (D¢l S'=(wt+——v; I - (Do) + ey + 8L (6)
de' .-
é‘: HI-I_EI:E E+Di5'.
Burada I; = % + i, el = —ait dir vew, oy ile A%, (x%,u) nun fonksiyonlaridr.
Ayrica, (5) izovektor alaninda, esdegerlik grubu igin gerekli olan, keyfi fonksiyonlarin fonksiyonel bagliliklarint g6z
Oniine almak i¢in eklenen ek bilesenlere ait katsayilar ise,
. @8F @8aF _ 8F . @F* gF* _ gF .. @F- @aF- __ @8F
L= 3 . L= L I U = Kj J
5 ﬂxi'+ﬂi;"sj + P t, & P +EE;"H + Pl 5 ﬂvi'-l_ﬂi;‘s + P t,
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86 86 . 8C 8¢ a¢ . 8¢ . G 4G . 9G . o
= — - —_—F. [ — = — Jt . |
h=gatamsital 755, Yo ar” T T et Tt d

Fl=—siXl —a'U—sUV, +5', G=-tX -t -t +5

esitlikleri ile belirlenir. Bu katsay1lar genel ifadelerdir, ele alinan diferansiyel denklemin yapist geregi ' ler ile Z'nin bazi
degiskenlere bagliliklar: olmamasi halinde, onlarin katsayilarinin izovektdr alaninda sifira 6zdes olmasi gerekir. Ote yandan
! ler ile T nin gerek birbirleri, gerek se genisletilmis katmanin koordinat Srtiisiiniin elemanlari arasinda bazi iliskiler olmast
halinde, bu iligkiler aracilig1 ile vektor alaninin katsayilari arasinda da bir takim iligkiler olacaktir. Bir sonraki kisimda burada
Ozetlenen yontem, (1) ile verilen tek boyutlu dalga tipi denklemine uygulanacak ve esdegerlik doniisiimlerini iiretecek olan
izovektor alani katsayilari, baska deyisle, doniistim gruplarinin sonsuz kiigiik tiretecleri agik olarak elde edilecektir.

lll. Tek Boyutlu Dalga Denkleminin Esdegerlik Gruplarinin Sonsuz Kiiciik Uretegleri

(1) denklemi ile verilen dalga denklemini (3) ile yazilan denklik denklemine esleyebilmek icin asagidaki tanimlamalar ya-
palim:

t=x =t v,=u, vo=u, I'=f ¥=—p,, I=0 (8)
Dolayisiyla ele alacagimiz denklik denklemi, 6zel halde

Bf lxt x wvvg) By

gxt Taxr

olacaktir. Bu halde (5) ile verilen izovektor alanina es izovektor alant, (1) denklemi igin

Vv xa ra Ua Vﬂ V. 513 a
"t T at at lﬂv1+:ﬂv:+ af+ ©)

olarak yazilir. Ote yandan (4) ile tanimlanmis olan ek degiskenlerden sifirdan farkli olanlar, (8) denklikleri goz dniinde
bulundurularak asagidaki gibi elde edilir:

si=fo si=f o'=f, st=f, sF=f, S=-1L (10)

Ayrica, sifira denk olan bilesenler ise,

[T

=gl=stl=t =t =tt=t'=1=0sf=s5i=¢g?=5? =tl=tt=7=0 (11)

==

[ ]

=
olacaktir.

Uygulamada genellikle, lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemler arasi gegcisler, bagimli degiskenin izovektor
alan1 katsayisinin lineer olmayan bir yapida alinmasi ile saglanir. Fakat (1) denklem ailesinin tyeleri arasinda bu durumda
onemli bir kisit ortaya ¢ikmaktadir. Asagidaki Teorem, (1) ile ifade edilen dalga denklemleri ailesinin, lineer ve lineer olma-
yan lyeleri arasinda ge¢is saglayacak miimkiin doniisiimlerin tiretilmesinde kullanilacak olan sonsuz kiiciik iireteclerin sag-
lamas1 gereken asgari kosullar1 belirler.

Teorem 2:

up — fle, tow ugu,), =0 dalga denklemi ailesinin esdegerlik doniisiimlerinin yapisinda, bagimli degiskenin doniisii-
miiniin sonsuz kiigiik iireteci olan U, ancak yerel koordinatin doniisiimiiniin sonsuz kiigiik {ireteci X in, bagimli degisken olan
u"ya bagli olmasi halinde, bagimli degiskene lineer olmayan bir bagliliga sahip olabilir.
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ispat:

(1) ile verilen dalga denklemi ailesinin esdegerlik doniistimlerinin gruplari, (9) izovektor alani katsayilari ya da diger adi
ile doniisiimlerin sonsuz kiigiik iireteclerinin, yukarida (8) ile ifade edilen denkliklerin ve (10) ve (11) ile verilen ek degisken-
lerin iretecegi kisitlarin, (6) Vo #7") denklezlerine yazilip uygun diizenlemeler ile belirlenmesi ile elde edilir. Oncelikle, agik-

tir ki (11) ek degiskenlerinin, ‘nin ve “nin vektor alanindaki katsayilar 6zdes olarak sifir olmalidir:
Si=58=8"=5" =T, =T, =T'=T* =T =52=0 (12)
&=10 (13)

Ayrica, agikga goriiliir ki (8) denklikleri nedenti ile (5) ve (9) izovektor alani katsayilari arasinda

ST+ =0 (14)
FLF? G =
iligkisi vardir. (12) 6zdesliklerini (7) denklemlerinden hesaplamak icin, dncelikle ve G belirlenmelidir. ol-
dugu cok aciktir, do'ﬁ.i’; ’de (12) esitliklerinden, G 'ye bagli olan tiim ek izovektdr katsayilari otomatik olarak sifira denk ola-
caktir. Ayni sekilde oldugundan, ona bagli ek bilesenlerin de 6zdes olarak sifira esit olmasindan herhangi bir ek kisit

iretilmeyecektir. Bu durumda, esdegerlik doniisiimlerinin gruplarinin yapisi, ancak geriye kalan (13) ve :’-’.‘:4) d.l:,:klemleri ile
elde edilecek olan belirleyici denklemlerin ¢6ziimii ile belirlenecektir. (14) denklemi, (6) esitliklerinden ~ ve ~'nin diizen-
lenmesi ile agik olarak yazildigi zaman elde edilen denklem, K katmaninin koordinat 6rtiistiniin tiim bilesenlerinin bagimsiz
bilesenler gibi géz 6niine alinmast ile ¢oziiliir. Denklem bilesenlerine gore diizenlenirse

—lgz + i)'+ @™ + o) v + W + 2] +a™ —wlr + @l vi + BT+ U, =0

elde edilir. Burada tipik bir polinom &zdesliginin ¢6ziimii ile

Pu=¢r=0 a¥=—¢rn w=U+¢i+a”, f=-U

kisitlar iiretilir. Bu kisitlari kullanilmasi ile, bagimli ve bagimsiz degiskenlerin izovektor alani katsayilari, yani, donii-

stimlerinin grubunun sonsuz kiigiik tireteclerinin yapisi

¥=—¢'lx.tuw), T=—-¢ ), U=Ulx.t.u) (15)

olur. Izovektdr alaninin diger bilesenlerinin katsayilari ise;

V, = Up+ (U, + 0w + olvl, W=U + b v, + (Uy + 67 vz + phvy v (16)
St= (U, +2¢% +a® (. tiu) — L)t + ettt vy + 298 vy +@Lvi + fi(xtuw) (A7)

formlarina indirgenir. Dikkat edilir ise burada, bagimli ve ba%:“;'ﬁ degiskenlerin doniistimlerini belirleyen katsayilar ara-
sinda herhangi bir kisit bulunmamaktadir. Fakat (13) ile verilen denklemi sisteme yeni kisitlar getirecektir. (6) esitlik-
lerinin sonuncusundan, denklem
g5+ a5t a1 4w

Frr T v

1 r
seklinde yazilir. Denklemde, ve ~'nin acik ifadesi (17) ve (16) esitliklerinden yerine yazilip, diizenlendikten sonra,

izovektor bilesenlerinin katsayilar1 arasinda asagida verilen iliskilerin olmasi gerektigi goriiliir:

(U, —el), =0 (18)

e
L

1.
W, —¢z+ a®@x0), =0 W,—-¢:li=—5¢ (19
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(18) denkleminden 7, = 0 olmasi i¢in, yani U'nun «'ya lineer olmayan baghligi i¢in q:.i‘in de bagimli degiskene bagl
olmast gerektigi goriiliir ki Teoremin ispati burada tamamlanir.

O

Teoremin ispatinda ele alian son denklem, (18) ve (19) kisitlarina ek olarak

Bi=Up a*=a*lxt), =21l +y(t)

denkliklerini de {iretir. Burada ara islemler asikar oldugu i¢in atlanacak, sadece elde edilen sonuglar verilip, yorumlana-
caktir. Tiim bu elde edilen kisitlar degerlendirilerek (15-17) sonuz kiigiik tiretegleri agik olarak asagidaki gibi belirlenir:

1 .
¥=—¢'lx.tw), T=—0 ), U=[¢; du+(.1{.r] -3 ¢=]u+n{.r,rl (20)
) 8n 1. ,
L= [ eldu+ Alu +E+(2¢§ -5 +Jl(.r])v: + i (21)
1 ta ﬂn 1 "o
Vo= [ gndu—g o ut—+ ¢%w1+(¢§+;¢* +1<.ril]v= + uvivy (22)
3, .
5t= (E ¢? +240) +1r{zll]21 +attlotlv, +2 ¢iv: + ¢ivi+ Bl(xtw) (23)

1_

5 U,
burada i esitliginin saglanmasi gerektigi unutulmamalidir. Esdegerlik doniistimleri, yukarida (20-23) ile belirlen-
mis olan sonsuz kiigiik tiretegleri kullanilarak

di af du df

—_— R — 1 )

de . de r de " ode s (24]
denklem sisteminin

O =x E0=t §0)=u fO=Ff 25)

baslangi¢ kosullari altinda integre edilmesi ile belirlenir. (20-23) ifadelerinde gecen fonksiyonlarin integre edilebilir ol-
duklar1 agiktir, fakat bu elbette ki keyfi fonksiyonlar ile bu integrallerin hesaplanabilecegi anlamina gelmez. Bu nedenle, es-
degerlik doniisiimlerini en genel yapida elde etmek miimkiin degildir. 4. boliimde fonksiyonlarin bir takim 6zel halleri ele ali-
narak, denklem sistemi integre edilecek ve bazi alt gruplarin esdegerlik doniisiimlerine 6rnekler verilecektir.

Tek boyutlu birinci mertebe dalga denklemi ailesi (1) in bazi alt aileleri i¢in ¢alisma, burada elde edilen sonuglar iizerine,
denklemin yapisal 6zelliklerinin getirecegi ek kosullar incelenerek kolaylikla belirlenebilir. Asagida buna bir 6rnek olarak,
bir 6zel hal ele aliacaktir.

Teorem 3.

e — fle o u,u,), =0 seklinde verilen dalga tipi denklem ailesinin,

uy + Al thugy + Blx, thuy + Clx, thu, + Dx,tlu, + Flx,t) = 0
seklinde bir lineer iiyesi ile, ancak
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e f _
igp— flef wipig, =0, ﬂ'_ﬁf'z 0

seklinde bir lineer olmayan iiyesi arasinda, bir nokta tipi esdegerlik doniisimii miimkiindiir.

ispat:
u
(1) ile ele alinan dalga tipi denklem ailesinin bir alt ailesi olarak, f fonksiyonunu daha dar bir yapida, * ye bagli olmayan
gatp ¥ yap ye bag y
halde ele alacak olursak, f fonksiyonunun bu sekilde se¢ilmesi ile, denklem ailesi

f{x, tt'[Ju:r:]:r = e @7)

olacaktir. (27) denklem ailesinin bir iiyesi elbette (1) denkleminin de bir {iyesidir, fakat (27) ailesinin esdegerlik grupla-
rinin (1) ailesinin esdegerlik gruplarindan daha dar bir yapida olacagi kolaylikla 6ngdriilebilir. Bu noktada yapinin daraltil-
masinin, miimkiin esdegerlik doniisiimlerinde de bir daralmaya neden olacagi sdylenebilir. O halde denklem ailesinin {iye-
leri arasinda en genis gecis saglayan doniisiimler nasil belirlenebilir ve bu gegisler uygulama anlamina ne kadar elverislidir
sorusu akla gelir.

Simdi (27) denklemin, (1) denkleminin esdegerlik gruplari yapisi lizerine getirdigi kisitlari inceleyelim. (27) denkleminin
yapisindaki fonksiyonel baglilik nedeni ile ek degiskenlerden (11) de bulunan

sH2 =0

olacagi, dolayist ile ona bagl izovektdr alan1 bileseni
s2=p
12

olmasi gerektigi agiktir. ‘nin (7) denkleminde verilen ifadesi yazilir ve fonksiyonel bagliliklar dikkate alinir ise aga-
gidaki iki denklem elde edilir:

o _, ast

fv, E-“_v:_

. 5t
Ikinci denklemden, “in (23) ile elde edilmis olan ifadesi kullanilarak,

¢u=0 =0

sonuglari elde edilir ki Teorem 2 nin gegerliligini kaybettigi goriiliir. Bu noktada aklan gelen soru, lineer ve lineer olma-
yan denklemler aras1 gecisin, boylesi bir yapida hala gecerli olup olmadigidir. Simdi bu sorunun cevabini arastirmak i¢in di-
ger {iretegleri belirleyelim. (18) denkleminden agik¢a goriiliir ki, bu halde

Up=0

olacaktir. Dolayist ile denklem ailesinin dontigiimiinii kontrol eden tiretecler, yerel koordinatlarin, bagka deyisle bagimsiz
degiskenlerin bagimli degiskene baglilig1 yapisini ortadan kaldirmanin 6tesinde, bagimli degiskenin lineer olmayan doniisii-
miine de imkan vermemektedir. Dolayisi ile buradan ancak lineer denklemlerin bagka lineer derufglemlere doniisebilecegi so-
nucu ¢ikartilabilir, yapisal olarak lineer ve lineer olmayan denklei‘;‘rler arasi gecis, ancak fnin ~ ‘ye baglhligi ile miimkiin-
diir. Bu sonug, lineer olmayan denklemde, lineer olmayan kismin ~ “ye bagli olacag1 dngdriisiinii ortaya cikarir ki, teoremin
ispat1 burada tamamlanir.

O

Bir sonraki boliimde ele alinan 6rnekler ile okuyucu Teorem 3'iin saglamasini gorecektir.
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IV. TEK BOYUTLU DALGA DENKLEMIiNiN ESDEGERLiIK DONUSUMLERININ LINEER OLMAYAN
DENKLEMLERE UYGULAMALARI

Bu bdliimde, (1) ile verilen dalga denklemi ailesinin, esdegerlik doniistimlerinin gruplarinin, bazi alt gruplar ele alinarak,
denklem ailesinin iki {iyesi arasinda gegisler drneklenecektir. Calismanin amaci ¢ergevesinde, sadece lineer ve lineer olma-
yan denklemler aras1 doniisiimlere uygulamalar ele alinacaktir. Okuyucu ister ise benzer sekilde daha farkli tipte denklemler
arast doniisiimleri, kolaylikla iiretebilir.

Orneklerde, (20-23) sonsuz kiigiik iireteglerinin 6zel bazi halleri ele alinarak, (24) denklem sisteminin (25) baslangig ko-
sullar1 altinda integre edilmesi ile doniisiimler belirlenip, gecisin iirettigi denklem ailesi iiyeleri belirlenecek ve bu sekilde, li-
neer bir denklem i¢in bilinen ¢dziimden, esdegerlik doniisiimiiniin miimkiin kildig1 karmasik bir lineer olmayan denklemin
tam ¢6ziimii bulunacaktir.

Ornek 1: Yukarida (20-23) ile verilen sonsuz kiigiik iireteglere bir drnek olarak

pl=u,  BI=0 (26)

alalim. Kolaylik olmasi agisindan birbirleri ile iligkileri de dikkate alacak sekilde, iireteglerdeki serbest fonksiyonlarin ta-
mamini 6zdes olarak sifir segelim: g** = 1=y =5 = 0a'* = 1=y =5 = 0, bu halde

— — 52 — - _pp
u=a, W = W =, 5= -y,

olacaktir. Bu ifadeleri (24) denklem sistemine yazip, (25) baslangi¢ kosullar1 altinda integre eder isek, alt grubun esdeger-
lik doniistimleri asagidaki gibi belirlenir:

vy Vg E173

vy = —. f=f+
1

(27)

1—ewy

Simdi (1) denkleminde f = wu alalim. Bu durumda (1) ailesinin

Uy — Uy =0 (28)

iiyesi yazilir. Her ne kadar bu denklem, uzay zaman koordinatlar1 yer degistirmis 1s1 denklemi yapisinda olup, dalga denk-

lemi olarak adlandirilmasa da, (1) denklem ailesinin bir {iyes —wlmal’?:'ledeni ile bu ¢aligme } _ . :dilen sonuglar gerceve-

gk

sinde incelenebilir. (28) denklemi, (27) doniistimleri altinda = ve  nin kullanilmasi ile ""=0 iizerinden, lineer ol-
mayan
A+ ety — Tl + elig) + 2 el Hge) — e Ul Uy =0 (29)

denklemine doniisiir. Sabit katsay1l (28) denkleminin bir ¢6ziimii de (27), "den elde edilen ters doniisiimler ile (29) denk-
leminin bir ¢6ziimiinii liretir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, genel ¢oziimlerin doniisiimler altinda genel ¢oziimler
tiretmedigi, fakat lineer olmayan denklemi saglayan fonksiyonlar tirettigidir, bir bagka deyisle, lineer olmayan denklemin bir
tam ¢6ziimii yazilmis olur.

Simdi okuyucunun hesaplart saglayabilmesi adina (28) denklemini saglayan basit bir fonksiyon alalim:

1,
ulx, t) =t +x

(27), "den elde edilen ters doniistimler ile
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fonksiyonunun, son derece karmagik goriinen (29) denk-
leminin bir agik ¢oziimii oldugu kolaylikla saglanabilir.

Ornek 2: Bir 6nceki 6rnekte ele alman doniisiimii bu kez
[ = uy secerek klasik sabit katsayili dalga denklemine uy-
gulayalim:

Lyy = Upr =0. (3[]:]
Bu durumda doniismiis haldeki denklem, gerekli hesap-
lar yapildiktan sonra

2etip (14 eligliigr + (1 — €202 e — (L 4 el G =0

kuazilineer denklemine doniisiir. (30) dalga denk-
leminin genel ¢6zimili olan u =Wt — x) + &(t + x)
u =Wt — x} + &t + x) fonksiyonu, yukaridaki lineer ol-
mayan denklem igin

U-WE-x—cu) - (f+x+eu)=0

kapal1 fonksiyonunu ¢6ziim olarak iiretir.

Sonsuz kii¢iik iireteglerin, her farkli se¢iminde, farkl: bir
esdegerlik grubu altinda yapinin incelenebilecegi agiktir. Li-
neer ve lineer olmayan denklemler disinda, sabit katsayili
ile degisken katsayili ya da homojen ve homojen olmayan
denklemler arasinda da doniigiimler iiretilebilir. Fakat bu ¢a-
lisma kapsaminda lineer olmayan denklemlerin, Lie grubu-
nun bir uygulamasi olan esdegerlik doniisiimleri grubu ile,
¢ozlimlerinin belirlenmesi konusu ele alinmustir.

V. SONUC VE YORUMLAR

Caligma kapsaminda, (1) ile verilen tek boyutlu dalga
tipi denklem ailesinin esdegerlik doniistimlerinin gruplari
incelenmis, esdegerlik doniisiimlerinin sonsuz kiigiik tiretec-
leri, en genel anlamda agik olarak elde edilmistir. Calisma,
daha once literatiirde bulunan calismalardan farkli olarak,
lineer olmayan denklemlerin tam ¢6ziimlerinin, esdegerlik
dontigiimleri araciligryla elde edilebilir olmasi iizerine yo-
gunlastirilmistir. Yine daha once literatiirde elde edilme-
mis olan, dalga denklemi ailesinin lineer ve lineer olmayan
iiyeleri arasinda miimkiin doniigiimlerin tireteclerinin yapist
iizerine kesin sonuglar verilmistir. Bu sonuglar Teorem 2"de
Ozetlenmistir. Ayrica denklem ailesinin, alt ailelerinin egde-
gerlik grubu yapisinin nasil incelenebilecegi, bir 6rnek ile
verilmis ve buradan sonucla, Teorem 3 yazilmistir.
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Son boliimde, esdegerlik grubunun iireteglerinin, lineer
ve lineer olmayan denklemler arasinda gegisi miimkiin kilan
bir 6zel hali 6rnek olarak ele alinmis ve denklemler aras1 ge-
¢is ile, lineer olmayan bazi denklemlerin agik ¢6ziimii elde
edilmistir. Okuyucu, buna benzer sekilde sadece lineer ve
lineer olmayan degil, homojen ve homojen olmayan, sabit
katsayilt ile degisken katsayilt vb. denklemler arasinda ge-
¢isi miimkiin kilan doniisiimlerin de iiretilebilecegini kolay-
likla gorebilir ve uygulayabilir. Bu anlamda Ozer'in (2+1)
boyutlu difiizyon denkleminin esdegerlik gruplar {izerine
olan calismasi [11] incelenebilir.

Bu ¢alisma kapsaminda elde edilen esdegerlik grubu-
nun lretegleri, denklem ailesinin {iyelerinin doniisiimii ger-
cevesinde ele alinmistir. Problemin cebrik yapisina deginil-
memistir. Burada agik olarak belirlenmis olan sonsuz kiigiik
iiretecler kullanilarak, problemin degismez ¢oziimler aragti-
rilabilir, cebirsel yap1 araciligi ile denklem ailesinin iyeleri
arasinda siniflandirma ¢alismast yapilabilir ki bunlarin hepsi
ayr1 birer ¢aligma konusu olacaktir. .

TESEKKUR

Caligmay1, dikkatle okuyup, uyarilarda bulunan hakem-
lere tesekkiirli borg bilirim.
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