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One Cikanlar

* Bu caligmada Sheffer polinomlar1 yardimiyla kurulan bir operatdriin genellemesi elde edilmistir.

« Elde edilen bu genelleme ile diger operator genellemelerine 151k tutacaktir.

* Yaklasim hizlarinin karsilagtirilmasina olanak saglayacaktir.

» Kullanilan modiiller sayesinde diger yazarlara bu modiilleri benzer diisiinceyle kullanma firsat1 sunacaktir.

Makale Bilgileri Oz

Bu ¢alismada, Sheffer polinomlarini i¢eren yeni bir Beta tipli operator sinifi tamtilmaktadir. Bu operatorlerin
Gelis: 26/06/2025 yaklasim ozellikleri, Korovkin tipli teorem yardimiyla incelenmektedir. Ayrica, yakinsama hizi; siireklilik
Kabul: 12/11/2025 modiilii, ikinci mertebeden siireklilik modiilii ve Petree K-fonksiyoneli kullanilarak belirlenmektedir.

Anahtar Kelimeler

Stireklilik Modiilii
Sheffer Polinomlari
Beta Fonksiyonu

A Generalization of Operators Including Sheffer Polynomials with the Help of Beta Functions

Highlights
» In this study, a generalization of an operator established with the help of Sheffer polynomials has been obtained.
* This generalization will shed light on other operator generalizations.
« It will allow comparison of approximation speeds.
* Thanks to the modules used, it will provide other authors with the opportunity to use these modules with similar ideas.

Abstract

The present paper aims to introduce Beta functions that involve Sheffer polynomials. We investigate
approximation properties of our operators with the help of the well-known Korovkin-type theorem and also
establish the rate of convergence by using the modulus of continuity, the second-order modulus of smoothness,
and Petree's K-functional.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinin temel amaci, dogrudan hesaplanamayan nicelikleri, hesaplanabilir niceliklerle yaklagik
olarak ifade etmektir. 1953 yilinda Korovkin, siirekli fonksiyonlar iizerinde lineer pozitif operatorler
kullanarak yaklagimin saglandigini belirlemenin en basit ve etkili yontemini ortaya koymustur. Bu
gelismeden sonra birgok matematik¢i bu konuda 6nemli ¢aligsmalar yapmistir. Mazhar ve Totik [1] ise Szasz

operatoriinii [2] degistirerek pozitif lineer operatorlerin yeni bir tiirlinii tanimlamiglardir:

[o's) [o¢]

K K
S (f3 %) = ne‘”xz —(nlf!) f e‘"t%
k=0 0

f(®adt. (1.1)

Jakimovski ve Leviatan [3], Appell polinomlarini igeren Szasz operatérlerinin bir genellemesini

sunmuslardir. Bilindigi iizere, Appell polinomlari py, (x)

gwer* = Z i () (1.2)
k=0

sekilde dogurucu fonksiyona sahiptir. Burada g(z) = Yn—oanz", |z| < R (R > 1) diskinde analitik bir
fonksiyondur ve g(1) # 0 kosulunu saglar. Dogurucu fonksiyonlardan yararlanarak, [3] de Jakimovski ve
Leviatan

-nx &
e

P.(f;x) = mkzzopk(nx)f (%)

operatoriinii tantmlamugtir.
P, operatorii, Ciupa [4] tarafindan

e~ X A+k+1 00

P:(f ix) = _Z P (” e K £ (1) di (1.3)
k=0

g1) A+k+1)J,

seklinde modifiye edilmistir. Burada I', Gamma fonksiyonudur ve 2 > 0'dir. Ozel durum olarak g(z)=1 ve
A = 0 alindiginda, (1.3) ile tanimlanan operator (1.1) ile verilen S,,* operatoriine doniisiir. py (x), Sheffer

polinomlar1 olmak iizere, Sheffer polinomlarinin dogurucu fonksiyonu

A@e W = 3 p Uk, Jul <R (1.4)
k=0

ile tanmimlanmaktadir. Burada A ve H polinomlari

[oe]

A(z) = Zanzn, (ag + 0)

n=0
H(z) = Zhnz”, (h, # 0) (1.5)
n=1

|z] <R, (R > 1) diskinde analitik fonksiyonlardir. Sheffer polinomlar1
i. X € [0, ) i¢gin p; (x) = 0,
ii. A(1) # OveH'® =1,
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iii. lu| < Rigin (1.4) gecerlidir. (1.5) kuvvet serileri |z| < R (R > 1) i¢in yakinsaktir. (1.6)
varsayimlari altinda, Ismail [5], T, lineer pozitif operatorlerini
p—TXH(1) &
Tulf 50 = 2 penf (5) (1.7

seklinde tanitmig ve ayrintili bir sekilde bu operatdriin 6zelliklerini incelemistir. T,, operatoriiniin, Sucu ve
Biiyiikyazici [6] tarafindan integral genellemesi yapilarak
—an (1) A+k+1 ©

n ot A+
A0 Zpk( )m LeArR F()de

Ta(fix) =
seklinde tanimlanmustir.
Bu ¢alismada, T;; operatorii modifiye edilerek

—an(l) -1

Hn(f;x) = A(l) ZJk(nx) B(/ n+ 1)] (1 + )n+]+1 f(S)dS (1'8)

seklinde yeni bir operator tanimlanmustir. Burada, 3 Beta fonksiyonu, f € C[0, «) ve (1.6) ile verilen

varsayimlar gergeklendigi kabul edilmektedir.

2. H, OPERATORLERININN BAZI YAKLASIM SONUCLARI

Simdi, ana teoremi belirtmeden dnce bazi yardimer tanimlar ve lemmalar verilecektir.

E sinifi asagidaki gibi tanimlansin:

E:= {ff [0,0) - R, xliinoo 1f_£x362 =MEe ]R}.

Lemma 2.1. (1.8) ile tamimlanan H,, operatdrii agagidaki esitlikleri saglamaktadir:

H,(1;%) = 1, (2.1)
A'(D)

Hn(t;x)=x+nA(1), (2.2)
n? 1 ., A'(1) 3A'(1) + A" (1)

H,(t?;x) = n(n—l)x2+ CEE) [H D+ —= o) +2] n(n—l)[ 1D ] (2.3)

Ispat. (1.8) ile tamimlanan H,, operatériinde f fonksiyonu sirastyla 1, t, t2 alinir, beta fonksiyonunun tanimi
kullanilir ve son olarak da (1.4) ile verilen dogurucu fonksiyonda t = 1 ve x — nx yazilirsa asagidaki
esitliklere kolayca ulagilir:

o~ XH(1) &

Hy(15%) = S ij( 0 5 +1)B(/n+1)—1

—an(l)

A Z”‘( *) BG,n +1)f (1+s)n+1+1 ds

Hy(t;x)
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—an(l)

= D ij(n)ﬁ(] T3P+ L)

1 A'(1)
= —[nx+ A
A'(1
x+ L,
nA(1)
—an(l) o Sj+1

Hn(tz ;X) = A(l) ZJk( x) B(] + 1) (1 + S)Tl+]+1 ds

—an (1)

= D ij(n)ﬁ(l T5PU+2n-1)
—an(l) 2+]

= ka( X
n A

_ L [y 24'(1) + A"(1)
_n—1x2+n—1[ W+ 70 ]

+2|x +

AD ] T -1 [ A(D

Lemma 2.2. Lemma 2.1 kullanilarak, (1.8) ile verilen H,, operatdrleriiniin merkezi momentleri su sekilde
verilir:

A'(1
Hy ((t = x);%)) = nAL(l))'
L 1 A'(1 24'(1
Hy((t —x)%x) = n_1% x%+ [ 1(H”(1)+ A((l))+2> nA((l))
24'(1) + A" (1)
n(n—1AQ) ° -

Tamm 2.1. Q(f; 8) fonksiyonu, f € C[0,00) fonksiyonunun siireklilik modiiliidiir ve
0(f;8) = sup 1f()-f )l
x,y€[0,00

|x-y|<8
seklinde tanimhidir. Burada C [0, ), diizgiin siirekli fonksiyonlarin uzayidur.

Tamim 2.2. Peetre K-fonksiyoneli

K(f;8) = inf{Ilf = glic; + Sllglwe)

seklinde tanimlanir. Burada W2 := {g € C3[0,): g',g"” € Cg[0, )} seklindedir.

ikinci dereceden siireklilik modiilii

0 (f;8):= sup IFCc+2h) = 2f G+ 1)+ f0)|
|h|<6

seklinde tanimlanir. Peetre K-fonksiyonu ile ikinci mertebeden siireklilik modiilii arasinda
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K(f;8) < M{Q,(f; V&) + min(1,8) |If llg,)

esitsizliginin mevcut oldugu bilinmektedir. Cg[0, ), [0, %) iizerinde taniml ve reel degerli, sinirh ve

diizgiin stireklilige sahip fonksiyonlar sinifidir ve

l1f llgg = sup |f(x)l
xX€[0,0)

normuna sahiptir.

Lemma 2.3. (Gavrea ve Rasa [7]), L,, operatorii, L,(1;x) = 1 esitligini saglayan ve {L,(g; x)}ns1, g €

C2[0, a] igin lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Bu durumda,
1
ILn(g;x) — g < [1g' IV Ln((E — )% x) + 3 lg" IL, ((t — %)% x)

esitsizligi saglanir. f, ikinci mertebeden Steklov fonksiyonu olsun. Zhuk [8] tarafindan verilen asagidaki

sonug kullanacaktir. Eger f € C[a, b] ve h € (0, b_Ta) ise,
3
Ifn = Fll < 7Q:(f; 1), (2.5)

3
Il < 52 Q2 (f5 b, (2.6)

esitsizlikleri saglanir. (1.8) ile belirtilen H,, operatoriiniin yaklasim 6zellikleri, bir sonraki kismin konusunu

olusturmaktadir.
Temel sonug agagida verilmistir.

Teorem 2.1. f € C[0,00) N E ve her x € [0, ©) igin,

lim Hy () = £GO)

esitligi gerceklenir. Yakinsama [0, o0) araliginin her kompakt alt kiimesinde diizgilindiir.

Ispat. Lemma 2.1 kullanilirsa,

lim Ho(¢5x) =x%, (i =0,1,2)

kolaylikla elde edilir. Korovkin teoreminin uygulanmasiyla, [0, o) araliginin kompakt alt kiimelerinde

diizgiin yakinsaklik elde edilir. Boylece, ispat tamamlanmis olur.

Genellikle, yaklagim teorisinde hata kestirimleri; sitireklilik modiilii, ikinci mertebeden siireklilik modiilii
ve Peetre K-fonksiyoneli cinsinden verilir. Bu nedenle, H,, operatorleriyle f fonksiyonuna olan yaklasim

ozellikleri ifade edilir.
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Teorem 2.2. Eger f € C[0,0) N E ise

[Ho(f5 %) = F(O] < 20(f5 6n(x))

esitsizligi elde edilir. Burada ¢, (x) = \/ H, ((t — x)?; x) dir.
Ispat. (2.1) esitligi, siireklilik modiiliiniin 6zelligi ve basit hesaplamalarla

—an(l) -1

0 Z}k(nx)<1+ (1n+1)f as )n+]+1| —xlds> Q(f; 6)

oldugu goriiliir. Cauchy-Schwarz esitsizligi yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki integral terimi igin

|Hn(f3 %) = f(0)] <

uygulanirsa

—an(l)

H < 11 v 2ds | Q(f; 8
IHa(fi0) = F ] < S ij(mo( ST sy 0% )agse

-1

le —nxH(1) & i
<1+c A sz("")s(] ), sy G ds>ﬂ<f:6> @7)

sonucu elde edilir. Yukaridaki esitlikte, seriler i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligini tekrar kullanilirsa

|Ha(£5) = fO] < {142 (=052 }Q(f; )

bulunur. Burada ¢,,(x) = \/ H,, ((t — x)?; x) seklinde segilirse istenilen sonug elde edilir.

Simdi, H,, operatorlerinin yakinsama hizi, ikinci dereceden siireklilik modiilii yardimiyla hesaplama

yapilacaktir.

Teorem 2.3. f € C[0, ) igin, O, ikinci dereceden siireklilik modiilii yardimiyla yakinsama hiz1

2 3
IHn(f; ) = fGOl < —R2IIfI1 + 72+ a+h*)Q(f; h)

ile elde edilir. Burada h := 3/H,((t — x)2; x) dir.

ispat. f fonksiyonuna baglh ikinci mertebeden Steklov fonksiyonu f;, olarak tanimlanmaktadir. Burada
H, (1; x) = 1°dir. O takdirde,

|Hn(F52) = fQOl < 2|Ifn = fII + [Ho(fi %) — frn(0)] (2.8)

esitsizligi elde edilir. Landau esitsizligi ve Steklov fonksiyonlar1 i¢in bilinen sonuglar uygulanilirsa
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2 a
< = + =Ify
fnll < —lifall + S 1£nl

<+ o a5 ) (2.9)

esitsizligi bulunur. f, € C?[0, a] olmasi nedeniyle, Lemma 2.3, (2.6) ve (2.9) kullanilirsa

|Hn (f5 %) = £ (0l S( |If||+ Qz(f h)> /H ((t=20%x) + z H, ((t = 0% x)Q(f; b) (210

olur. (2.10) esitsizliginde h = ‘{/Hn((t —x)?; x) segilirse ve ardindan (2.8) esitsizligindeki son ifade

dikkate alinirsa, ispat tamamlanmis olur.

Ayrica, f fonksiyonu diizgilin bir fonksiyon oldugunda, asagidaki teorem f icin yaklasik olarak kestirimi

i¢in bir tahmin verir.

Teorem 2.4. Eger f € W2 ise

1
|H,(f; %) — f0)] < Eu(x)llfllwg, (2.11)
elde edilir. Burada

A (1) /r(l)
A(1) A(l)

u(x) = (2.12)

<H”(1) + A1) + 2) 24 (1)

A1) nA(1)

1, 1
-0 T|m-D
seklinde se¢ilmistir.
ispat. Taylor ac1lim1 kullanilarak

FO = FG + PG -0+ T2 g~ xy

yazilabilir. H,, operatoriiniin lineerlik 6zelligi sayesinde

f ”(77)

Hy(f;2) = f(x) = f/OH,(§ = x5 %) + Hy ((§ = %)% %)

olur. Bu durumda Lemma 2.1 kullanilarak

[t (fi) = £
A'(1)
S TOLAL

1{ 1 z+[ 11<H,, A’(1)+2>_ 20D 24 W) +4" ()

2ln—-1" A(D) nA@) |* T - DA }”f””C'B
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esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizlikte yapilacak basit bir hesapla (2.11) sonucu elde edilir.
Bir sonraki teorem, Peetre K-fonksiyoneli araciligiyla nicel bir tahmin icermektedir.

Teorem 2.5. Her f € C[0, ) icin

[Ha(f3 ) = fCOI < 2M(Qp(f; h) + min(L, %) (If'llg,)

dir. Burada h := % ve u(x) ise (2.12) de tanimlandigr sekildedir.

Ispat. g € W2 olsun. Teorem 2.4 den

|Hn(f; %) = f(OI

<24|If —gll;,

1| 1 1 [ AQ) 24'(1)
2n n—1x2+[n—1<H O+7D +2)_ na(n) |*

A1) A
ORI

1
-1 [(" +2) gl (2.12)

esitsizligi acik¢a elde edilir. (2.12) esitsizliginin sol tarafi g fonksiyonuna bagli olmadigindan

Ha(f %) — FO] < 2K <f; ”(")).

2n
esitsizligi elde edilir. Burada K (f; t) Peetre K-fonksiyonelidir. Peetre K-fonksiyoneli ile ikinci mertebeden

ux)

o seklinde segilirse

stireklilik modiilii arasindaki bagint1 kullanilir ve h :=

|Ha(f; ) = £G0] < 2M (Q(F; 1) + min(1, h2) |If| . )

elde edilir.
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