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Ozet

Bu ¢aligmada, sayisal ¢oziimleme derslerinde yer alan lineer ve lineer olmayan denklem sistemler ile diferansiyel denklemlerin
¢ozlimiinde kullanilan bazi yaklasik yontemlerin Mathematica® yazilimi ile programlari verilmistir. Bu ydntemler lineer
denklem sistemleri i¢in Gauss yok etme, matris ¢arpimiyla Gauss yok etme, Aitken, lineer olmayan denklem sistemleri i¢in basit
iterasyon, Newton-Raphson, Sekant ve Regula-Falsi, diferansiyel denklemler igin Euler ve Runge-Kutta yontemleri
kapsamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Mathematica®, Sayisal Coziimleme, Yaklasik Yontemler, Bilgisayar Programlama

Abstract

In this work, we give some codes of approximate methods for linear, non-linear and differential equations written in
Mathematica® software for numerical analysis courses. This methods consist of Gauss elimination, matrix product
Gauss elimination and Aitken for linear equations system, iteration, Newton-Raphson, Secant and Regula-Falsi for
non-linear equations and finally Euler and runge-Kutta methods for differential equations.
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GIRIS

Sayisal ¢ozliimleme, diferansiyel denklemler, denklem ¢oziimleri, dogrusal denklem takimlarinin ¢oziimd, tiirev,
integral, egri uydurma vb. tipteki analitik olarak ¢dziilemeyen problemlerin sayisal olarak ¢oziimleme isidir.

Fen ve miihendislik alanindaki giincel g¢aliyma konularimi kapsayan problemlerin bir¢ogu diferansiyel
denklemleri igerir ve onlarla modellenir. Serbest diigen bir cismin hareketi, bir borudan akan sivinin hareketi ve
elektromanyetik dalganin yayilimi gibi fiziksel olgular diferansiyel denklemleri igerir. Bir diferansiyel denklem
bagimsiz degiskenleri, bu degiskenlerin fonksiyonlarini ve bu fonksiyonlarin tiirevini igeren bir bagmtidir [1]. Eger
bu denklem tek bir degiskene bagl fonksiyon igeriyorsa adi diferansiyel denklem, birden fazla bagimsiz degiskenin
fonksiyonlarin1 igeriyorsa kismi diferansiyel denklem denir. Genellikle diferansiyel denklem dendiginde adi
diferansiyel denklem kastedilir.

Diferansiyel denklemi ¢dzmek kadar onu olusturmak da énemlidir. Ornegin fiziksel olgularin modellenmesinde
bazi bir takim kabuller ve smirlamalar getirebilir. Bu sinirlamalar baglangic ve sinir deger problemlerinde
goriilebilir. Fiziksel modellemede iilke literatiiriindeki kitap sayisi ¢ok azdir. Pala (2006) [2], bu modelleme
acisindan bagvurulabilecek onemli bir kaynaktir. Sayisal ¢oziimleme hem bilgisayar bilimlerini hem de matematik
gibi pozitif bilimleri de igerdiginden her iki taraftan da beslenir. Herhangi bir olguyu 6rnegin radyoaktif bozunma
kanunu ele alalim. Bu olaymn modellenmesi fizik kanunlart altinda matematiksel ifadelerle gergeklesir. Sayisal
¢oziimleme bu modeli uygun programlama dillerini kullanarak bilgisayar yardimiyla sayisal olarak ¢ézme isidir.
Daha genel bir tanimla sayisal ¢6ziimleme, matematiksel ifadelerle modellenen problemlerin ¢éziimiinde beli sayida
ve siras1 belirlenmis islemleri bilgisayarlarla yaparak kesin veya belli bir hassasiyete sahip sonuglar elde etmek i¢in
kullanilabilecek yaklasik yontemlerin bulunmasi, gelistirilmesi ve var olanlarindan etkin olaninin/olanlarinin
bulunmasi olarak tanimlanabilir [3].
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Temel bilimler ve mithendislik dallarinda karsilagilan problemlerin ¢6ziimii iki ana gruba ayrilabilir: analitik
¢oziimler ve sayisal ¢oziimler. Analitik ¢éziimler, ilgili problemlerden parametrelere ve degiskenlere bagh bir ifade
veya ifadeler grubu verdiginden arzu edilen bir ¢6ziimdiir. Bu parametreler ve degiskenler iizerinde istenilen
degisiklikler yapilarak problem incelenebilir. Sayisal ¢oziimler, analitik ¢dziimlemenin yapilamadigr durumlarda
ortaya ¢ikar [4]. Bu tip ¢6ziimler parametreler ve degiskenlerin belli kabulii altinda ¢oziimler olusturulmaya caligilir.

Temel bilimler ve miihendislik dallart igerisinde bazi problemlerin analitik olarak ¢oziimii ¢ok karmasik
olabilir. Hatta bazi durumlarda ¢6ziim analitik olarak bulunamayabilir. Bugiin halen bilinen tam bir analitik ve
sayisal ¢oziime sahip olmayan diferansiyel denklemler vardir: matematikteki Korteweg- de Vries (KdV) lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemi, Navier-Stokes denklemi gibi. Schrodinger denkleminin hidrojen atomu
disinda kalan ¢ok elektronlu atomlar igin tam bir ¢dziimii yoktur. Sayisal ¢dziimleme bu tip problemlere yaklasik
¢oziimler bulmak i¢in kullanilir.

Sayisal ¢oziimleme ile her tirli problemin iistesinden gelinebilecegi gibi bir algiya sahip olunabilir.
Bilgisayarlarin teknik kapasitesine de bagli olan bu algi aslinda daha temel kuramsal bir olguyla da tezat diiser:
hesaplanabilirlik kurami. Bu kuram ilk olarak matematikte yer almis olsa da bilgisayar bilimlerinde de karsilig1
vardir. Bu karsilik kendini algoritmalarda bulur. Matematikte, sayisal ¢oziimlemede ve bilgisayar bilimlerinde
herhangi bir algoritma ile ¢oziilemeyecek problemler vardir. Hesaplanabilirlik ile ilgili Brookshear ve Brylow’un
(2016)kitabina bagvurulabilir.

Sayisal ¢oziimleme bazen dogru sonucu verirken bazen de yaklasik sonucu verir. Fen ve mithendislik ile ilgili
bir problemin algoritmasinda yer alan girdilerin bir kismini deneysel veriler olusturabilir. Bu deney verileri
muhakkak bir hata pay1 icerir. Bunun neticesinde algoritmanin verecegi sonu¢ bir hata pay1 igerisinde dogru
olacaktir. Bazen bu hatalar kesme hatas: olarak bilinen algoritma kaynakli olabilir. Bir digeri ise bilgisayardaki
aritmetik islemlerden dogan yuvarlama hatasidir.

Bilgisayar bilimlerinin ve teknolojisinin ilerlemisiyle bilgisayarlar modern bilimde amaglar1 farkli olsa da ¢okg¢a
kullanilmaktadir. Bilgisayar bilimleri, bilgisayar tasarimi, programlama ve algoritmalarin gelistirilmesi ve
uygulanmasini i¢eren bir disiplindir [5]. Algoritmalar belki de bu disiplinin en 6nemli bilesenidir.

Algoritmalar bilgisayar bilimlerinin oldugu kadar, sayisal ¢6ziimlemenin de temelidir. Algoritma, bir problemin
¢Oziimii igin gerekli olan sonlu sayidaki islemleri adim adim belirli bir sira ile tanimlayan diizendir [3].
Programlama ile algoritma birbirlerine yakin kavramlar olsa da farkli tanimlamalara sahiptirler. Bir probleme dair
¢ozlimiin olugturulup bilgisayar ortamina aktarilmasina programlama, bu ¢6ziimiin olusturulmasina da algoritma
olusturma denir. Bir bilgisayar programi bilgisayara verilen gorevleri yerine getirmesi igin ne yapmasi gerektigini
iceren komutlar biitliniidiir. Programlamanin kendine has bir metodolojisi vardir. Bunlar yéntemsel programlama,
fonksiyonel programlama, nesneye dayali programlama tekrarli programlama, kural temelli programlama ve
mantiksal programlamadir. Bu makalenin amact her ne kadar bu alt dallarin iizerine kapsayict bir sekilde bilgi
vermek olmasa da kisaca deginmek yararl olacaktir. Yontemsel programlama, belirli bir algoritmay1 yerine getiren
bir dizi agiklamay1 kapsayan programlamadir. Bu programlama tiiriinde programi yazan insan bilgisayara ne
yapacagimi ve nasil yapacagini sdyleyen komutlar yazar. Fonksiyonel programlama, programin veya yazilimin
fonksiyonlardan olustugu temeline dayanir. Birgok durumda bu fonksiyonlar i¢ ige ge¢mistir ve karsilasabilecek
yeni fonksiyonlar bilinen diger fonksiyonlar yardimiyla olusturabilir. Nesneye dayali programlama, fonksiyonel
programlamaya benzerdir fakat burada fonksiyonlarin yerini nesneler almistir. Programda ya da yazilimda ¢esitli
nesneler tanimlanir ve bu nesnelere gerektiginde farkli islemler yaptirmak icin yontem belirlenir. Tekrarlh
programlamada, ilgili problemi ¢6zmek i¢in yazilan program istege gore pargalara ayrilir. Bu pargalara gore yazilan
komutlar bir sonraki duruma gore birlestirilebilir veya bir onceki komuta bagvurarak yeni veriler/girdiler
olusturabilir. Kural temelli programlama, belli dontisimleri kurallara baglayarak formiile eder. Bu sekilde genellikle
sayisal hesaplamalar yapilir ve probleme odakli oldugundan kapsamlar1 dar olabilir. Mantiksal programlama,
program diline bagl kalmaksizin yapmak istenilen seyi mantiksal tanimlarla kurulan algoritmalarla yapmak ister.
Bu tip programlamada sonuca ulasmanin belirli bir yolu yoktur. Sistem biitlin yollar arasindan istenen yolu seger.
Algoritmalar ve programlama i¢in [6-7] kaynaklarina bakilabilir.

Bilgisayar programlamada amag algoritmay1 bilgisayara terciime ederek aktarmaktir. Buradaki terciime
etmekten, istenilen algoritmanin, kodun veya programin makine diline ¢evrilmesidir. Bu terciime etme islemi iki
sekilde olur: derleyici (compiler) ve ¢oziimleyici/yorumlayici (interpreter). Yani bilgisayarin anlayabilecegi iki dil
vardir denebilir. Bu sayede programdaki/yazilimdaki kodlar makine diline derlenir ve/veya ¢6ziimlenir.

Mathematica fizik alaninda doktora derecesine sahip olan Stephen Wolfram [14] tarafindan ilk siirimii 1991
yilinda yayimlanmis olan bir paket programdir. Mathematica matematiksel, cebirsel ve sembolik hesaplamalar
yapan genel bir sistemdir. Ustiin bir hesaplama ortami saglayan Mathematica ayni zamanda da bir programlama
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dilidir. “I¢ verimlilik oran1 temelinde en iyi stratejinin belirlenmesi” veya “yillik dénem temelinde taksit tutarini
hesaplayan” programlart da Mathematica aracilifiyla yazabilirsiniz (Cinar ve Caliskan, 1995). Mathematica, bu
calismada bahsedilen programlama metodolojilerinden yontemsel ve mantiksal olanlart ile pek uyumlu degildir.
Bilgisayar dili olarak ¢dzlimleyici/yorumlayici bir dildir. Derleyici diller, ¢éziimleyici dillerden farkli olarak makine
diline daha yakin olmalar1 ve bilgisayar donanimindan araci olmaksizin yararlanabildikleri i¢in etkindirler.

Mathematica iki ana bdliimden olugur: matematiksel hesaplar1 yapan kernel boliimii ve kullanici ile bilgisayarin
iletisimini saglayan front end bolimii [9]. Mathematica sahip oldugu kiitiiphane bakimindan ¢ok iistiindiir. Birgok
matematiksel fonksiyon kiitiiphanesinde kullanicilar i¢in hazir olarak yer almaktadir. Mathematica sembolik bir
yazilim oldugundan veri girisi ¢ok kolaydir. Dolayisiyla yogun hesaplamalar gerektiren islemler igin zaman kaybini
ortadan kaldirir.

Dilimizde Mathematica igin yazilmis olan az sayida kaynak mevcuttur. Bunlardan birkag1 kaynaklarda
goriilebilir [8,10,11]. Diferansiyel denklemler ve sinir deger problemlerinin incelendigi ve geviri editdriiniin Akin
(2008) [12] oldugu kitap Maple, Matlab ve Mathematica orneklerini iceren zengin bir kaynaktir. Ozellikle
mithendislik fakdiltelerindeki sayisal ¢oziimleme dersleri MatLab programlama diliyle yapilmaktadir. Bu
programlama dilinde ise dilimizde yeterli sayida kitap vardir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde lineer denklem sistemlerinin ¢dziimiine genel bir giris verilmis ve bu
sistemlerin ¢6ziimil i¢in Gauss yok etme, matris carpimlariyla Gauss yok etme ve Aitken ydntemleri ile ilgili
programlar verilmistir. Lineer olmayan denklemlerin ¢dziimii igin, basit iterasyon, Newton-Raphson, sekant ve
Regula-Falsi yontemleri ile ilgili programlar verilmistir. 3. Bolimde diferansiyel denklemler i¢in Euler ve 4.
Mertebeden Runge-Kutta yontemlerini igeren programlar verilmistir. Tartigma ve sonug bolimiinde Mathematica ile
verilen progamlarin sayisal ¢oziimleme derslerinde Ornek olarak kullanilabilecegini ve Mathematica’nin
programlamada daha yaygin bir sekilde kullanilmas: tartisilacaktir.

1. LINEER DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

Lineer denklem sistemleri fen ve miihendislik problemlerinde sik¢a karsilasilan bir sistemdir. Ornegin fizikte
elektrik devre analizinde kullanilan Kirchoof kurallar1 neticesinde bir denklem sistemi elde edilir.
Genel olarak lineer denklem sistemi

aq1xX1 +apx, + -+ aq, =04

)
Ap1Xq + AppXy + -+ Ay = €y
Am1X1 + QpoXy + o+ Ay = Cy
seklinde gosterilir. Bu denklem sistemi matris gosteriminde
AX=C @)

daha sade bir bigimde yazilabilir. Bu denklem sisteminde C vektdriiniin C = 0 olmasi halinde sisteme homojen
denklem takimi1 denir ve X = 0 gibi bir ¢dziime sahiptir. Bu ¢6ziime agikar ¢6ziim denir. Bundan baska bir ¢6ziim
varsa bu ¢oziime agikar olmayan ¢6ziim denir. C # 0 olmasi halinde sisteme homojen olmayan denklem takimi
denir.

1.1.Gauss Yok Etme Yontemi

Gauss yok etme yontemi anlagilmasi ve uygulanmasi kolay bir yontem oldugundan hem elle yapilabilir hem de
bilgisayar ortaminda rahatlikla programlanabilir. Fakat biiyiik boyutlu matris denklemlerinde islem sayis1 arttig1 igin
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buna bagl olarak hata da artabilmektedir. (1) denkleminde A matrisinden katsayilar matrisi, C matrisinden de sonug
matrisi su sekilde olusturulabilir:

all aIZ alS L aln cl _
ay @y ay Looay,c
[AIC]=|ay, a5, a3 L a4, 3)
M M M MM
a4, a, a5 L a,c,
Agik hali yazilirsa
X, + ApXy +a;X; + +a,x,— ¢ =0
Ay X) + Apy Xy + Apy Xy + o +a,x,—c,=0
Ay, X, + Ay Xy + Ay Xy + e +a,x, —c;= 0 5
M
A X, +a,,X, + 0%+ +a,x, —c, =0

elde edilir ve asagidaki islemler bu ifade lizerinden daha net anlasilabilir. Bu denklemin matris elamanlarina satir ve
siitun iglemleri uygulanabilir ve su sirada takip edilebilir [4]:

1. a,, pivot eleman olarak segilir. Birinci satir a,,/a,, sayisi ile garpilip ikinci satirdan ¢ikarilir. Elde edilen
elemanlar ikinci satir yerine yazilir. Elde edilen bu yeni satirda a,; = 0 olacaktir.

2. Birinci satir az;/a,; ile garpilip iigiincii satirdan ¢ikarilacak ve elde edilen yeni elemanlar iigiincii satir
yerine yazilacaktir. Elde edilen bu yeni satirda a;; = 0 olacaktir.

3. Ayni islemler sirayla n’yinci satira kadar yapilir ve islemler sonunda a;; = 0 olacaktir.

4. a,, pivot eleman olarak segilir ve a;, (i = 3,4,:-n) elemanlar sifirlanir. Bu sifirlama (5) nolu denklem
vasitastyla olacaktir.

5. Kosegenin alt tarafindaki biitiin elemanlar sifir olana kadar yukaridaki islemler devam ettirilir.

6. Alt liggen matris elemanlari sifirlandiktan sonra x,, = ¢,/a,, formunda bir ifade bulunacaktir.

7. Bunun pesine geriye dogru islem yaparak sirayla x,,_, X,,_,, ***, X; elemanlar1 bulunur. x; degerleri i¢in (6)
nolu denklem kullanilir. Sonug olarak biitiin bilinmeyenler bulunur.

k=12,-,n—1icin

Xik 5)
Xij = Xij — axkj

1
Xp = aann

n
_1 6)
Xi = P Ci — Aix Xk
"t k=i+1

Bu adimlardan sonra ilgili Mathematica programi Sekil 1’de verilmistir. Programin basindaki Clear komutu
program her caligtirildiginda daha Onceki atanan degerleri sifirlar. n matris mertebesi olup istenildigi kadar
biiyiitiilebilir.
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Clear([n, a, c, x]
n=3;
a=Array[0 &, {n, n}]:
c=Array[0 &, {n, 1}]:
x = Array[0 &, {n, 1}]:
a={{2,0.3,-0.7}, {0.8, 2,5}, {0.6, -0.2, 9}}:
c={{4}, {-2}, {3.6}}:
Print["Verilen denklem takimi ¢arpan matrisi: A=", a // MatrixForm]:
Print["Verilen denklem takimi katsayi matrisi: C=", c // MatrixForm]:;
For[k=1,k=n-1, k++,
For[i=k+1,1i=n, i++,
p=all[i, k]]l/a[lk, k]];
cl[i]]l =c[[i]] -p#*c[[k]];
For[j=k+1, jJ=n, j++,
af[i,3]]=alli, 311 -p#allk, 31]]
]
1:
x[[n]] =cl([n]] /al[n, n]];
For[k=2,k<n, k++,
i=zn-k+1;
topj =0;
For[j=1+1,j=<n, j++,
topj = topj +alli, 311 +x[[3]111;
x[[1]] = (c[[1]] - top]) /al[[i, i]]
1:

Print["Verilen denklem takimi ¢ozum sutunu: X=", x // MatrixForm]

2 0.3 -0.7
Verilen denklem takim: garpan matrisi: A=| 0.8 2 s
0.6 -0.2 5
{ 4 )
Verilen denklem takim: katsay: matrisi: C= -2
3.8/
2.4251¢
Verilen denklem takim: ¢dézim situnu: X=| -2.43171
0.184018

Sekil 1. Gauss yok etme yontemi igin Mathematica dilindeki program

1.2.Matris Carpimiyla Gauss Yok Etme

Bir dnceki kisimda verilen matris satir iglemlerini sirayla takip etmek kimi zaman karisikliga sebep olabilir. Benzer

bir yok etme islemi matris ¢arpimlartyla da yapilabilir (Aktas vd, 1991). AX = C matris elemanlar1 su sekilde

yazilabilir:

=

=
N

=

=

=

7)
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Gauss yok etme yonteminde elde edilen ilk indirgenmis denklem takimi matris ¢arpimi olarak su sekilde elde
edilebilir:

L,AX = L,C. 8)
Burada
1
| P 1
"M M O %)
pnl pn2 L 1
ve
i
pl.l a; 10)
olarak tammhidir. Ikinci indirgeme
L,L,AX = L,L,C 1
islemi ile yapilir. Burada
1
0 1
L,=10 p;, 1 12)
M M 0
0O p, L L 1

olarak verilir. Bu indirgeme islemlerine

LyL,L,AX = LyL,L,C

LyLsL,L,AX = LyLsL,L,C
13)

Ly_q+-L3L,LiAX =L, 4+~ L3L,L,C

seklinde devam edilebilir. Alt iggen matrislerin ¢arpiminin da alt liggen matris olacag: diisiiniilerek yukaridaki son
denklem

LAX = LC 14)
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formunda yazilabilir. LA = U {ist liggen matris olmak iizere (14) nolu denklem su sekilde yazilabilir:

UX = LC. 15)

Buradan hareketle

— -1
X=U"LC 16)

¢ozliimii bulunabilir. Sekil 2’de bu yontemin Mathematica programi verilmistir.

Clear[nx, ax, cx, x, aters];
nx = 3;
ax = Array(0 &, {nx, nx}]:
cx = Array(0 &, {nx, 1}):
x = Array[0 &, {nx,6 1}]:
ax - {{2,0.3,-0.7},{0.8,2,5;, {0.6,-0.2, 9}}:
cx = ({4}, {-2}, {3.6)}:
Print["Verilen derklem tak:m: ¢arpan matrizi: A", ax // MatrixFomm]:
Print["Verilen derkle= tak:m: katsay: matrisi: Ce",6 ox // MatrixFomm]:
gaussjordan[n_, c¢_] := Module[{gj},
b = IdentityMatrix(n);
a=Array[(0 &, {n, n}]:
a=c;
Forfie=l,212n, i:s,
p=al[i, i]];
For(j=1,3zn, J=+,
af[i, 311 = a[ii, 311 /p:
br[i, 311 =b[Ii, 311 /P1;
Fork=1l, kzn,k-s,
Ifk=!=i,
p-allk, 1]1;
For{j=1l,3j=smn, j++,
ar(k, 311 =a[k, 311 -p=a[(i, 311
bi(k, j]]1 =b[[k, 311 -p=b[[i, 3111111;
gj=b]:
matriscarp(v_, ¥_, o_, p_] := Block[{tot},
cm - Array[0 &, {~v, ¥}1:
ust = Dimensions[o] [[2]]):
Forfim=1, im 2+, im++,
For{jm=1, jm=zy, jm-+,
cm=[{im, jm]] = 0;
Forkm= 1, km <z ust, km+-,
e=[[im, Jm]] = em[[i=, jm]] +e[[i=, k)] +p[[km, Jm]]]]];
tot = cm] ;
aters = gausszjordan nx, ax];
x = matcarp(3, 1, aters, cx];
Print["X ¢ozum matrisi=", x // MatrixForm]

Verilen denklem takim: garpan matrisi: A-‘

Verilen denklem takim: kat=ay: matrisi: Ce

X goztm masrisie
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Sekil 2. Matris ¢arpimiyla Gauss yok etkme yontemi i¢in Mathematica dilindeki program

1.2. Aitken Yontemi

Bu kisimdaki inceleme Aktas vd. (1991) kaynagindan yararlanilarak yapilmistir. Bu yontem, AX = C denkleminden
hareketle A, B ve C matrislerinin ¢arpmaya uygun oldugu kabuliinde

— pg-1
Y =BA™C 17)

bagintisin1 kullanarak ¢6ziimii bulur. Bu baginti AX = C ve BX =Y denklemlerinden hareketle bulunmustur. A
matrisinin boyutu (mXxm), B’nin boyutu (pXm) ve C’nin boyutu da (mxn)’dir. AX = C denklem takimi bir alt
tiggen matrisle seri carpima tutulursa UX = F denklem takimi elde edilir. U, B, F ve 0 matrislerinden olusan

U MF
K MK 18)
B MO

matrisi ele alalim. 0 matrisi boyutu (pxn)olan bir sifir matristir. U matrisinin ilk satirin1 uygun katsayilarla ¢arparak
B matrisinin satirlarina her satirin ilk terimi sifir olacak sekilde ilave edilir ve bu islem diger satirlara da uygulanir.
Bu islem sonucunda B matrisinin biitiin elemanlari sifirlanacaktir. Ayni islemi F ve 0 matrisleri arasinda yapilirsa 0
matrisinin elemanlar1 aym1 zamanda —BU™!F matrisinin de elemanlari olur. Bu sonu¢ matris gosteriminde
kolaylikla goriilebilir:

/I MOJ[U MF U MF
K MK |[I[K MK |=|K MK

K MI||B M0o| |P MO Y
Bu matris ¢garpimindan
P=0=KU+B 20)
Q= KF 21)
denklemleri yazilabilir. UX = F ve AX = C denklemlerinden hareketle
Q=-BU"IC 22)
bulunur. Yukaridaki isleme benzer sekilde
/I MO0][4 MC A M C
K MK [[K MK |= K M K 23)

K MI7|(B MO KA+B M KC
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matris garprmini yapar ve KA + B = 0 olacak sekilde bir K matrisi segilirse KC = —BA™1C yazlabilir. A matrisinin
U matrisine, B matrisinin de 0 matrisine doniisiimii ayni anda pivot elemanlar A matrisinden segilerek
gergeklestirilebilir. Bu durumda

L MO0][4 MC LA M LC
K MK |I[K MK|=| K M K
K MI7|(B MO KA+B M KC

24)

ifadesi yazilabilir. Burada L birim alt {iggen matrisidir ve K matrisi KA + B = 0 esitligini saglamalidir (Aktas vd,
1991). Sekil 3’te Aitken programi1 Mathematica’da verilmistir.

Clear[nx, ax, cx, x, aters, aterss];
nXx = 3;
ax = Array(0 &, {nx, nx}]:
cx = Array(0 &, {nx, 1}]:
x = Array[0 &, {nx, 1}]:
ax - {{2,0.3,-0.7}, {0.8,2,5}, {0.6,-0.2, 9}}:
ex = {{4}, {2}, {3.6}};
Print["Verilen derklem tak:mi ¢arpan matrizi: A", ax // MatrixForm]
Print["Verilen derkle= tak:m: katsay: matrisi: Ce",6 ox // MatrixForm
matcarp{v_, ¥_, ©_, P_] := Block[{tot},
cm - Array [0 &, {~, ¥}1:
ust = Dimensionz[o] [[2]]:
Forfim=1, imz-, im++,
For{jm=1l, jmzy, jm++,
c=[[im, jm]] = 0;
For/km= 1, km < ust, km++,
e=[[im, Jm]] = em[[i=, jm]] +o[[i=, kn]] +p[[km, Jm]]]]];
tot = cm] ;
chlters(n_, a_] := Module[{ch},
l«Array(0 &, {n, n}]:
u = Array[(0 &, {n, n}]:
t = Array(0 &, {n, n}]:
s = Array[(0 &, {n, n}]):
Forfi=1l,212n, i++,
[z, 111 =1;
For(j=1,3zsn, J=++,
ustj = j-1;
usti=i-1;
Iflusti « 0, uf[3, j]] =a[[i, 3]1:
If[ustj =:=0, 1[(3, 1) =a[[j, 1]] /u[IL, 3111,
If{And[ust) =:=0, 1> 3],
topl = 0; For(k =1, kzust], k++,
topl = topl-11(i, k1) +xu([k, 311):
1104, 311 = (al(i, 313 - topl) /u[(j, 3111:
If[And[usti == 0,12 3],
topu = 0;
For(k=1l kzusti,6 ks,
topu = topu-1[7i, k1) +u([k, 311];
wi(i, 311 =a[[i, 311 -topul]ll;
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Forfie=1l,212n, iss,
s[[2,3i]]=1;¢t[[i,3]]=1/u][di, 1]];
For(j=1l,3zn, J++,
If(2=!= ],
topt = 0; tops = 0;
Fork=2,kz3-1,k+s,
topt = topt s (t[[i, k]]=u[(k, 3]11) /ullj, 311:
[, 311 = -topt;
tops =tops+1[(j, k]1+s([k, 1]]:
s003, 11 = -tops]111;
aters = matcarp(n, n, t, 5]
ch = aters);
x = matcarp[3, 1, chlters[nx, ax], cx]
aterss = chlters[nx, ax);

Print["X katsay:lar matrisie", x // MatrixForm]

)
Jerilen denklem takim: garpan matrisi: Ae| 0.8 2 3
0.€ -0.2 S
4
Verilen denklem takim: kats=ay: matrisi: Ce| -2
3.€
2.4281¢
X kat=ay:lar matrisie| -2.43171
0.184018

Sekil 3. Aitken yok etme yontemi i¢cin Mathematica dilindeki program

2. LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

Lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimii matematikte eskiden beri c¢ok ilgi ¢eken ve giincelligini hig
kaybetmeyen bir ugrastir. Bu ¢oziim aslinda bir denklemi saglayan kok veya kokleri bulmaya esdegerdir. [a, b]
araliginda tanimli bir f (x) fonksiyonu i¢in f (x) = 0 denklemini saglayan x degerlerine bu fonksiyonun kokii denir.

Biitin kok bulma ydntemlerinde iterasyon teknigi kullanilir. Once denklemi saglayan tahmini bir x;
noktasindan baglayarak koke yaklastiran bir kriter kullanilir ve genellikle dnceden belirlenmis bir hata pay1 ile kok
bulunur [13]. Dogada gozlemlenen bir ¢ok olgu genellikle dogrusal olmayan denklemlerle modellenir. Bunlarin
analitik bir ¢oziimii olmadigi i¢in belli yaklagimlarla ¢oziilebilir. Bu boliimde bu tip bir kdk bulma igin basit
iterasyon, Newton-Raphson, Sekant ve Regula-Falsi yontemleri ile ilgili programlar verilecektir.

2.1.Basit iterasyon Yéntemi

Sabit nokta iterasyonu olarak da bilinen bu yéntemde lineer olmayan f(x) = 0 denklemi

x = g(x) 2)
formuna dontstiriliir ve

Xk+1 = g(xk) 26)
seklinde iterasyon yapilarak kok bulmaya calisilir. Elde edilen ¢6ziimiin yakinsaklig1 i¢in
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sart1 saglanmalidir. Bir 6rnekle detaylandiralim [3].

f)=x>-x—-1=0 28)

denkleminin x, = 1.3 civarinda bir kokii oldugu bilinmektedir. Basit iterasyonla ¢6ziim i¢in denklemi (25) nolu
denklem formuna déniistiirmek gerekir:

x=x"—1-gx)=x*-1-g'(x) =3x* > |g'(xo)| > 1

29a)
_ _ 1 v 2x ,
x= I = R YW =~ 9l > 1 29b)
1 1 1 -2
x=@+D Ao g =@+ DA g0 =G+ 1) o g x)l <1 29¢)

Bu ifadelerden sadece (29¢) nolu olani basit iterasyonla ¢oziilebilir. Ciinkii ancak bu sekilde yakinsama saglanir.
Sekil 4°te [a, b] = [0,1] araliginda tanimli f(x) = 0.7 — x + 0.3 sinx denkleminin x, = 0.5 bagslangi¢ degerinde
g(x) = 0.7 + 0.3 sin x igin iterasyon sayisini gosteren ve yaklagik kokiinii bulan Mathematica programi verilmistir.

Clear[g, a, b, m0]
g[=x]=0.7+0.3%Sin[x];

m0O =0.5;
a=0;
b=1;

Clear[m, k]

m[0] = N[mO] ;

Do[m([k] = N[g[m[k -1]]], {k, 1, 100}]
TableForm[Table[{k, m[k]}, {k, 0, 11}]]

(]

-5
.843828
.924158
.939434
.942167
.94265
.942736
.942751
.942753
.942754
.942754
.942754

Lo I e O o O o Y e Y o Y e Y e }

o

L S B e T w T B ) Y ) Y S 0 T B T e ]

10
1

o o

Sekil 4. Basit iterasyon i¢in Mathematica’da bir program
2.2.Newton-Raphson Yoéntemi

Bu yontem bir denklemin koklerini bulmada kullanilan en etkili yontemlerden biridir. Dogrusal olmayan
denklemlere ve fonksiyonlara uygulanabilecegi gibi, dogrusal denklem ve fonksiyonlara da uygulanabilir. Sadece
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bir baglangi¢ degeri ile baglanmasi ve fonksiyonun tiirevini de i¢ermesi en onemli 6zelligidir. Diger bir deyisle
fonksiyonun tiirevinin tanimli olmasi bu yontem i¢in gerekli sarttir.

A

—f(x . £ >
y=f(x) x, x X

Sekil 5. Newton-Raphson yontemi grafigi

Bu yontem f(x) egrisine teget olan dogrunun eksenine ulastigi noktayla devam edilerek denklemi saglayan koke
ulagmay1 amaglar. Sekil 5°teki x, noktasinda f(x) egrisine teget olan dogrunun denklemi

y - f(xo) = f’(xo)(x - xl) 30)

olarak yazilir. Bu tegetin x eksenini kestigi x; noktasini bulmak i¢in y = 0 alinirsa

N €7
Y f(xo0) 3D

bulunan x; noktasi koke daha yakindir. x; noktasindaki tegetten faydalanarak x, noktas: bulunur. Bu sekilde devam
ettirilerek Newton-Raphson yonteminin genel formiilii elde edilir:

f(xn)

Xn+1 = Xn F ) 32)

Tekrarlama islemi belli bir duyarliliga ulasincaya ve kdkii buluncaya kadar devam edecektir. Bu duyarlilik verilen
bir € degeri i¢in |x,,.; — X,| < € sart1 ile saglanir. Sekil 6’da Newton-Raphson yonteminin Mathematica dilindeki
programi verimistir.
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f[x]1=0.7-x+0.3Sin[x]:
p0=0.5;

a=0;

b=1;

Clear([p]

p[0] = p0;

Do[p[n] =N[g[p[n-1]], 50], {n, 1, 100}]
TableForm [Table[{n, p[n]}, {n, 0, 10}]]

0 0.5

1 0.9666397
2 0.942839
3 0.942754
4 0.942754
S 0.942754
6 0.942754
7 0.942754
8 0.942754
9 0.942754
10 0.942754

Sekil 6. Newton-Raphson yonteminin Mathematica’daki bir programi
2.3.Sekant Yontemi

Newton-Rapshon yonteminde fonksiyonun tiirevini de bilinmesini gerektirdiginden bazi problemlerde sorun
olusturabilir. Sekant yontemi (32) nolu ifadeyi bu tiirevden arindirdig: i¢in Newton-Rapshon yontemine gore avantaj
saglar. Bir f (x,,) fonksiyonun tiirevi

@)~ f)
f (xn) - 33)

Xn — Xp-1

ile bulunur. Bu ifade, (32) nolu denklemde yerine yazilirsa

Xp—q f(xn) = X f(Xp-1)

T TG0 = f(ter) 34)

bagmtisi elde edilir ki bu sekant yonteminin bagmntisidir. Bu baginti ile f(x) = 0 denkleminin yaklagik kokiinii
bulma yontemi de oldugundan kesen yontemi de denir. Sekant (kesen) yonteminde f'(x) tiirevinin analitik olarak
hesaplanmasina gerek yoktur. Bu yontemle ilgili bir diger 6nemli husus, baslangic degerleri olarak iki deger
kullanilsa da kokiin bu aralikta olmasina gerek yoktur. Sekil 7°de ilgili program verilmistir.
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f[x ]1=0.7-x+0.3%S8in[x]

p[0] =0.5;

pli1]l =1;

Do[p[n] :N[p[n-l] _flpn-1]1%(p(n-1] -p(n-2])
flpn-1]]1 -f[(p[n-2]]

TableForm [Table[{n, p[n]}, {n, 0, 10}]]

, 50], {n, 2, 100}]

0.7-%+-0.35in x]

1
: Infinite expression — encountered. »

0.

: Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered. »

.5

.939243
.942724
.942754
.942754
.942754
0.942754
Indeterminate
Indeterminate
0 Indeterminate

Sl b W N O
OO0 000K Oo

w0

Sekil 7. Sekant yonteminin Mathematica’daki bir programi

Sekil 7°den de goriilecegi lizere Mathematica iterasyondaki bir adimda % ile kargilastig1 i¢in tanimsiz uyarisi
vermistir. Baska denklemlerde ilgili baslangi¢ degerleri i¢in bu uyar1 olmayabilir.

2.4.Regula-Falsi Yontemi

Degisken kesen ya da ters konumdaki noktalar yontemi olarak da bilinen bu yontemde sekant (kesen) yontemindeki
formiil kullanilir ve iki tane baslangi¢ degeri gereklidir. Iterasyon igin kullanilacak iki nokta kokiin birer tarafindan
alinir. Diger bir deyisle f (x,_1) ve f(x,) degerleri ters isaretli olup f(x,_,)f (x,) < 0 sart1 saglanir.

Yontemin ilerleyisi su sekildedir: (34) nolu denklemden hareket edilerek f(x,)f (x;) < 0 sartin1 saglayan x,
ve x, noktalar secilir. Bu degerler (34) nolu bagintida yerine yazilirsa x, bulunur:

Y = xo f(x1) — x4 f(x0)
? flx) = flxo) 35)

Bu x, degeri bulunduktan sonra f(x;)f(x,) < 0 sartim1 saglandiktan sonra x3 degeri bulunur ve islemler devam
ettirilir. x,, ve x,, 4, noktalarindan x,, ., yi elde etmek i¢in (Aktas vd, 1991)

a) eger f(xp41)f (poq) < 0ise x4 Ve X,—q kullanulir,
b) eger f (x,41)f (X—1) > 0 ise x4 ve x,, kullanilir.

Sekil 8’de yontemin Mathematica’daki programi verilmistir. Iterasyon sayisi artirildigindan programin galisma
stiresi uzamakla beraber daha dogru sonug elde edilir.
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n=100;

X = Array[0, n];
x[[0]] =-2.;
x[[1]] =0.;

a=1.;

flx ] i=a*x+x"3-x;

eps = 0.00001

iter=1;

k=1;

While[And[k -==1, iter<n],

y=f[x[[iter]]]:

x[[iter]] -x[[iter-1]]
y-fix[[iter-1]]] .

If[Abs[x[[iter+1]] -x[[iter]]] <= eps,

k=2;

Print["x= ", N[x[[iter+1]]]]:; Print["iter= ", iter],

x[[iter+1]] =x[[iter]] - Yy’

iter-iter+1;

Print[iter]:

0.00001

r

wm s W

x= 1.125

iter= 5
Sekil 8. Regula-Falsi yonteminin Mathematica’daki oérnek bir programi

3. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI

Diferansiyel denklemler fizik, miihendislik ve uygulamali matematik alanlarinda yer bulur. Ozellikle fiziksel
olgular ¢ogunlukla diferansiyel denklemlerle modellenir ve diferansiyel denklemin ¢oziimleriyle agiklanir. Analitik
¢ozlimlere sahip olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde sayisal yontemler devreye girer. Bununla birlikte
analitik olarak c¢oziilebilen denklemlere de sayisal yontemler uygulanabilir.

Coziim teknigi bakimindan diferansiyel denklemler tige ayrilir [13]:

1. Baslangi¢ Deger Problemleri: Bu tip problemlerde bir noktadan hareketle ¢6ziim arastirilir. Ornegin zamana
bagl fiziksel problemlerde t = 0 baslangic aninda sistemin durumu belirlenir ve bu durumdan hareketle daha
sonraki t degerleri i¢in ¢6ziim arastirilir. Bu tip problemlerde sistemin dinamigi {izerinde bagka bir sinirlama yoktur.
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Sistemin evrimi bagimsiz degiskenin bir degeri igin belirlenir. d—y= f(,y',t) diferansiyel denkleminde bir

baslangi¢ sartina ihtiyag varken = f(y,y’,t) denkleminin iki baglangi¢ sartina ihtiya¢ vardir. Genel olarak n.

dereceden diferansiyel denklem i 1(;1n n tane baslangi¢ kosulunun verilmesi gerekir.

2. Smur Deger Problemleri: Bu tip problemlerde belli bir bolge simirinda kosullar verilir ve gézﬁm o bolge
dahilinde aranir. Bu bélgenin sinirlar1 bagimsiz degiskenin iki farkli degeri ile belirlenir. Ornegln =f(y,y', x)
denkleminin x = [0, L] araliginda ¢6ziimii arastirilacaksa y(0) ve y(L) degerlerinin verilmesi gereklr.

3. Ozdeger Problemleri: Bu tip problemlerde, diferansiyel denklemin smir kosullar1 verilmis olsa bile
problemdeki bir parametrenin ancak belli degerleri i¢in ¢6ziim vardir. Fizikteki Schrodinger ve Klein-Gordon dalga
denklemleri 6zdeger problemidir ve sadece belli enerji 6zdegerlerinde ¢oziilebilir.

Bu boliimde diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozlimleri i¢in Euler ve Runge-Kutta yontemleri verilecektir.
Bununla birlikte literatiirde diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimleri i¢in ¢ok fazla yontem vardir: Adomnian
Ayrnistirma Yontemi, Diferansiyel Doniisiim Yontemi, Pertiirbatif Yontem gibi. Bu da diferansiyel denklemlerde
say1sal ¢oziimlemenin ¢ok canli oldugunun kanitidir.

3.1. Euler Yontemi
Herhangi bir fonksiyonun x = x, noktasindaki Taylor agilimi

yll(xo) lll( 0)

y(x) = y(xo) +y'(x0) (x — %) + —— ol (x — x0)* + (x —x0)* + 36)
ile verilir. Bu seride birinci tiirevden sonraki terimlerin ihmal edilmesiyle
y(x) = y(xo) +y'(x0)(x — x0) + hata 37)

olarak elde edilen denklemin iteratif sekilde ¢oziimii Euler yontemi olarak bilinir. Yiiksek mertebede tiirev
icermediginden kolay bir yontemdir fakat hassas sonug elde etmek i¢in adim aralig: kiigiik segilmelidir.

y'(x) = f(y,x), y(x =0) =y, baslangi¢ kosullu diferansiyel denklemini ele alalim. Bu diferansiyel
denklemi Euler yontemiyle ¢ozmek demek esit aralikli (h) swralanmis xq,x,,x3,+,%, degerlerine kargihk
fonksiyonun bu noktalarda aldig1 y,,y,,¥s,**, ¥, degerlerini bulmak demektir. (37) nolu denklemi bu sekilde
iteratif olarak genellestirilirse

Yn+1 = Yn + hf (tn, y) + [J(h?) 38)

elde edilir. Ikinci dereceden tiirevler ihmal edildigi i¢in adim araligi cok genis segilirse gergek ¢dziime yakin
sonuglar vermez. Sekil 9°da Euler yontemi i¢in bir program 6rnegi verilmistir. Ilk 6nce Mathematica’da diferansiyel
denklemin analitik ¢6ziimii yapilmis ve daha sonra Euler yontemi ile uygulanmistir.
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Claear[f, ., y. 3, a,b]

fie_,y_ 1=y

T=1:

&=0:

be5;

cozum = DSolva[{y [t] == L[t, y[t]], y[a] == 3}, y[t]. £];
ylt_] =yit] /. corum[1]

Plot[y[t]. {t, &, b}]

et

10

“
o
»

Claear([m, 1, b, €, grafe, n]
he=0.1;
t[i_]=asih;

rb-a
o= Cailing —] :

" n
a[0] =a;
Do[m[i+1] =m[1] shZ{t[L], m[1]], {1, 0, n-1}]
1list = Tabla[{t[L], w[1]}, {1, 0, n}]:
grafa[t_] = Intarpolation[llist][e]:
Plot[{y[t]. grafm[t]}. {t, a, b}, PlotStyla - [Rad, Grean}]

122!

Sekil 9. Euler yontemi i¢in Mathematica’daki drnek bir program

3.2. Runge-Kutta Yontemi

Euler yonteminde x,, noktasindan X, ., noktasma (38) nolu denklemi uygulayarak gecilebilir. Bu iki noktanin
arasinda bir nokta alinarak tekrar x,,,; noktasi elde edilebilir. Bunun i¢in k; ve k, gibi

ky = hf(xn, yn)

39a)
1 1
ky = hf (x, + Eh' Yn t E’ﬁ) 39b)
iki bagmnti tanimlanirsa (38) nolu denklem su hale gelir:
Yne1 = Yn T ko + [J(h3). 40)
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Bu iki adimli Runge-Kutta formiiliidiir. Euler yontemine gore daha iyi ve hassas sonug vermekle birlikte her adimda
f(x,y) fonksiyonu iki kere hesaplanir [13]. Bu ¢aligmada 4 adimhi Runge-Kutta programi verilecektir:

ky = hf (xn, yn)

1 1
ky =hf(x, + Eh'y" + Ehkl)

1 1
ks = hf G + 5 h Y + 5 hky) a1)

ky,=hf(x, + h,y, + hks)

h
Yne1 = Yn T g(’ﬁ + 2k, + 2k3 + ky) + [I(h®).

4 adimli Runge-Kutta yénteminde hata pay1 [J(h®) oldugundan ¢ok hassas sonug verir. Fakat yine her adimda
fonksiyonu 4 kez hesaplar. Bu da bazi problemlerde islem siiresini uzatabilir. Sekil 10’da Runge-Kutta yéntemi i¢in

bir program verilmistir.

Clear[x, y, £, b, adim]
T(x_.y.]:=y:
x[0] =0
y(o] =1:
x[n] =1:
he0.1;
adim = N[ (x[a] -x[0]) /1]:
x(n_] t=x[0] sn=xh;
yin_] = Modula]lkl, k2, k3, k43,
kleh (£{x[n-1], yian-1]]1):
k2 ek (£{x[n-1]+0/2, y[n-1]+X1/2]);
k3eh (f{x(n-1]+n/2, y[n-1]+%X2/2]);
k& =h (£{x[n-1] +h, y[n-1] +&3]);
yio] =yn-1]+1/6(k1+2%k2+2%3+k4)]
runkut = Tabla[{x[i], y[1]}, {1, O, adim}]
TablaForm[runkut]

., 1}, £0.2, 1.10%517}, {0.2,

c.z
.3 1.45132
c.s 1.€4872
c.6 1.82212
c.7 2.01237s
c.g 2.2233%4
c.s 2.433¢
1. 2.71828
ListRlot[runkut]
: L
a2 °
| .
22} B
| 1
I 6
s} .
| u
| K
| o
1%
sl
L
2 c4 e 5 o

Sekil 10. Runge-Kutta yontemi i¢in Mathematica’da drnek bir program

4. TARTISMA VE SONUC
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Bu calismada lineer ve lineer olmayan denklem sistemleri ile birlikte diferansiyel denklemlerin sayisal
¢Oziimleme programlari Mathematica dilinde verilmistir. Siiphesiz Mathematica sahip oldugu bazi komutlarla
(DSolve, NDSolve) diferansiyel denklemleri ¢ézebilmektedir. Buradaki amacimiz Mathematica’nin programlamaya
uygun bir dil oldugunu géstermekti.

Caligmada elde edilen sonuglar Matlab, Python, Fortran gibi bagka dillerde de elde edilebilir. Mathematica’nin
bu dillere gore avantaji sahip oldugu fonksiyon kiitiiphanesi ve ustiin grafik 6zellikleridir. Sayisal ¢oziimleme
derslerinde Mathematica’nin kullanimi yararl olacaktir.
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