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Oz

Kuantum hesaplama, karmasik optimizasyon problemlerini ¢cozmede devrim niteliginde bir potansiyele sahiptir. Kuantum
yaklasik optimizasyon algoritmasi (QAOA), bu alandaki en 6nemli yontemlerden biridir. Calisma 6zellikle iki pargali agirlikh
graf eslestirme problemine odaklanmaktadir. ilk yaklasim, kisitlarin ihlal edilmesi durumunda amac fonksiyonunu artiran ceza
yontemini kullanmaktadir. ilk yaklagim, kisitlar ihlal edildiginde amag fonksiyonunu artiran ceza yéntemini kullanmaktadir.
ikinci yaklasim ise, kisitlari dogrudan Boolean fonksiyonlari olarak ifade ederek Hamilton islemcisi olusturan Hadfield’in
Boolean temsiline dayanmaktadir. Elde edilen sonuglar, Hadfield'in Boolean temsili kullanilarak insa edilen Hamilton
islemcisinin optimal sonuca ulasma agisindan daha etkili bir performans sergiledigini gostermektedir. Bu bulgu, kisith
kombinatorik optimizasyon problemlerinde Hadfield’in Boolean temsil yonteminin potansiyelini vurgulamaktadir.

Anahtar Kelimeler: QAOA, Hamilton islemcisi, iki pargali graf, eslestirme problemi, ceza yontemi

Abstract

Quantum computing has the potential to revolutionize the solution of complex optimization problems. Quantum
approximate optimization algorithm (QAOA) is one of the most prominent methods in this field. This study compares two
different approaches to Hamiltonian construction within the context of QAOA. Specifically, it focuses on the weighted
bipartite graph matching problem. The first approach employs the penalty method, which increases the objective function
when constraints are violated. The second approach is based on Hadfield’s Boolean representation, which constructs
Hamiltonians directly from constraints expressed as Boolean functions. The results obtained indicate that the Hamiltonian
constructed using Hadfield’s method demonstrates a more effective performance in reaching optimal outcomes. This finding
underscores the potential of Hadfield’s method in constrained combinatorial optimization problems.

Keywords: QAOA, Hamiltonian, weighted bipartite graph, matching problem, penalty method

I. GIRiS

Kuantum yaklasik optimizasyon algoritmasi (QAOA - quantum approximate optimization algorithm) [1],
kombinatorik optimizasyon problemlerini klasik ve kuantum yaklagimlarin bir kombinasyonuyla, yani hibrit
olarak ¢ozmek lizere tasarlanmis bir giiriiltiilii orta 6l¢ekli kuantum (NISQ) [2] algoritmasidir. Bu algoritma,
adyabatik kuantum hesaplamadan [3] esinlenilerek kuantum devre modeli i¢in tasarlanmistir. Ama¢ Hamilton
islemcisi (Hamiltonian), ¢éziilmek istenen problemi kodlayan bir Ising Hamilton islemcisi iken, karistirici
Hamilton islemcisi olas1 ¢oziimler arast genlik gecisini saglar. QAOA algoritmasinda, bu iki Hamilton iglemcisi
dontlistimlii olarak uygulanir. Uygulama siireleri, parametrik olarak tanimlanir ve bu parametreler klasik
optimizasyon yontemleriyle optimize edilir. Gegtigimiz yillarda QAOA algoritmasinin pek ¢ok varyanti
tasarlanmistir [4-8] ve QAOA algoritmasi teorik olarak incelenmistir [9-12].

Bir kombinatorik optimizasyon probleminin QAOA ile ¢6ziimi igin, probleme ozgii Ising Hamilton
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islemcisinin tasarlanmast gerekir [13]. Bu noktada,
genellikle problem 6ncelikle bir kuadratik kisitsiz ikili
optimizasyon (QUBO) problemi seklinde ifade edilir
[14]. Bu formiilasyonun avantaji, ikili degiskenler
tizerinde tamimlandigindan problemin daha kolay
formiile dokiilebilmesi, ve dogrusal programlama
yontemleriyle elde edilen kisit iceren formiilasyonlarin
QUBO formuna kolayca c¢evrilebilmesidir. Pek ¢ok
optimizasyon problemi dogasi geregi kisit igerdiginden
bu son nokta dnemlidir. Sonrasinda, elde edilen QUBO
formiilasyonu, basit bir sekilde Ising modeline
doniistiiriilebilir. Ancak kombinatorik optimizasyon
problemleri genellikle pek ¢ok kisit icerirler. Kisith
problemleri QUBO formuna cevirmek i¢in kullanilan
en popiiler yontemlerden biri ceza yontemidir [15]. Bu
yontemde, kisitlar ihlal edildikleri durumda amag
fonksiyonun degerini artiracak  sekilde amacg
fonksiyonuna eklenir. Thlal edilmedikleri durumda
amag fonksiyonu ayni kalir.

Kisitlar1 olan bir optimizasyon probleminin Hamilton
islemcisini elde etmek i¢in bir diger yontem, QUBO
formiilasyonuna ge¢cmeden dogrudan Hamilton
islemcisi insasidir. Hadfield vd., 2021'de yayinlanan
makalelerinde [16], Boolean ve reel fonksiyonlar i¢in
Boolean temsillar1 ve Fourier analizi kullanarak
Hamilton islemcisi insasi Onermistir. Bu yOntem
sayesinde, kisitlar Boolean fonksiyonlar olarak ifade
edilerek dogrudan Hamilton islemcisi elde edilebilir.
Bu makalede, Hamilton islemcisi insasinda ceza
yontemi ile Hadfield’in Boolean temsil yontemleri, iki
pargalt agrilikli graf iizerinde eslestirme probleminin
QAOA algoritmast ile ¢Oziimii igin
karsilagtirilmaktadir. Iki parcali agirlikli graf iizerinde
eslesme probleminin, bobrek nakli eslestirmesi [17],
is¢i-is eslestirme problemi [18], miisteri-reklam
eslesmesi [19] gibi pek ¢ok farkli alanda uygulamalari
vardir. Pek cok diger optimizasyon problemi ile
temelde benzer matematiksel yapiya sahiptir. Bu
problem i¢in Oncelikle iki farkli yontem kullanilarak
Hamilton islemcisi insas1 yapilmistir. Sonrasinda elde
edilen Hamilton islemcileri kullanilarak QAOA
devreleri elde edilmistir. Bu devreler, simiilatorde
calistirilarak elde edilen sonuglar optimal sonuca
yakinlik ve fizibilite agisindan incelenmistir. Sonuglar,
Hadfield’in Boolean temsil yontemi ile elde edilen
Hamilton islemcisi kullanildiginda QAOA
algoritmasinin daha basarili ¢alistigint gostermistir.

Bu ¢aligmanin katkilari ii¢ baslik altinda 6zetlenebilir.
(i) Tlk olarak, onerilen iki farkli insa paradigmast k-
lokallik ve kap1 sayisi acisindan sistematik bicimde
analiz edilerek kuramsal ve pratik karmagikliklari
karsilastirlmistir. (ii) Tkinci olarak, ii¢ farkli senaryo ve
ii¢ farkli optimizatoriin degerlendirilmesiyle saglam bir
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kiyas sunulmustur. (iii) Son olarak, 6zellikle NISQ
cihazlarint hedefleyerek diisiik p rejiminde elde edilen
bulgular 15181nda, pratik uygulamalara yonelik somut
Oneriler ortaya konmustur.

Makalenin ikinci boliimiinde, konuyla ilgili gerekli
arka plan aktarilmistir. Ugiincii boliimde, iki parcali
graf iizerinde eslestirme problemi matematiksel olarak
tanimlanmis  ve  Hamilton islemcisi insalari
gostermistir. Dordiincii bolimde QAOA algoritmast iki
farkli Hamilton islemcisi i¢in ¢alistirilarak sonuglar

derlenmistir.  Besinci  bolimde  ise  ¢aligma
sonuglandirilmistir.
II. MATERYAL VE METOD

Bu boéliimde, makale boyunca kullanilacak olan temel
kavramlar1 tanitacagiz. Sirastyla, 0-1 programlama
formiilasyonu, QUBO formiilasyonu, Ising Modeli, ve
QAOA algoritmasindan bahsedecegiz.

2.1. 0-1 Programlama formiilasyonu

0-1 programlama, karar degiskenlerinin yalnizca iki
degerden birini alabilecegi, yani 0 veya 1 degerlerini
alabilecegi bir dogrusal programlama tiriidiir.
Minimize edilmek istenen bir hedef fonksiyonu ve
kisitlardan olugur.

n

min. ) x; (1)
S
s.t. ) agix; < by Vi=12,..., m (2)
2
x €{01} i=12,..,n (3)
0-1 programlama, tam sayili programlamanin

degiskenlerin yalnizca 0-1 {izerinde tanimladig1 6zel
halidir. Bu nedenle tam sayili programlar1 ¢6zmek igin
kullanilan tim yontemler 0-1 programlama igin de
kullanilabilir [20].

2.2. QUBO formiilasyonu

Kuadratik  kisitsiz ~ ikili  optimizasyon (QUBO-
Quadratic  Unconstrained Binary  Optimization)
formiilasyonu, ¢esitli kombinatoryal optimizasyon
problemlerini modellemek igin kullanilan  bir
yontemdir [14]. QUBO formiilasyonunda, karar
degiskenleri sadece iki deger alabilir. Minimize
edilmek istenen bir hedef fonksiyonu vardir, kisit
bulunmamaktadir.

Matematiksel olarak QUBO formiilasyonu asagidaki
sekilde ifade edilir. Esitlik (4)’te x; € {0,1} olmak
iizere ikili degiskenler, f(x) ise minimize etmek
istedigimiz fonksiyondur. Bu formiilasyonda kisit
bulunmamaktadir.

flx) = Z Qi j%; X;

i<j

(4)
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Verilen bir 0-1 programlama formiilasyonu, QUBO
formiilasyonuna  doniistiiriilebilir.  Bunun  igin
kullanilacak metodlardan biri ceza yontemidir [15]. Bu
yontemde, kisitlar  f(x) fonksiyonuna asagida
anlatilacag1 iizere eklenerek, kisit ihlal edildiginde
f(x)’in cezalandirilmasi saglanilir. Baz1 6zel kisitlar
iginse bilinen ceza terimleri vardir [14] ve bu terimler
dogrudan amag fonksiyonuna eklenebilir. Gezgin satict
problemi ve varyantlarnn [21-22], ¢izelgeleme
problemleri  [23-24], miizik besteleme [25],
dogrulanabilirlik problemi [26] gibi pek ¢ok problem
icin QUBO formiilasyonlari o6nerilmistir. QUBO
probleminin ¢6ziimii i¢in benzetilmis tavlama [27],
karinca kolonisi algoritmast [28] gibi klasik
algoritmalarm yan1 sira, kuantum tavlama [29],
kuantum yaklasik optimizasyon algoritmasi [1] gibi
kuantum algoritmalar kullanilabilir.

2.3. Ising Modeli

n tane parcacigin her birinin spin ad1 verilen -1 ya da 1
durumlarmdan oldugunu durumda,
parcaciklarin alabilecegi 2" durumdan her birine bir
spin konfigiirasyonu denir. Ising modeli, spin
konfigiirasyonlarinin 6zelliklerini analiz etmek i¢in
kullanilan bir matematiksel modeldir. Pargaciklar
arasindaki etkilesim glicii veya baglanti kuvveti J;; ile

birinde

ve her bir pargaciga uygulanan dis kuvvet #4; ile
gosterilir. Bir konfigiirasyonun enerjisi su sekilde ifade
edilir:

Yi<jlisisi + ihis;, (5)
Burada s; € {—1,/} olmak iizere spin degiskenidir. En
diisiik enerjiye sahip konfigiirasyonun bulunmasi bir
minimizasyon problemidir.

I1-s;

Verilen bir QUBO modeli, x; = 5

bir Ising modele doniistiiriilebilir. Boylece, bu iki
modelin birbirine denk oldugu goriiliir.

Ising formiilasyonuyla ifade edilen bir problem, ayni
zamanda asagida verilen Hamilton islemcisinin en
diisiik enerjili durumuna denk gelmektedir. Burada Z;,

formiiliiyle denk

i kiibiti tizerine etki eden Pauli-Z operatoridiir. 1 €
{0,1} igin Z|yp) = —1¥|¢p) oldugundan, Esitlik (6) ile
ifade edilen Hamilton iglemcisinin enerjisinin Esitlik
(5) ile ifade edilebilecegi goriilebilir.

H=%]ijZiZ; +¥;hZ; (6)
Sonu¢ olarak, 0-1 programlama formiilasyonuyla
verilen bir kombinatorik optimizasyon problemi, dnce
QUBO'ya, ardindan Ising modele gevrilebilir. Ising
modele ¢evrildikten sonra, en diisiik enerjili durumu bu
Ising modele denk gelen bir Hamilton islemcisi
yazilabilir. Boylece, ¢oziilmek istenen problem,
Hamilton islemcisinin en disiik enerjili
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konfigiirasyonunu bulma problemine indirgenmis olur.
Bu problem, genel bir Hamilton islemcisi i¢in NP-Zor
bir problemdir.

Daha genel formuyla, herhangi bir kombinatorik
optimizasyon problemi, n bit ikili x dizgileri lizerinde
f(x):{0,1}" > R seklinde tanimlanabilir. f(x)'e
karsilik gelen ve H|p) = f(x)|y) sartini saglayan bir

H Hamilton islemcisi, [16] kaynaginda verilen
yontemlerle bulunabilir.

2.4. QA0A

Kuantum  Yaklasitk  Optimizasyon Algoritmasi

(Quantum Approximate Optimization Algorithm -
QAOA) Farhi vd. tarafindan tasarlanmis kombinatorik
optimizasyon problemlerinin yaklasik ¢&zliimiinii
bulmak igin tasarlanmis, klasik-kuantum hibrit bir
algoritmadir [1]. QAOA devresi asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

14
v.8) = | [exp(-iB Hiexp-inio)1+)

k=1

= exp(—if, Hy)exp(—iy,Hc) -

exp(—ifis Hy)exp(—iysHe)l+) (7)
Burada, p katman sayisi, |+)esit siiperpozisyon
durumu, Hy, = —); X; kanistirict Hamilton islemcisi,
H. kdsegen amag fonksiyon Hamilton islemcisidir. y
ve [ klasik olarak optimize edilmesi gereken
parametrelerdir. p katman ic¢in 2p parametre vardir.
Hesaplama bazinda yapilan o&lgiimler sonucunda,
H¢'nin beklenen degeri

(He) = (v.BIHc |y, B) (8)

seklinde hesaplanabilir. Bu hesaplama tekrarlanarak,
klasik bir optimizasyon yontemiyle (H. )'yi minimize
etmek lizere bir sonraki iterasyon igin yeni parametreler
elde edilir. Boylece, QAOA algoritmasi ile (H.)
minimize edilmis olur.

QAOA algoritmasi, max-cut [30], gezgin satici
problemi [31], sirt ¢antas1 [32], gibi pek ¢ok problem
icin uygulanmistir. Ayrica, literatiirde pek c¢ok farkli
varyanti dnerilmistir [4, 33-34].

II1. PROBLEM TANIMI
MATEMATIKSEL FORMULASYON
Bu bolimde iki parcali agirlikli tam graf {izerinde
eslestirme probleminin matematiksel tanimin1 yapacak,
ardindan 0-1 programlama formiilasyonunu verecek ve
ceza ve Boolean temsil yontemleri ile Hamilton
islemcisi ingasin1 gosterecegiz.

VE
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Sekil 1. iki pargali agirlikli tam graf 6rnegi. Bu
ornekte V; = {Ay, B, C1} ve V, = {4,, B,,C,, D,}
olmak iizere 7 diigiim ve 12 kenar bulunmaktadir.
Kenar agirliklari kenarlarin yaninda belirtilmistir.

3.1. iki parcali agirhkh tam graf iizerinde eslestirme
problemi

Bir graf iki parcali graf ise, aymi kiimedeki diigimler
arasinda hi¢ kenar olmayacak sekilde diigiimler iki
kiimeye ayrilabilir. Kenarlar, yalnizca iki kiime
arasinda mevcuttur. Olas1 tim kenarlarin yer aldigi
durumda, bu grafa iki pargali tam graf denir. Kenarlarin
iizerinde agirlik oldugu durumda, iki parcali agirlikli
tam graf elde etmis oluruz.

Matematiksel olarak, iki pargali tam graf, V; UV,
diigiim kiimesi, E kenar kiimesi, |V;| = n; ve |V,]| = n,
olmak tzere Ky ,, = (V1,V5, E) seklinde tanimlanir.
Bu graf iizerinde yer alan kenarlar, (v,,v,) € E eger
v; €V, ve v, €V, ise seklinde ifade edilebilir. Her
kenarin bir agirliga sahip oldugu durumda, W: E - R
seklinde her kenara bir agirhik atanacaktir. Ornek bir
graf, Sekil 1’de verilmistir. Maksimum eslestirme
probleminde amag¢ E’nin su sartlart saglayan bir alt
kiimesini se¢mektir: Segilen kenarlarin agirliklarin
toplam1  maksimize edilmeli, segilen kenarlarin
birbirleriyle ortak diigiimii olmamalidir. Sekil 1’de
verilen graf i¢in maksimum eslesme Sekil 2’de
gosterilmistir.

Tim agirliklarin pozitif oldugunu varsayalim. n;
n, = n durumunda, maksimum eslesmede n kenar
bulunur. Bu tarz eslesmelere miikemmel eslesme denir.
n=n; <n, n =n, < n;durumlarinda da
maksimum eslesmede n kenar bulunur.

veE
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Sekil 2. Maksimum eslesmede yer alan kenarlar
kirmiz ile gosterilmigtir. Eslesmenin toplam
agirhig 14°tir.

n; =n, = n durumuna geri donersek, tim
agirliklarin - pozitif oldugu durumda, olast
eslesmelerin sayis1 n! olacaktir. Bu durumda, problem
en biyiik agirlikli permiitasyonu bulma problemine

doniigiir.

tim

Bazi agirliklarin negatif oldugu, yani, bazi diigiim
ciftlerinin higbir kosulda eslestirilmesinin istenmedigi
durumlarda, maksimum eslesmede n kenar bulunmak
zorunda degildir. Bu durumda olas1 eslesme sayisini su
sekilde bulabilirizz Eglesmede m kenar oldugu

. . oo se . . .. n
durumda, V;kiimesinden n diigiim iginden m tanesini -

farkli sekilde segeriz; V, kiimesinden n diigiim i¢inden
m tanesini % farkli sekilde segeriz; . m diiglim, m
diigiimle m! farkli sekilde eslesebilir. Bu durumda m

.. n2
kenar  igin  olasi - m! secenek  vardir.

farkli

Ornegin, n=2 durumu icin, 0 kenarin yer aldig1 1
eslesme, 1 kenarin yer aldig1 4 farkli eslesme, 2 kenarin
yera aldig1 2 farkli eslesme, toplamda 7 farkli eslesme
vardir. Tablo 1'de, farkli n degerleri igin eslesme
sayilar verilmistir.

n 2
n m! olast

m=07, eslestirme  yapilabilir.

Tablo 1. Farkli n degerleri i¢in eslestirme sayilart

n Kenar sayisi Eslestirme sayisi
2 4 7

3 9 34

4 16 209

5 25 1546

6 36 13327

3.2. 0-1 Programlama Formiilasyonu

iki pargali agirhikli tam graf iizeride maksimum
eslestirme problemi, 0-1 programlama formiilasyonu
kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilebilir:

min — ZieVl Zjevz Wy i X, j

Yien, % <1 Vi €V,

(9)
(10)
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YiewXij <1 Vj€EV,
x; €{01} i €V, j €V,

(11)
(12)

x; ; karar degiskenleri su sekilde tanimlanmaktadir:

x;; = 1eger (i,j) kenar eslestirmede yer aliyorsa

0 aksi takdirde

(13)
(14)

J

x;j'nin 1 oldugu durum, (i,j) kenarinin eslestirmede

yer aldigi durumu temsil etmektedir. Maaliyet
fonksiyonu, w;;x;; ifadesini tim [ ve j
kombinasyonlar1  icin  maksimize  etmektedir.

Minimizasyon seklinde ifade etmek icin Esitlik (9)’da
maaliyet fonksiyonu -1 ile carpilmistir. ilk kisit,
V;kiimesindeki diigtimlerin V, kiimesinden en fazla 1

digimle  eslesebilecegini,  ikinci  kisit  ise
V,kiimesindeki diigiimlerin V; kiimesinden en fazla 1
digimle eslesebilecegini ifade etmektedir. Bu

formiilasyonda gereken degisken sayist n; - n,'dir.

n; = n, durumunda, yukarida verilen esitsizlik kisitlar
esitlikle giincellenebilir. Ciinkii bu durumda eslesmede
tim digiimler yer alacaktir. Bu durumda elde edilecek
kisitlar gezgin satict problemi, kuadratik eslestirme
problemi gibi pek ¢ok problemde yer alan kisitlara
doniisiir. Bu problemler, maaliyet fonksiyonlari
acisindan farklilik gosterir.

Eger graf iizerinde negatif agirliklar varsa, ya da belli
bir smirin  altindaki  agirliklar  eslestirilmek
istenmiyorsa, bu durumda bu kenarlar graftan
¢ikarilabilir. Ya da baslangi¢ olarak bazi kenarlar graf
iizerinde mevcut olmayabilir. Bu durumda N(j), j
diiglimiiniin komsular1 olmak iizere 0-1 formiilasyonu
asagidaki sekilde ifade edilebilir.

min — ¥ jyep Wi, jXi (15)
sit. YjenwXi,j <1 Vi €V U, (16)
x,; €{01} (i,j) €E (17)

Boylece degisken sayist E pozitif agirliga sahip
kenarlar kiimesi olmak iizere |E| < n; - n, olacaktir.

3.3. Ceza Yontemi ile Hamilton islemcisi insas1

0-1 programlama formiilasyonu, bir 6nceki bolimde
belirtildigi  lizere bir QUBO formiilasyonuna
donistiirillebilir. Formiilasyondaki esitsizlikler ,; x; <
1 formundadir. Bu esitsizlikler, amag
fonksiyonuna Y; ¥’ ;.i<;x;x; terimlerinin eklenmesiyle
QUBO formuna doniistiiriilebilir [14]. Rosenberg [15]
tarafindan  Onerilen  ydnteme goére  avantaji,
Rosenberg’in yonteminde gerektigi gibi ek olarak yeni
degiskenlere ihtiyag duyulmamasidir. Buradan yola
¢ikarak, QUBO formiilasyonu asagidaki sekilde ifade
edilebilir:

tarz
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- Z Z wi X+ Ay Z(Z Z X; jXik)

i€V, jeV, i€V, jeV, k>)

+4, Z (Z Z X j X, j)

jev, iev; k>i

(18)

Burada, 4; ve A, pozitif ceza katsayilaridir. QUBO

formiilasyonun gerektirdigi degisken sayis1 n; - n,'dir.

Bu QUBO formiilasyonuna karsilik gelen Ising Modeli

bulmak igin x; ; ikili degiskenlerini, s; ; € {—1,1} spin
—sij

degiskenleri olmak {izere ile degistirmemiz

gerekir.

DRLRS

i€V, jev,

Uy, 3

i€V, jEV, k>j
1-s 1- sk,

e 3 YU -5

i€EV; jEV,

2
JEV, 1€V, k>i

+EZZS"J

ien, jevs
1
+ Ay Yiev, Bjev, Zesj 1 = Si,j = Sige + SijSik)

LN e

Skj + Si,jSk,j)

JEV, 1€V k>i
(19)
Yukarida anlatildigi iizere, s; ; spin degiskenlerini Z; ;
operatorleriyle  degistirerek  problemin Hamilton
islemcisini bulabiliriz. Hamilton islemcisi Esgitlik
(20)’de verilmistir.
1 1
HQUBO = —Ez Z Wi,jI +Ez Z Zi,j
i€V, JEV, iEVy JEV,
1 1
+—A1 ZZ(Z Zl —Zij—Zix t+ ZijZix)

i€V, jeVv, k>j

DR

JEV, i€V k>i

= Zyj+ZijZy ;)

(20)

3.4. Boolean Temsil Yontemi ile Hamilton islemcisi
Insas1

Hamilton iglemcisinin olusturulmasi i¢in iki esitsizlik
kisit1 ve maaliyet terimlerine karsilik gelen Hamilton
islemcisinin elde edilmesi gerekir. Hadfield vd. [16]
makalesinde, bazi Boolean temsillere karsilik gelen
Hamilton islemcisi terimlerini vermistir. Bunlardan
bazilart asagidaki tabloda 6zetlenmistir. Bu boliimde,
asagidaki tablodan faydalanarak Hamilton islemcilerini
insa edecegiz.

Tablo 2. Boolean temsiller ve onlara karsilik gelen
Hamilton islemcileri [16].

Boolean temsil  Hamilton iglemcisi

X 1I 1Z
2 72
x 11
- 2 72
1
A %; F1_[(1—21-)
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3.4.1. Esitsizlik Kisiti

0-1 formiilasyonunda iki adet esitsizlik kisit1 vardir ve
ayni sekilde modellenecektir. Detayli analiz agisindan
ikincisini ele alacagiz. Bu kisit, sabit bir j degeri i¢in
x;; degiskenlerinin en fazla bir tanesinin 1 oldugu
duruma karsilik gelmektedir. j =0 i¢in, bunu
mantiksal olarak asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

Tablo 3. esitsizlik kisitinin saglandigt durumlarda
1 olan degisken ve bu durumun mantiksal ifadesi.

[16].
1 olan .
.. Boolean temsil
degisken
X, (g j Axpj Axpj A s A Xy, g )
X1 (=X j AXpj AXpj A o AN Xgy, g )
X5 (mXg; A =Xy j AXo 5 A s A =Xy, )
Xn,-1j (=X j A Xy j AXp 5 A o A Xy—p )

- (—|x,),]-/\—|x,,j/\—|x2,j/\ /\—|xnl_,,j)

Tablo 3’lin ilk 4 satirinda, sagdaki ifade, ancak ve
ancak soldaki ikili degigken 1 diger degiskenler 0
oldugu durumda 1 degerini alacaktir. Aksi takdirde O
degerini alacaktir. 5. satirda ise, higbir degiskenin 1
olmadig1 durum ele alinmigtir. Sagdaki ifade ancak ve
ancak bu durumda 1 degerini alacaktir. Boolean
temsillere denk gelen Hamilton islemcisi ise, Tablo

2’den faydalanarak yazilabilir. x;; literalleri é(l -
Zij), —x;; literalleri é(l + Z; ;) Hamilton islemcileri
ile ifade edilerek Tablo 4’teki Hamilton islemcileri elde
edilir.

Tablo 4. Tablo 3’teki Boolean temsillere karsilik
gelen Hamilton iglemcileri [16].

Hamilton islemcisi

1
S U= Zo)U +Zy ;)T +Z55)

— (I +Zn 1))
i U+ 200 = 20 )0+ Z)) (U + Zoy 1))
i U+ 200+ 2030 = Z)) (U + Zoy 1))
% U+ Zop)UT+Z )T+ Z55) (U= Zp 1))
% U+ Zop)UT+Z )T+ Z55) U+ Zy 1))

Tablo 3’1in ilgili satirindaki Boolean temsil 1 degerini
aldiginda, Hamilton islemcisi 1; 0 degerini aldiginda
Hamilton islemcisi 0 degerini vermektedir. Boolean
temsillerden sadece tek bir tanesi 1 degerini alabilir ya
da hepsi 0 degerini alir. Tablo 4’ii kullanarak ceza
Hamilton islemcisini Esitlik (21)’deki gibi ifade
edebiliriz:
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1
Hepj = 1= (@ + DI+ (= D) Z Zi
eV,
+(Mm-3) Z ZiyjZis.1
iy, €V XV

+(ny = 5)

i,i,13€V3 XV; XV;

Zi iZiiZi

12,J%13,]

(g —2k+ 1) z ZiyjZiy Ty

i1,igmik €V, K

+ (e + D X iyi evy Ziy 21y, Ly, )

(21)

Bu Hamilton islemcisi, her j degeri i¢in maaliyet
Hamilton islemcisine eklenecektir. Yani, 2. kisit i¢in
eklenmesi  gereken ceza Hamilton islemcisi
Y jev, Hez j seklinde ifade edilir.

2. kisit igin inga ettigimiz Hamilton islemcisini
kullanarak 1. kisit i¢in de benzer sekilde Hamilton
islemcisi elde edebiliriz.

1
Heyi = 1= 5 (2 + DI+ (0 = 1) Z Z,
J1€V2
(2 = 3) Z 25,2,
J1,JE€Vz XV
+(n, —5) 7
J1/J2,J3€EV2 XVo XV

(SRATRAFN

+(np —2k+1) Z
J1d2r i€V K

Z Z

Lji%hy " A

+ 2+ DEy ey ZijiZigy  Zin,)

(22)

Bu Hamilton islemcisi, her i degeri igin maaliyet
Hamilton islemcisine eklenecektir. Yani, 2. kisit i¢in
eklenmesi gereken ceza Hamilton islemcisi ey, Hey g

seklinde ifade edilir.

3.4.2. Maaliyet Hamilton Islemcisi
Maaliyet  fonksiyonuna  karsilik ifade

- 1 e
Yiev, Xj ev, Wi jXij'dir. x5 = = (I — Z; ;) doniisiimi

gelen

yapilarak, bu fonksiyona karsilik gelen Hamilton
islemcisi asagidaki gibi elde edilir:

He = z Z Wi,j%(l —Zij)

iev, jev,

1
E(Z Z Wi,jI — Wo0Zo,0 — Wo,1Z01 —

iev, jev,

(23)

- anl,nflznfl,nfl)

3.4.3. Amag Fonksiyonu Hamilton Islemcisi

Amag fonksiyonu Hamilton islemcisi Hp, yukarida
buldugumuz Hamilton islemcilerinin toplami olarak
ifade edilir.

HP:PZHSIJ +PZ Hepj + He

iev, jen,

(24)

P > max; jw; ; olacak sekilde secilmelidir.
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3.4.4. Lyilestirmeler

Yukarida deginildigi gibi, n,; =n, durumunda,
esitsizlik kisitlar esitlikle giincellenebilir. Hatta, n; <
n, durumunda da, V; kiimesindeki tim diigiimlerin V,
kiimesinden bir diigiimle eslesmesi garanti altinda
oldugundan, 1. kisit esitlik kisit1 olarak alinabilir. V;
kiimesinden bir diiglimiin V, kiimesinden hi¢ bir
digimle  eslesmedigi  senaryolar  saf  dist
birakildigindan, ¢dziim uzayindaki eleman sayisi
azalacak, olurlu ¢oziimlerin tiim ¢odziimlere orani
artacaktr. Benzer sckilde, n, <n; durumunda da
2.kastt esitlikle giincellenebilir.

2. kisit esitlik olarak alindiginda, nasil ifade
edebilecegimize g6z atalim. Esitlik (21)’in son satiri,
tiim degiskenlerin 0 oldugu duruma tekabiil etmektedir.
Kisiti esitlik olarak giincelledigimizde, muhakkak
degiskenlerden birinin 1 degerini almasi gerektiginden,
bu satin ¢ikarmamiz gerekir. H_,;’nin genel
formundaki terimlerin katsayisini bulmak igin, He, ;’de
kullandigimiz mantig1 kullanabiliriz. Farkli olarak, son
clause yer almadigindan, tiim katsayilar 1 eksik
olacaktir. H_, ;’nin genel formunu Esitlik (25)’teki gibi

yazabiliriz.

1
Hepj = I = 57— ()] + (0 - 2) Z Zi,
i €V,
+(n; —4) Z;i iZi i+
iy,i,€V; XV
+ (1 - 6) Ziy 21, 21,

i,i,i3 €V XVy XV;

i1,j%iz.J

+(ny — 2k) Z ZiyjZiz " Zigj

i1)ipmik €V, *

+ ) Z i, o0 Ziy i Zny )

(25)
IV. SONUCLAR VE TARTISMA

Boliim 3.3 ve 3.4’te tartisilan ceza yontemi ve Boolean
temsil yontemi ile Hamilton iglemcisi insasinin QAOA
algoritmasma etkisini anlamak amaciyla her iki
Hamilton islemcisi kullanilarak QAOA algoritmasiyla
simiilasyonlar gergeklestirildi. Bu simiilasyonlarda
Qiskit 1.4.2 ve Python 3.12 siiriimleri kullanildi.
Simiilasyonlar  giiriiltiisiiz  olarak 10000  shots
kullanilarak gergeklestirildi ve 500 kez tekrar edilerek
her iterasyonun en iyi sonucu alindi. Optimizasyon
algoritmalar1 i¢in durdurma Slgiitii 1e-13 segildi.

Veri seti olarak iki pargali graflarda miimkiin olan ii¢
farklt diigiim kiimesi senaryosu dikkate alindi. Bu
senaryolar parca graflarin  eleman sayilarinin
birbirinden biiyiik, kiigiik ya da birbirine esit oldugu
durumlara denk gelecek sekilde secildi. Bu
senaryolarla yapilan simiilasyonlarda tohum sirasiyla
63, 30 ve 16 olarak segildi.

Secilen diigiim sayilar1 ve bu sekilde kurulan
graflardaki eslesme sayilar1 Tablo 5’te verilmektedir.
Bu senaryolar i¢in agirlik matrisleri,

55.84 40.23 5.76
wi=| 53.04 16.15 50.50 );
26.35 54.77 55.28
{6477 38.69 66.64 17.20
wr=96.30 3532 99.18 24.27):
58.98 4128 1449 54.87
2311 52.79 55.52
ws=[ 551 36.71 23.00 ).
6918 1721 7.06
9416 56.80 872

olarak rastgele sekilde tiretilmistir.

Tablo 5. Calismada ele alian farkli senaryolar
icin iki pargali grafi olusturan diigiim kiimelerinin
eleman sayilar arasindaki iligkiler.

Diigiim
Eslesme
Senaryolar sayisi ni nz savist
iliskileri Y
Senaryo 1 ni =n 3 3 34
Senaryo 2 ni <n 3 4 73
Senaryo 3 ni>n 4 3 73

Hadfield’m yontemi i¢in Bo6lim 3.4.4’te bahsedilen
iyilestirme kullanilarak, uygun durumlarda esitsizlik
kisitlart esitlikle giincellendi. Bu durumda, ii¢ farkli
senaryo ve iki farkli yontem i¢in k-lokal terim sayilari
Tablo 6’da verilmistir. k-lokal terim, k tane Z;;
carpimindan olusan terim anlamina gelmektedir. Bu
terim sayilart Esitlik 25’te yer alan ifadenin
acilimindaki terimler sayilarak bulunmustur.

Tablo 6’ya bakildiginda Hadfield’in yonteminin 1 ve 2
lokal terimlere ek olarak yiiksek mertebeden terimler
trettigi gozlemlenebilir. Ancak, toplam terim sayisi
yant toplam parametrize kapi sayisi bakimindan
Boolean temsil yontemi daha avantajlidir.

ik olarak simiilasyonda kullanilacak katman sayisini
belirlemek igin, Boolean temsil yontemi kullanilarak

biitin  senaryolarda farkli katman sayilari ile
hesaplamalar ¢alistirlldi.  Uygun katman sayisi
belirlendikten sonra, literatirde sik kullanilan

optimizasyon metodlar1 dikkate alinarak ceza ve
Boolean temsil yontemlerinin kiyaslamasi yapildi. Bu
bolimiin geri kalaninda, elde edilen sonuclar
tartisilmistir.

97



Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2026, 38(1): <91-104>

Hamilton islemcisi insasi Yontemlerinin Analizi

Tablo 6. Boolean temsil ve ceza metoduyla elde
edilen modeller i¢gin k-lokal terim sayilari. PK
parametrize kap1 sayisini temsil etmektedir ve toplam
terim sayisina esittir.

Boolean Temsil

ni, nz 1-lokal 2-lokal 3-lokal 4-lokal PK
ni =n 8 9 3 20
n; <m 12 0 16 3 31
ni > ny 12 0 16 3 31
Ceza
ni, n2 1-lokal 2-lokal PK
n=n 9 18 27
n <nz 12 30 42
n; > n; 12 30 42

4.1. Katman sayis etkileri

Katman sayisi arttikca, QAOA algoritmasinin optimal
sonuca daha iyi yakmsadigi bilinmektedir. Ancak bu
varsayim, parametreler optimal oldugu durumda
gecerlidir.  Parametrelerin ~ optimizasyonu  klasik
yontemlerle yapilmaktadir ve parametre optimizasyonu
QAOA  algoritmasi  acisindan  bir  darbogaz
olugturmaktadir. Katman sayisi arttik¢a parametrelerin
sayist  arttifindan,  parametre  optimizasyonu
giiclesmektedir. Bu noktada, katman sayisinin dogru
bir sekilde belirlenmesi 6nem tagimaktadir.

Katman sayisinin sonuglar iizerinde anlamli bir etkisi
olup olmadigni saptamak adina p = 3, 4, 5, 7, 10, 15
katman sayilari i¢in Boolean temsil yontemiyle inga
edilen Hamilton islemcisi kullanilarak QAOA
algoritmast  calistirllmistir,.  Bu  simiilasyonlarda
COBYLA optimizasyon algoritmasi kullanilmistir.
Elde edilen maliyetler iizerinde uygulanan tek yonlii
ANOVA testi sonucunda n; =n;, n; <np ve n; > m
senaryolari i¢in p degeri sirastyla 0.0016, 8.01e-22 ve
1.11e-10 olarak bulunmugstur. Boylece, istatiksel olarak
katman sayilar1 arasinda anlamli fark oldugu
gOriilmiistiir.

Ele alan biitiin senaryolar igin katman sayis1 etkisini
incelemek iizere yapilmis olan hesaplamalarin
sonuglart Sekil 3’te verilmektedir. Goriildiigii gibi
secilen en diisiik katman sayisinda dahi Boolean temsil
metodu ile elde edilen sonuglar optimal sonug ile
tutarlidir. Tiim senaryolarda, p=3 katman sayist icin
yaklasik ¢oziim farki 0°dir, yani optimal ¢6ziim elde
edilmistir. Bdylece, Boolean temsil ydnteminin, az
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kuantum kapisi kullanilmasi tercih edilen NISQ evresi
kuantum bilgisayarlarinda ¢alistirilmaya uygun bir
algoritma aday1 oldugu sdylenebilir.

Tablo 7°de, farkli senaryolarda p=3 ve p=15 durumlar1
icin olurlu ¢6ziim yiizdesi, optimal ¢dziim yiizdesi,
ortalama maliyet ve olurlu c¢oziimlerin ortalama
maliyeti verilmistir. 15 katmanli devrede olurlu ve.
optimal ¢6ziim yiizdelerinin 3 katmanl devreye gore
daha biiyiik oldugu goriilmiistiir. 15 katmanl devrede
ortalama maliyet 3 katmanli devreye gore daha biiyiik
olmakla birlikte, Senaryo-2 ve Senaryo-3’te optimal
¢oziimden daha biyiiktir. Bu da olurlu olmayan

coziimlerin yiiksek maliyete sebep olmasindan
kaynaklanmaktadir.
Maliyet
0 200 400 0 200 400 0] 200 400
3 ;—‘ '—{n N ;—‘ | l—(-. . )—{: |—| -
4 ;—‘ |—|=.. o }—{ l—“ N ;—El—“
sp—Li = Ll |
e 71— = |11 —{
&
g
£
20— i — -
Optimal Sonug
(@) ® ©
15p —( T | — T —— | —]
m=ng]  [m<ny

Sekil 3. Katman sayisinin (a) Senaryo-1 (nl =n2),

(b) Senaryo-2 (nl <n2) ve (c) Senaryo-3 (nl >n2)

icin Boolean temsil metodu ile elde edilen sonuglar
iizerindeki etkisi.

Bu durum, zaten eslesme sayisi yiiksek olan bu iki
senaryo i¢in, katman sayisinin artmasi sonucu
devredeki parametrize kapi sayisinin artmasinin
sonuglart olumsuz etkilemesi olarak yorumlanabilir.
Ayrica, disik katman sayist daha az sayida
optimizasyon parametresi anlamina gelmektedir. Tiim
senaryolar ig¢in 3 katman kullanildiginda optimal
sonuca ulagilabildiginden, analizin geri kalaninda 3
katman kullanilmistir.
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Tablo 7. Ele alinan senaryolarda p=3 ve p=15
katman sayilar1 i¢in olurlu ¢6ziim yiizdesi, optimal
¢Oziim yiizdesi, ortalama maliyet, olurlu
¢Oziimlerin ortalama maliyeti. Optimal maliyet
tlim senaryolar i¢in sirasiyla 161,11, 218,82,

186,39’dur.
p Senaryolar Olurlu  Optimal Ortalama Olurlu
¢Oziim ¢Oziim maliyet ¢oziimlerin
ylizdesi  yiizdesi ortalama maliyeti
n; =n, 9,6 1 142,08 113,73
3 n; <n, 5.4 2 218,19 166,04
n; >n, 2,6 0,6 163,07 124,25
n; =n, 21 6,6 137,00 139,43
15 M <n, 6 1 263,02 174,79
n; >n, 32 0,8 188,89 150,59

4.2. Farkh optimizator etkileri

Bu boliimde ceza ve Boolean temsil yontemleri i¢in 3
farklt optimizasyon modeli ile elde edilen sonuglari
tartisacagiz. Literatiirde en sik kullanilan optimizasyon
modelleri arasindan kuantum devrelerinin
optimizasyonunda en basarili adaylar olan SLSQP,
COBYLA ve Powell modellerini dikkate aldik [41].
Oncelikle ii¢ farkli senaryo icin olusturdugumuz
graflari hem ceza hem de Boolean temsil yontemleri ile
parametrize kuantum devrelerine gevirdik. Bu kisimda
QAOA katman sayisini 3 olarak belirledik. Ardindan,
bu  kuantum  devrelerini  rastgele  baslangic
parametreleriyle baslatarak ii¢ optimizasyon modeliyle
optimize ettik. Elde edilen sonuglar Ek’te yer alan Sekil
1-3’te verilmektedir.

Eklerde sunulan bu grafiklere bakildiginda, hem ceza
hem de Boolean temsil yontemleri ile {retilmis
kuantum devrelerinde en fazla sayida olurlu ¢6ziim
bulan optimizasyon modeli Powell modelidir. Ayni
zamanda, yine bu grafiklerden goriildiigii gibi Powell
optimizasyon modeli ile elde edilen sonuglar daha
diisiik bir yayilma sergilemektedir ve bu durum Powell
optimizasyon modelinin daha stabil sonuglar tirettigini
gostermektedir. Bununla birlikte, calistirdigimiz
hesaplarda Powell modelinin, ii¢ optimizasyon modeli
arasinda en yiiksek calisma siiresine sahip oldugu
gozlenmistir. Tim metodlar, optimal ¢oziime
ulagabilmistir.

4.3. Simiilasyon Sonuclari

Sekil 4’te de goriildigii tizere, ilk (n; = nz) ve liglincii
(n; > ny) senaryolar ele alindiginda Boolean temsil
yonteminin ceza yoOntemi ile neredeyse esit sayida
optimal sonug¢ iretmistir. Ancak Boolean temsil
yonteminin basarist Senaryo-2’de (n; < ny) ortaya
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cikmaktadir. Bu senaryoda Boolean temsil yontemi
ozellikle COBYLA ve Powell modelleri ile optimize
edildiginde, ceza yontemine kiyasla oldukg¢a yiiksek
sayida optimal sonug¢ iretebilmistir. Elde edilen bu
sonuglardan yola ¢ikarak, Boolean temsil yonteminin
diigiim sayis1 farkli olan ve ikinci senaryoya (n; > ny)
gore diizenlenen iki parcali graflar igin sonuclar
tizerinde bariz bir pozitif etki yarattii soylenebilir.
Neyse ki diigiim say1st farkli graflari tiglincii senaryoya
gore degil ikinci senaryoya gore diizenlemek her zaman
miimkiindjir.

V. SONUC

Sonug olarak, bu makalede, iki parcali agirlikli graf
iizerinde eslestirme problemi i¢in Hamilton islemcisi
ingasinda ceza yontemi ve Hadfield’in Boolean temsil
yontemi, karsilastirilmistir. Iki yontemle elde edilen
Hamilton iglemcileri kullanilarak QAOA algoritmasi
uygulanmis ve bu siiregte elde edilen sonuglar, optimal
sonuca yakimlik ve fizibilite agisindan incelenmistir.
Elde edilen sonuglar, her iki yontemin QAOA
algoritmasi iizerindeki etkilerini net bir sekilde ortaya
koymustur. Boolean temsil yontemi ile insa edilen
Hamilton islemcisi kullanildiginda, QAOA ’nin optimal
sonuca yakinlik agisindan daha iyi performans
gosterdigi gozlemlenmistir.

Boolean temsil yontemi ile iki pargali agirlikli graf
eslesme probleminin optimizasyonunda daha az sayida
parametre ile iyi ve giivenilir sonuglar elde edilmesi bu
yontemin diger optimizasyon problemlerinde de
onemli sonuglar verebilecegine isaret etmektedir. Bu
nedenle, bu ¢aligmada sunmakta oldugumuz Boolean
temsil Hamilton iglemcisi insa yontemi ile diger
optimizasyon problemlerinin ele alinmasi umut
vadedici sonuglar dogurabilir. Buradan yola ¢ikarak,
benzer kisit yapisinda sahip diger problemler i¢in de,
Boolean temsil yontemi ile Hamilton islemcisi
ingasinin daha verimli olup olmayacagi, daha fazla
ornek ve deneysel verilerle desteklenmelidir.
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Sekil 4. Boolean temsil ve ceza yontemlerinin (a)
Senaryo-1 (n; = nz), (b) Senaryo-2 (n; <ny) ve (c)
Senaryo-3 (n; > ny) i¢in farkli optimizasyon
modelleri tizerinden karsilastirilmasi. y ekseninde
olurlu ¢dzlim sayilar1 verilmistir.

Gelecekte, bu yontemin daha fazla problem sinifina
uygulanmasi, ve onun getirdigi avantajlarin daha net bir
sekilde ortaya konmasi dnemlidir. Bu ¢alismanin ileri
asamas1l olarak, iki yontem farkli optimizasyon
problemleri iizerinde kiyaslanabilir. Ayrica, giriiltii
altinda iki metodun nasil davranacagimi incelemek
adma, girilti modelleri kullanilarak simiilasyon
yapilabilir.
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Ek Sekil 1. Senaryo-1 (n=ny) i¢in ii¢ farkli optimizasyon metodu
kullanilarak ceza yontemi ve Boolean temsil metodlarinin verdigi
sonuglarin karsilastirmali tablosu. Ilk satirda ((a) ve (b)) SLSQP metodu
ile ikinci satirda ((¢) ve (d)) COBYLA metodu ile ve tigiincii satirda ((e)
ve (f)) Powell metodu ile elde edilen optimizasyon grafikleri gosterilirken
ilk siitun ((a), (¢) ve (e)) ceza yonteminin ve ikinci siitun ((b), (d) ve (f))
sonuglarini igermektedir. Kiyaslamali tartisma igin metne bakiniz.

102



Hamilton islemcisi insasi Yontemlerinin Analizi Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2026, 38(1): <91-104>

Ceza i
W Boolean temsil

80r

601

Adet

40F

d0S7T1S

20t

80f

60F

Adet

40r

V1AE090

20f

80r

601

llamod

Adet

40t

20t

200 400 200 400
Maliyet Maliyet

Ek Sekil 2. Senaryo-2 (n;<n») i¢in ii¢ farkli optimizasyon metodu
kullanilarak ceza yontemi ve Boolean temsil metodlarinin verdigi
sonuglarin karsilastirmali tablosu. i1k satirda ((a) ve (b)) SLSQP metodu
ile ikinci satirda ((c) ve (d)) COBYLA metodu ile ve iigiincii satirda ((e)
ve (f)) Powell metodu ile elde edilen optimizasyon grafikleri gosterilirken
ilk siitun ((a), (¢) ve (e)) ceza yontemi yonteminin ve ikinci siitun ((b),
(d) ve (f)) sonuglarini igermektedir. Kiyaslamali tartigma igin metne
bakiniz.
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Ek Sekil 3. Senaryo-3 (n;>ny) igin ti¢ farkli optimizasyon metodu
kullanilarak ceza yontemi ve Boolean temsil metodlarinin verdigi
sonuclarin karsilastirmali tablosu. Ilk satirda ((a) ve (b)) SLSQP metodu
ile ikinci satirda ((¢) ve (d)) COBYLA metodu ile ve igiincii satirda ((e)
ve (f)) Powell metodu ile elde edilen optimizasyon grafikleri gosterilirken
ilk siitun ((a), (¢) ve (e)) ceza yonteminin ve ikinci siitun ((b), (d) ve (f))
sonuglarini igcermektedir. Kiyaslamali tartisma i¢in metne bakiniz.
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