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Abstract: This article is about the understanding of the definition of the num-
ber concept and its content in the context of arithmeticisation of analysis and
discussions on the basis of mathematics in the nineteenth century. The issue
will be addressed historically first and then the proposals for solutions by math-
ematicians such as Dedekind, Cantor, Peano, as well as by Frege, a logician, will
be examined. The discussions on the foundations of arithmetic in the 1870s
gained intensity. For mathematics to be a consistent and reliable science free
from contradictions, the concept of number, the cornerstone of arithmetic,
had to be precisely defined. In this article, the answer to the question of what

the concept of number is and what its meaning is will be discussed.
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Giris

19. yiizyilda bilim ve teknolojideki gelismeler giindelik hayat1 etkiler
hale gelmisti. Insanlar bilimin her sorunun iistesinden gelebilecegi inan-
ciyla bityiik bir hayranlik ve iyimserlik igindelerdi. Bu yiizydn hakim bilim
anlayisy; pozitivizm ve determinizmdi. Matematiksel kesinlige dayanan
determinizme gore, matematikteki kuskularin giderilmesi en 6nce halle-
dilmesi gereken problemdi. Pozitivist yaklasimin bir¢ok bilim dalina fayda
sagladig1 soylenebilir. Biyoloji ve antropoloji bu bilimlerin basinda gelir.
Fakat ayni sey matematik i¢in gecerli degildir. Matematikgiler, dogru
bilgiye ulasmada sezgi ve ispat1 kullaniyorlardi. Sezgi, pozitivist anlayisa
pek uygun goriilmedi ve oyun dist birakildr. Ispatin pozitivizmin dogrula-
nabilirlik ilkesini karsilayabilecegi diisiiniildii. Ama bunun i¢in de mate-
matikteki tiim ispatlar ¢ok kesin kurallar ¢ercevesinde diisiiniilmeliydi. Bu
zamana kadar halledilememis ne kadar muglak konu varsa tekrar ele almnip
bir kesinlige kavusturulmaliydi. Bu kistaslara uymayan her ne varsa mate-
matigin disinda birakimali, matematik metafizik 6gelerden temizlenme-
liydi. Eger matematikg¢iler mesruiyet kazanmak istiyorlarsa, matematiksel
nesneleri kesin bir bi¢imde tanimlayabilmeli ve siipheye mahal vermeye-

cek ispatlar sunmaliydilar.

Analiz hesabinin saglam bir temele oturtulamamasi, Euclides dis1 ge-
ometrilerin ortaya c¢ikisi, oransal olmayan (irrasyonel) sayilarn agikliga
kavusturulamamas: gibi matematigin heniiz kendi icinde ¢bzemedigi
problemler, matematigin tutarliligini iyice tartismalt bir hale getirdi. 19.
ylzyilin sonlarina dogru tartismalar hararetlenerek daha énce gérmezden
gelinen sorular, daha fazla gizlenemedi. Matematik diinyasinin cevapla-
mak zorunda oldugu belki de ilk soru, aritmetigin en temel kavrami olan

say1 Uizerineydi. Say1 nedir? Anlami nedir?
Analizin Aritmetiklestirilmesi ve Say1 Kavrami

Diferansiyel ve integral hesab: temel alan analiz, Newton (1643-1727)
ve Leibniz (1646-1716) tarafindan 17. yizyilin ikinci ¢eyreginde, dénemin
fizik problemlerini ¢6zebilmek amaciyla bulunmustu. Bu problemlerden
en 6nemlisi degisen bir hizin anlik degerinin ne olacag idi. Ikisi de boli-
nemeyecek kadar kiiciik pargalarin varligint kabul etmek zorundaydilar.

Ciinkii hesaplarinda kullandiklari mantiga gore, ivmeli bir cismin hizinin
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nasil bulunacagi sorusu cevaplanirken, sonsuz kiigiik bir anda (anlik hizi)
hizt sudur diyebiliyoruz. Ama burada kullanilan anlik hiz kavrami aslinda
ne anlama geliyor? Kisaca soyle cevaplayabiliriz. An dedigimiz sey, sifira
karsilik gelen zamani ifade ediyorsa, hizt hesaplarken belirli bir mesafeyi

sifira bolersek sonsuzu elde ede etmis oluruz.

Problem burada bitmiyor. Kalkiiliis ile hesap yapabilmemiz i¢in bo-
linemeyecek kadar kiicitk anlardan ve araliklardan (mesafelerden) sonsuz
tane olmast gerekiyor. Peki sonsuz tane boéliinemeyecek kadar kiigiik
seylerin toplami da sonsuz olmaz m1? Ya da tersinden diistinelim. Bu son-
suz kiigiikler gergekte var degillerse, sifirdirlar. Bu durumda da sifirlarin

toplami (ne kadar ¢ok olurlarsa olsunlar) sifir olmaz mr?

Kalkdiliastin bizi siiritkledigi ikilem, Zeno’nun paradoksunda oldugu
gibi sitireklilik kavramudir. Strekliligi kabul ettigimizde sonsuzlarla, aksini
iddia ettigimiz takdirde de kesiklilikle, yani stireksizlik problemiyle karsi-
lastyoruz (Everdell, 2012: 67).

Diger taraftan matematikgiler bu problemlere takilip kalmadilar.
Yollarina devam ederek analiz binasini teoremler ve ispatlarla yiikselte-
bildikleri kadar ytkselttiler. 19. yiizyila gelindiginde ise analizle baslayan
elestiriler, matematigin tiim alanlarma yayildi ve bu durum matematigin
temellerinin tekrar gozden gegirilerek sorgulanmasina yol a¢ti. Dénemin
matematikgileri tarafindan analizin saglam temeller tizerine oturtulmasi
amaciyla, geometri disarida birakildi. Analizin sadece cebir ve aritmetik-
ten tiiretilen 6zellikler tizerine insa edilmesi yolu mantiklt bulundu (Bur-
ton, 2017: 606). Basta d’Alembert (1717-1783) olmak iizere bir¢ok matema-
tikgi, analizin mantiksal alt yapisin “limit” usuliiyle agiklanabilecegine
inandi. Limite olan inang ¢ok fazlaydi. Fakat, limitin tam olarak ne oldugu
tanimlanmamisti. Sadece sozel tanimlar mevcuttu ve bunlar ikna edici

derecede yeterli gézikmiiyordu.

Bu noktada karsimiza tiretkenligi ile bir efsane olan Augustin Louis
Cauchy (1789-1857) ¢ikiyor. Cauchy kabul edilebilir bir limit teorisi gelis-
tirdi ve yanit bekleyen bir¢cok soruyu cevaplamis oldu. Siiphesiz analizin
mantiksal temellerini saglamlastirmaya calisan ilk matematik¢i Cauchy
degildi. Cauchy’den 6nce Lagrange (1736-1813) analizi, Taylor serileri ile

aciklamaya ¢alist1. Lagrange’a gore her hangi bir fonksiyon,
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h? h?
flx+h)=f(x)+ ph+q TR TR
seklinde sonsuz bir Taylor serisi olarak yazilabiliyordu. Bu ifadede p, q, r...
x'in yeni fonksiyonlaridir ama f'den tiiretilenlerden farklidir.
f(x+h) - f(x)
- ptv

Lagrange yukaridaki ifadede, h sifira giderken v’yi de sifira gotiriir.
Ve boylece fnin x’e gore tirevi bulunur. Lagrange boyle bir yaklasim
sayesinde analizin; tim sonsuz kii¢iik hesaplardan, limit ve tiirev kavra-
mindan kurtarilabilir ve sonlu miktarda cebirsel isleme indirgenebilir
oldugu sonucuna ulasti (Burton, 2017: 607). Boylece Lagrange analizi,
kuvvet serileri yonteminin dogruluguna dayandirmis oldu. Maalesef ¢ok
gecmeden Lagrange’in yonteminin yanlislar1 ortaya ¢ikmaya basladi.
Fonksiyonlarin Taylor serisi olarak agilmasi problem yaratti. Ciinkii her
fonksiyon Taylor serisi a¢ilimina izin vermiyordu. Ayrica limit kavramini
hallettigini dustiniirken yakinsaklik hakkinda gecerli bir tanim ortaya

koyamamist1.

Lagrange’in calismalarini takdir eden Cauchy, analiz i¢in saglam bir
temel olusturma vazifesini devraldi. Lagrange’in seri a¢ilimlarmm yanlisli-
gun farkinda olan Cauchy, d’Alembert’in limit kavramini kullanmay:
tercih etti ve limiti aritmetiksel olarak ele aldi. Geometriyi, vektorleri ve
sonsuz kiciikler kavramlarint bir tarafa birakarak, bunlarin yerine sayi,
degisken ve fonksiyon kavramlarina yer verdi. Cauchy’e gore limit: “Bir
degiskene verilen ardisik degerler, istenilenden biraz daha farkli olarak
sonlandirilmak amaciyla sabit bir degere belirsiz bir sekilde yaklastiginda,
son deger digerlerinin limiti olarak adlandirilir.” (Burton, 2017: 608). Ca-
uchy’nin taniminda goze carpan ilk sey, limitin tamamen aritmetiksel

olarak tanimlanmasidir.

Cauchy ayrica siireklilik, tiirevlenebilir olma ve belirli integral gibi
analizin temel kavramlarini, formal bir kesinlilikle tanimladi. Cauchy bu
minvalde sonsuz kiiciik sayilar1 daha 6nceki matematik¢ilerden farkl
olarak, bagimsiz degiskenler seklinde ele aliyordu. Cauchy’den 6nceki
matematikgiler ise sonsuz kiiciik sayilari, ¢cok kiiciik sabit sayilar olarak

goriiyorlards.
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Cauchy kriterlerinin belirli say1 dizileri {izerinde etkin bir sekilde ise
yaradig1 kabul edilse de, dizinin limitinin varligi konusu muglakligini ko-
ruyordu. Bunu agikliga kavusturmanin yolu, kullanilan say: tipinin ne ol-
dugunun belirtilmesiydi. Cauchy gercek sayilarin (reel sayilar) ne oldugunu
sezgisel olarak bildigini varsayiyordu. Bu varsayimla hareket ederek oran-
sal olmayan sayilarin belirli oransal say: (rasyonel) dizilerinin limiti olarak
dustintilebilecegini iddia etti (Katz, 1993: 658). Yani Cauchy’e gore oransal
olmayan sayilar a priori olarak vard: ve bunun kanitlanmasina ihtiya¢ yok-

tu.
19. Yiizyilda Analizi Aritmetiklestirme Cabalar1

19. ylzyilin ortalarinda bir¢ok matematikg¢i oransal olmayan sayilarin
a priori olarak ele alinmasi yaklasimini elestirdi. Oransal olmayan sayilarin
tam olarak ne oldugu tartisilmaya baslandi. Analizin aritmetiklestirilme-
sindeki en biiyiik problem, acik bir “ger¢ek sayilar” taniminin yapilama-
mastydr. Dedekind’e (1831-1916) gore ¢6ziim, teoremlerin aritmetik tarzda
kurulmasidir. Teoremleri aritmetik tarzda kurabilmek icin aritmetigin
tutarliliginin saglam delillere dayandirilarak ispatlanmasi gerekir. Boylece
aritmetik usullerdeki gercek kokeni kesfedersek, strekliligin de gercek
bir tanimini yapabiliriz (Katz, 1993: 658).

Aslinda cevabint aradigimiz soru bir dogru tizerinde tam olarak nele-
rin oldugu, ya da olmadigidir. Diferansiyel hesap siirekli biyiikliklerle
ugrasir, fakat stirekliligin hicbir yerde agiklamasi verilmez. Dedekind bu
noktadan hareketle siirekliligin tanimmini aritmetik bir tarzda giivence
altina almak maksadiyla, bu konudaki ilk adimi, oransal sayilar kiimesinin
Ozelliklerini diizene sokmaya calisarak gerceklestirdi. Dedekind’de gore
sayilar ii¢ cesitti ve bunlarin bilesimi ger¢ek sayilari olusturuyordu. Tam
sayilar, a/b seklinde yazilabilen; oransal sayilar ve oransal olmayan sayilar.
Tam sayilarda bir sorun yoktu. Birbiri ardinca yazilan ve herkesce malum
olan ...-2, -1, 0, I, 2, 3,... gibi bir sonsuz say1 dizisiydi. Oransal sayilar da
tam sayilarin arasina dagilmis kesirlerdi. Fakat oransal olmayan sayilara
gelince durum degisiyordu. Onlarin varligindan bahsetmek o kadar kolay
degildi. Ciinkii oransal olmayan sayilar; tam sayilarin ve oransal sayilarin

arasinda yerini tam tespit edemedigimiz kiiciik hayaletler gibiydiler.

Dedekind’in analiz dersleri vermeye basladigt 1858 yilinda oransal ol-
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mayan sayilarm varligimin ispatt konusunda bir ¢6ziim buldugu sdylenir
(Stewart, 2017: 271). Dedekind bu konudaki fikirlerini ancak 1872 yilinda
Stetigkeit und Trrationale Zablen (Sireklilik ve irrasyonel Sayilar) adli 21
sayfalik makalesinde yayinlayabildi (Dedekind, 19o1). Bu makaleye kadar
kimse oransal olmayan sayilarin (a priori) kendiliginden dogru kabul edi-
len 6zelliklerinin, kanitlanmasint gerekli gérmemisti (Stewart, 2017: 272).

Iki koklii sayinin garpiminin yine koklii bir sayt oldugunun gésterilmesi,
yani (\2 . /5= 1/10) gibi.

Dedekind bu eserinde gergek sayilardaki mantiksal bosluklar: gidere-
bilmek i¢in sonradan ‘Dedekind kesimi’ denilen bir yontem 6nerdi. Pisa-
gor’dan bu yana bilinen oransal olmayan sayilar icin, 1872 yilma kadar
kayda deger matematiksel bir aciklama getirilememisti. Oransal olmayan
sayilar ondalik yakinsamalar olarak varlardi. Mesela en ¢ok bilinen oransal
olmayan say1 olan IT sayisinin, ancak 707 basamagina yakinsanarak kesin
kabul ediliyordu. Dedekind 2500 yillik bir gelenegi bozdu. Alisilmisin
disina ¢ikip oransal olmayan sayilari Dedekind kesimiyle tanimlayarak
matematikteki ilk ‘modernist’ oldu. Dedekind’e gore gercek sayilar: elde
etmek icin oransal say: sistemi kullanilabilirdi. Béylece oransal olmayan
sayilarin saglamasi gereken Ozellikleri, oransal sayilar kullanilarak goster-
menin bir yolu bulunmus olurdu. Akabinde islem tersinden disiiniilerek
oransal sayilarin sagladig: o6zellikler, oransal olmayan sayilarin bir tanimi

olarak yorumlanird: (Stewart, 2017: 272).

Dedekind kesimi kisaca séyle agiklanabilir. Oncelikle eger a>b ve
b>c ise a>c olur. Ikinci olarak eger a#c ise a ile ¢ arasinda sonsuz oransal
sayt bulunur. Ugiincii olarak herhangi bir a sayisi gergek say1 kiimesini A,
ve A, seklinde iki kisma ayirir. A;’de a’dan kiigiik sayilar, A,’de a’dan bi-
yiik sayilar bulunur. a sayis1 bu iki kisimdan birine baglanir. A, ’deki sayila-
rin hepsi A,’deki sayilardan daha kiiciik olur.

Ornegin /5 sayist oransal olmayan bir sayidir ve tam olarak bir kesir

seklinde yazilamasa da, oransal sayilara istenildigi kadar yaklasabilir. Bu
saymnin konumunu belirleyebilmek icin Dedekind kesimini uygulayalim.
V5 sayis1 oransal sayilar kiimesini, v5'den kiiciik ve biiyiik olmak iizere iki

pargaya ayirir. Fakat bunu yaparken /5’i de kullanmis olduk. Yani varligi-

n1 heniiz gostermedigimiz bir saytyr. Bu noktada v5i kullanma problemini
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nasil ¢ozebiliriz? Dedekind’in yaklasimiyla diisiinelim. v/5’den biiyiik say1-

lar kesinlikle pozitiftir, ¢linkii kareleri 5’den biiyiiktiir. Diger tiim oransal
sayilar da v5'den kiigiiktiir. V5’1 kullanmadan agik bir sekilde iki oransal

say1 kiimesini tanimlamis olduk. Boylece \/8’in konumunu onu kullanma-

dan tespit edebildik.

Oransal sayilart dogru iizerindeki noktalara benzeten Dedekind, An-
tik Yunanldardan farkli bir seyi fark etti.’ Dedekind’in dikkatini ¢eken
sey; birbiriyle ¢cakismayan noktalardan olusan L dogrusu tizerinde bulunan
noktalar kiimesinin, oransal sayilar kiimesinden ¢ok daha fazla noktaya
sahip olmastyd: (Katz, 1993: 659). Fakat bir problem daha vardi. Aritme-
tikteki sayr kavramimi tanimlamak icin geometrik bir nesne kullanmak

dogru olmazdi. Bu sorunu simdilik bir tarafa birakalim.

Dedekind 1888 yilinda Was Sind und Was Sollen die Zablen? (Say1 Ne-
dir, Anlam1 Nedir?) adl1 bir ¢alisma yaymnlad: Burada da gergek say: siste-
minin igerdigi mantiksal bosluklardan bahsetti (Dedekind, 1901: 14-18).
Dedekind’e gore aritmetik, mantigin bir parcast olarak ele alinmali ve say1
kavrami agiklanirken zamanin ve uzayin kavramlarindan ve sezgilerinden
bagimsiz disiiniilmelidir. Yani sayilar, insan zihninin 6zgiir yaratimlaridir;
seylerin farkint daha kolay ve daha keskin bir sekilde anlamak i¢in bir arag

olarak hizmet ederler (Joyce, 2005: 31).

En nihayetinde Dedekind, oransal sayilar varsa, gercek sayilarinda
olmasi gerektigi sonucuna ulasti. Dedekind dikkatleri gercek sayilardan
oransal sayilara ¢ekmisti. Fakat simdi de baska bir sorun vardi. Oransal
sayilarin var oldugunu nereden biliyoruz? Buna ¢6ziim olarak, oransal
sayilar1 tamsayilarin var oldugunu kabul ederek tanimlayabiliriz. Buna
karsilik yeni bir problem ortaya ¢ikiyor, tam sayilarin var oldugunu nere-
den biliyoruz? Tam sayilar, dogal sayilarin negatif isaretli kiimesini de
kapsadig1 i¢in diigiim, dogal sayilarin varliginin ispatiyla ¢oziilebilir go-
rinmektedir.

Dedekind’in sayilar tizerine en ¢ok fikir alis verisi yaptigr arkadass,

' Antik Yunan’da say1 kavrami Pisagorcular tarafindan ele alindi ve fiziki evren tam sayilarla
ifade edildi. Boylece diinya, matematik dil kullanilarak tasvir edilmis oldu. Ardindan Pisa-
gorcularmn siireksiz sayilar {izerine kurulu evrenine Zenon’un paradokslariyla itirazi netice-
sinde ¢ikan bunalim, siireksiz say1 anlayisinn terk edilip, stirekliligi sagladigi distiniilen
geometrik nicelige gegisle atlatilmaya calisildi.

Beytulhikme 8(1) 2018

67

Beytulhikme An International Journal of Philosophy

Y / / A



Beytulhikme An International Journal of Philosophy

VY / / A

Ayse Kokci

inli sonsuz kiimeler (infinite sets) ve sonlu Gtesi sayilar transfinite num-
bers) teorisinin sahibi Georg Ferdinand Cantor (1845-1918) idi. Cantor,
Dedekind’in makalesinin yayinlandigi tarihte, yani 1872’de bir makale
yayinladi.” Bu makalede oransal olmayan sayilarin kesin formiilasyonunu
guniimiizde Cauchy dizileri olarak anilan kavram vasitasiyla gelistirdigini
iddia etti. 1870’li yillarda Dedekind, Weierstrass (1815-1897) ve Cantor’un
oransal olmayan sayilarla ilgili cebir ve mantik kaidelerini kullanarak bir-
birlerinden bagimsiz teoriler gelistirdiklerini goriiyoruz. Hepsinin gayesi

aritmetigin temellerini saglam bir zemine oturtmakti.

Onceleri sayilar teorisi ile ilgilense de Cantor’un galismalari Dede-
kind ile tanistiktan sonra yon degistirdi. Dedekind, sonsuz kiime tanimin:
daha 6nce bahsettigimiz “Siireklilik ve Irrasyonel Sayilar” adli makalesin-
de 1872’de ilk kez kullanmust1 (Boyer, 2015: 610). Sonraki ¢alismalarinda bu
tanimu gelistirdi. Dedekind’in mantiksal agiklamalarindan etkilenen Can-
tor yazdig1 makalelerinde, sonsuzlugu ve sonsuz kiimeleri matematiksel
bir ciddiyetle inceledi ve sonsuz biyikliklerin kendi aralarinda bir arit-

metigi oldugunu sonucuna vard: (Stewart, 2017: 281).

Matematiksel nesnelerde, 6zellikle de sayilarda sonsuzluk ka¢inilmaz
bir kavramdir. Ornegin en biiyilk tam say1 nedir, sorusuna cevap olarak
bildigimiz en biiyiik say1y1 bile sdylesek, onun bir fazlas1 bizim sayimizdan
bityiik olur. Oyleyse tamsayilar sonsuz ¢okluklardir. Ya da mantiksal
denkligi olan baska bir ifadeyle, en bityitk tamsay1 yoktur. Béylece sonsuz-

luk kavrami aslinda tamamlanmamus bir siireci ifade eder.

Almanca ‘menge’ kelimesine karsiik gelen kiime kavraminin Can-
tor’un 1885 yilinda Acta Mathematica adli dergide yayimnladigi makalesinde
tanimu sOyleydi: “Sezgi ya da diistincemizin belli ve fark edilebilir nesnele-
rinin biitiin olarak M’de toplanmasidir. Bu nesnelere M’nin elemanlar1 ad:
verilir.” (Cantor, 1885: 105).

Cantor’un kiimelerle ilgili kafasina takilan en 6nemli soru; tiim son-
suz kiimelerin eleman sayilarinin esit olup olmadigiydi. Sonsuzluk kavra-
muyla ilk ilgilenenler arasinda, Galileo vardir. Galileo, sonsuz bir kiimenin

parcasinin, sonsuz bir kiime kadar ¢ok elemana sahip olabilecegini, 1632

* Makale, “Ueber die Ausdehnung eines Satzes der lehre den trigonometrischen Reihen”
adiyla trigonometrik seriler kuraminda bir teoremin uzantis1 hakkinda yazilmustir (Can-
tor, 1872).
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yilinda yayinlanan eseri Dialogue Concerning the Two Chief World Systems’da
ifade etmisti. Galileo’nin 6rneginde dogal sayilar ve dogal sayilarin karele-
rinden olusan iki kiime vardir. Bu iki kiimenin elemanlar1 hesaplanir, say:
kadar saymin karesi bulunur. Hangi kiimenin daha genis oldugu tartisilir.
Fakat Galileo bir sonuca ulasamadig i¢in bu konuda ¢alismaktan vazgec-
mistir (Burton, 2017: 679). Cantor, Galileo’dan farkli bir yaklagimla “daha
cok” ifadesini, iki kiime arasindaki birebir esleme gerektirir, seklinde

yorumladi.

Cantor’un teorisi birebir eslenebilirlik kavramiyla ¢alistyordu. Yani
bir kiimeye ait elemanlarin diger bir kiimeye ait elemanlarla tek tek esles-
tirilmesi sonucu iki kiimede de agikta eleman kalmamasi demekti. Sonlu
kiimelerde bunu uygulamak kolaydi. Fakat sonsuz elemana sahip kiime-
lerde de uygulanabilir miydi? Bunu anlamak i¢in ¢ift sayilardan olusan

kiimeyi, dogal sayilar kiimesiyle bire bir eslersek ne olur gorelim:
Cift Sayilar Kiimesi (A kiimesi dersek) 2 4 6 8 10...
Dogal Sayilar Kiimesi (B kiimesi dersek) o I 2 3 4.

Cantor’a gore cift sayilar kiimesi ile dogal sayilar kiimesinin eleman
sayilart ayn1 gériinmektedir. Buradan hareketle oransal sayilar kiimesinin
de dogal sayilar kiimesi ile ayni eleman sayisina sahip oldugu sonucuna
varilabilir. Yani birbirlerine denktirler (A - B). Bu asamada Cantor, arka-
das1 Dedekind’in 1872 tarihli makalesinde agtigt yoldan devam eder. Can-
tor 1874 yilinda yayinladigs On a Property of the Collection of All Real Algeb-
raic Numbers adli makalesinde; keyfi bir L dogrusu tizerindeki ayr ayr
noktalardan olusan kiimenin oransal sayillar kiimesinden sonsuz olarak
daha zengin oldugunu soyler (Burton, 2017: 684). Bu aslinda sayilabilir

kiimeler arasinda kurulan birebir ve 6rten 6zelliginin sonucudur.

Altr ¢izilmesi gereken husus; yukarida anlatilan eslemenin sonsuz

kiimelerin ayni kuvvete sahip olabildikleri halde, birbirlerine denk olma-

da, digeri ise 1891 yilindadir. 1891 yilinda bu konuda verdigi ispat, Can-

tor'un kosegen kanitlamasi olarak bilinen y6ntemdir.’ Burada Cantor,

> Teorem: Gergek sayilar kiimesi sayilamaz.
Ispat: Varsayalim ki gercek sayilar kiimesi sayilabilir olsun. o ve 1 arasinda sayilabilen ger-
¢ek sayilar kiimesi f{a,, a,, a;,..., an,...} olsun. Her a’nin sonsuz bir ondalik a¢ilimi vardir.
a;/'nin ondalik agilimlar1 o, aj,, aj,, a3,..., olmak fizere o= a;=_ 1 olsun.
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gercek sayilar kiimesi ile dogal sayilar kiimesinin birebir eslenemeyecegini
gosterir. Cantor, sonsuz aritmetigini, daha genis bir program olan Men-
genlehre’nin (Kiimelerin Teorisinin) bir parcasi olarak sunar. Cantor’un
ulastig1 nokta bircok matematikgi tarafindan siddetli bir sekilde elestirilse
de, diger taraftan Hilbert gibi biiyitk matematikgilerin takdirini kazanir.
Hilbert (1862-1943) Cantor’u takdirini “Cantor'un yarattige cennetten bizi

kimse atamaz” soziyle ifade eder (Stewart, 2017: 280).
Peano ve Aritmetigin Temelleri

[talyan matematik¢i Guiseppe Peano (1858-1932) aritmetik ve sayilar
konusunda onciillerinden farkli distiniir. Peano tamsayilarin var olup
olmadig ile ilgilenmez. Bunun yerine Peano, aritmetigi aksiyomatik bir
yaptya kavusturmayi tercih etti. Peano aritmetigi, ti¢ temel terime (“say1”,

» o«

“sifir”, “...izleyen”) ve aralarindaki kurallar1 belirleyen bes postulata daya-

nan aksiyomatik bir yap1 seklinde kurdu. Peano’nun postulatlari séyledir:

1. Sifir bir sayidir.

2. Her n sayisini takip eden baska bir n+1 sayisi vardur.

3. Ardili esit olan iki say1 birbirine esittir.

4. Sifir hicbir sayinin ardili degildir.

5. Eger bir kiime sifir sayisin1 ve bu kiimedeki her sayinmn ardilin

kapsiyorsa, bu kiime dogal sayilar kiimesini kapsar.

Peano boylece dogal sayilar kiimesini kurmus oldu. Fakat bu postu-
latlar1 gerekcelendirme ¢abasina girmedi. Bunun yan: sira Peano’yla bera-
ber aritmetik artik bigimsel sembolizmin yalin kosullariyla ifade edilir bir

nitelik kazandi. Peano’ya gore gercek matematik sezgilere dayanan bir

;= 0, i@ 3. Aneeey
A, = O, 3213258 53...dan...y
a3 = 0, 833,28 33...43n..,
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=0, a;,a;zais...a;n...,

Bu liste icerisinde olmayan, o< b < 1 olacak sekilde bir b ger¢ek sayist olusturmay1 amagla-
yalum. Verilen bir i degeri i¢cin eger kosegen sayist olan a; = 1 ise bi= 2 yazalim. Eger a; # 1
ise b; = 1 yazalum. b; # a; oldugundan a; de listelenen higbir sayiya esit olmayan yeni bir b
sayis1 tanumlanir (Burton, 2017, 688).
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calisma olamazdi, bunun aksine bigimsel bir yapida, kendi iginde yeterli
ve mantiksal bir yapida olmaliyd: (Yidirim, 2016: 81). Peki aksiyomatik
bir yapiya sahip olan bu sistem sayilarin varligint veya tam olarak ne ol-
duklarini agiklayabiliyor muydu? Maalesef soruya olumlu bir cevap veri-

lemiyordu.

Mantiker pozitivistlerin aksine sezgisel bir yaklasimla sayilarmn varli-
gt anlasilir kilabilmek i¢in goérdigiimiiz, dokundugumuz, kisacasi duygu-
larimizla kavrayabildigimiz nesnelerle iliskilendirmeye calisabiliriz. Bes
kasik, bes armut, bes cekmece dedigimiz zaman akla yatan seylerden bah-
setmis oluruz. Ancak bes sayis1 bir nesne degildir. Bes sayisinin kavramsal
bir kurgu oldugunu iddia edebiliriz. Giindelik hayatimizda bes sayisi1 ile
karsilasmayiz. Bes sayisiyla bes sembolii aynt degildir. Bir kigida ekmek
yazmakla, Gstiinde dumani tiiten ekmek ayni sey degildir. Lakin Peano

sayilarin ne oldugunu bilmese de onlarin nasil davrandigini biliyordu.
Frege’nin Aritmetige Yaklagimi

Bu asamada karsimiza matematik felsefesinin en 6nemli isimlerinden
birisi ¢ikar; mantik¢r ve matematik¢i Gottlob Frege (1848-1925). Matema-
tik felsefesinde mantik¢ilik ekoliiniin basini ¢eken Frege de aritmetigi,
cagdast Peano gibi temellendirme ¢abasinda bulundu. Frege 1879 yilinda
yayinladigt Begriffschrift (Kavram Yazisy) adl kitapta kendinden 6nce hig
kimsenin kullanmadig: bir mantik dili gelistirdi (Frege, 1969). Semboller-
den olusan bu mantik dilinin icat edeni Frege oldugu i¢in O’na ¢ok basit
gelse de, baska kimse tarafindan kullanimadi. Frege’nin Peano gibi arit-
metigi mantiksal ¢ikarsamalar yoluyla temellendirmeye calistigini soyle-
mek mimkiindiir. Fakat Frege'nin ¢alismast her agidan oldukea farkliydi.
En biyiikk dezavantaji kullandig1 olduk¢a anlasilmaz ve kapalt mantik di-
liydi. Bu sayede Frege’nin calismalarinin taninmast ve anlasilmast uzun

zaman ald1.

Frege’nin Peano’dan ayrildig1 noktalardan biri, say1 kavraminin varlik
problemini 6n planda tutmasiydi. Frege’ye gore sayy; sadece bir yigin, bir
sey dizisi ya da bir yigina ait bir 6zellik degildi. Yani sayma isleminin so-
nucunda ulastigimiz say1 hakkinda bildirimde bulundugumuzda, aslinda
bir kavram hakkinda bildirimde bulunmus oluyorduk (Frege, 1979: 253).

Frege’ye gore say1, kavramsal olarak ele alinmaliydr. Boylece sayr kavrami-
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n1 gorisellik zemininden ayirabilirdik. Say1 kavram olarak ele alinip, arit-
metigin yasalari sadece mantik yasalari kullanilarak tiiretilebilirdi. Bu fikir
Kant'in, aritmetigin sentetik a priori oldugu kanisina tersti. Kant, mate-
matigin nesneleri deneye dayal: olmadig i¢in, aritmetigi sentetik a priori
olarak degerlendiriyordu. Frege’ye gore ise aritmetik yasalari analitikti.
Say1 kavrami a priori ve mantiksaldir. Frege sayal saymin* bir tanimini
verebilirse aritmetigin sentetik mi analitik mi oldugunun cevabni bulaca-
ginin farkindaydi. Aritmetik ancak analitik oldugunda mantiga indirgene-
bilirdi.

Frege’ye gore nesne yargidan bagimsiz degildir. Tiimcede nesne i¢in
kullanilan adin veya 6zel adin tiimce iizerinden ¢6ziimlemesi yapimalidir.
Bunun i¢in de dilin, mantiksal yapisinin ¢éziimlemesinden hareket etmek
gerekir. Frege’ye gore bir kavram ancak yargmnin olanakli igeriginin ¢o-
ziimlenmesiyle ortaya ¢ikarilabilir, dolayisiyla kavramlarin bagimsiz olarak
ele alinmasina karsidir. O’na gore diisiinceler ve sayilar, uzay ve zamanda
fiziksel bir nitelikleri olmasalar da 6znel degil, nesneldirler. Yani diisiince-
ler, hem nesnenin kendisi degildir, hem de 6znel degildir, 6zneler arasi bir
seydir. Nesnel olan bu disiinceleri sadece kavrayabiliriz. Aslinda yakala-
yabiliriz. Konunun daha iyi anlasimasi i¢in Frege, ekvator ¢izgisini nasil
kavradigimiz 6rnegini verir. Ekvator ¢izgisini insanlar, disiince yoluyla
bulmus ve kavramis olsa bile, bunu disiince yoluyla ortaya ¢ikarmis ya da

bir ruhsal siire¢ sonucu iiretmis degillerdir (Frege, 2014, s. 119).

Aritmetigin Temeller’nde Frege’nin dil ¢6ziimlemelerinden fazlasini
yapmaya c¢alistigint gérityoruz. Dilin yaninda yargi ¢oziimlemelerine de
girismistir. Bu baglamda ‘sayr’ gibi bir nesnenin mekén: yargidan baskasi
olamazdi. Mantiksal nesnelerin mekanlarmin belirlenmesiyle, onlarin
gercek dogalarinin ortaya konulmasi miimkiin olabilecekti. Frege’ye gore
atilmast gereken ilk adim, bir dizideki sira bagintisint mantiksal sonug
cikarma bagmtisina indirgemekti. Béylece say1 kavramina ulasilir. Duyula-
ra ait olan her ne varsa disarida birakir ve temelde sadece saf mantikla
kurulu bir aritmetik insa edilebilir. Bu minvalde Frege aritmetigin temel
yasalarinin mantigin yasalaridan baskas1 olmadigini, dolayisiyla aritmeti-

gin mantiga indirgenebilecegini gosterir.

4 Sayal say1 (Anzahl) kardinal say1 anlamindadir. Yani bir kiimenin elemanlarinin toplam
say1sini veren tamsayidir.
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Frege tam da pozitivist bakis agisina uygun davraniyordu. Bir poziti-
vist olarak sezgisellik, sayinin varliginm ispat: icin kullanilacak gegerli bir
yontem olamazdi. Frege, matematigin psikolojiden gelen her tiirlii destegi
reddedip, bunun yerine mantikla olan yakin miinasebetini de kabul etmek
gerektiginin altin1 ¢izer (Frege, 2014: 84). Frege’nin burada psikoloji kav-
ramuyla kastettigi, matematik¢inin tanim ya da matematiksel nesnelere

olan yaklasiminda sezgilerine yer vermesidir. Bunu soyle ifade eder:

Eger bir tamim kanitlamalarda kullanilmaya elverisli gériiniiyorsa, hicbir ¢e-

liskiyle karsilasilmiyorsa goriiniiste birbirinden uzak gibi duran konular ara-

sindaki baglantilar ortaya ¢ikarilmissa ve béylece siralandirma ve diizende bir
ilerleme ortaya ¢ikiyorsa, tanimin yeterince kabul gordiigi disinilmekte ve
onun mantiksal gerekgelendirilmesine iliskin ¢ok az soru sorulmaktadir (Fre-

ge, 2014: 85).

Biitiin bu sebepler dolay: Frege, sayal sayr kavramini tanimlarken her
tuirlii sezgi ve objektif olmayan kavrami ti¢ sinirlamayla disarida birakaca-
g ifade eder. Birincisi; psikolojik olan1 mantiksal olandan ve 6znel olant
nesnel olandan kesin bir sekilde ayirir. Boylece sayilari tamamen insan
zihninin iiriinii olarak goren psikolojik yaklasimi reddeder. Ikincisi; s6z-
citklerin gonderimini tek basina degil, icinde bulundugu ciimle baglamin-
da ele alir. Ugiinciisii; kavramlarla nesneler arasindaki ayrimi gézden ka-
cirmaz (Frege, 2014: 85). BOylece say1 kavramini insan zihnindeki fikirlere

indirgeyerek 6znel bir hale sokan psikolojizmden kurtarmus olur.

Frege sayal saymnin soyut ontolojik mekanini arastirirken sayal sayiy1
oncelikle bir nesne olarak ele alir. Ikinci ilkesine uygun olarak sayal say1y1
kendi baglamimndan koparmaz, i¢cinde bulundugu tiimce ile beraber deger-
lendirir. Béylece Frege’nin sayal sayr tanimi “F kavramina ait olan sayal
say1, F kavramiyla es sayilidir, kavrammimn kaplamidir” seklindedir (Frege,
2014: 162). Ya da daha anlasilir bir ifade ile ‘F kavramina ait olan bir sayi,
F kavramina esittir’ kavraminin bir uzantisidir. Russell, Frege’nin tanimin:
daha sonra soyle ifade eder: “Bir sinifin sayis1 (kiimenin), ona benzeyen
tim smuiflarin olusturdugu smuftir” (Everdell, 2012: 81). Frege saymun ta-
mminda kullandigt ‘es sayili olma’ kavramini, daha 6nce Cantor'un da
yaptig1 gibi birebir esleme yoluyla elde eder. Bu konunun daha iyi anlasil-
masini isteyen Frege, birebir ve orten iki denk kiimenin anlasilabilmesi

icin garson Ornegini verir. Bir garson masadaki tabaklarin hep sagina b1-
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caklar1 yerlestirir. Boylece tabaklar ve bigaklar birebir esleme iginde ve

aynt uzamsal iliskide olurlar (Frege, 2014: 164).

Kiimelerin denkliginin izahindan sonra dogal sayilar serisindeki her
komsu iki 6genin birbirleriyle olan iliskilerini agiklar. Oyle bir F kavram1
ve onun altina diisen bir x nesnesi olsun ki, F kavramina ait olan sayal say
n ve F’nin altina diisen ama x’le aynt olmayan kavraminin sayal sayis1 m
olsun. Bu ctimlenin génderimi; n, dogal sayilar serisinde dogrudan m’yi

izlemektedir, ciimlesinin génderimiyle aynidir (Frege, 2014: 171).

Saymin taniminin ardindan en temel iki sayiy1, yani o ve r'i tanimlar.
Bir sayisina ulasmak icin sifirin 6nce tanimlanmast gerekiyordu. Frege
herhangi bir a nesnesi i¢in, a ‘kendisiyle ayni olmayan’ kavraminin altina
disiiyor. Yani a, kendisiyle ayn1 degildir. o sayis: i¢in ayn1 yaklasim uygu-
lanirsa; “o’la ayn1 olan” kavraminin altina o sayis1 dismektedir. “o’la aynu,
ama oO’la aynm1 degil” kavraminin altina ise hicbir nesne diismemektedir.
Yani o bu kavrama ait olan sayal say1 oluyor (Frege, 2014: 172). Dogal
sayilarda o disindaki her bir sayal sayr baska bir sayal sayiy1 izledigi i¢in
tim sayilar kolaylikla tanimlanir. Bu tanim hatirlanacag: gibi Peano’nun

ardilligint ¢agristirir.

Frege’ye gore 2 sayist birbirinden farkli a, b elemanlar: olan {a,b} ki-

mesiyle birebir eslestirilebilen kiimelere ait bir 6zelliktir. Ornegin,
{bir at, bir baska at}
{bir vazo, bir baska vazo}

{bir kelebek, bir baska kelebek}

kiimelerinin hepsi {a,b} kiimesiyle birebir eslesir ve ayni sayiy1 belirler.
Frege’nin tespitiyle, her 6zellikle baglantili tanimlanmis bir kiime vardir.
Ornegin ‘cift sayilar’ kiimesi, biitiin ¢ift sayilarin kiimesiyle baglantilidir.
Yani bir say: belli bir kiimeyle birebir eslestirilebilen tiim kiimelerin ki-
mesidir. Boylece saymin varlik problemiyle ilgilenip bunun ¢6ziimii i¢in
akil ve aklin trettigi mantik araglarinin disina ¢ikilmamistir. Frege’nin
gayreti; pozitivistlerin diinyaya mantik ve matematigin nesnelligini gos-

termek icin yaptiklar: son hamledir diyebiliriz.

Frege’nin aritmetigi ve dolayisiyla say1 kavramini mantiga indirgeme
diisiincesinin temelinde de Cantor gibi kiimeler bulunuyordu. Artik prob-

lem kiimelerin 6zelliklerine indirgenmisti. Cantor’'un kiimeleri 6l¢me
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cabas1 sunucu sayal say1 (kardinal say1) kavrami ortaya ¢ikti. Cantor’a gore
sayal say1 soyle tanimlanir. Herhangi bir M kiimesinin sayal sayis1 M’ye
denk tiim kiimelerin ortak genel kavrami olarak bulunur. Cantor bu islemi
yaparken, hem elemanlarin dogasindan, hem de verildikleri siradan soyut-
layarak sayal sayiyr elde eder (Burton, 2017: 680). Frege icin bu tanim
yeterli gelmemistir. Frege Aritmetigin Temelleri eserinde Georg Cantor’u
elestirir. “Benim sayal sayim i¢in Cantor “gli¢” terimini kullaniyor, oysa
onun sayal say1 kavrami, bir sira olarak diizenlemeye isaret etmektedir.”
(Frege, 2014: 178). Frege’ye gore sonlu sayal sayilar bu diizenlemeden ba-
gimsizdir. Ama buna karsilik sonsuz sayal sayilarda durum farklidir. Bu
yorumun ardindan Frege, kendi sayal say1 kavraminin sonsuz sayilari da
icerdigi i¢in, Cantor’'un génderimini genisletme ihtiyac1 duymadigini be-
lirtir. Frege’nin Cantor’u asil elestirdigi nokta Cantor’un ‘igsel gori'ye
basvurmus olmasidir. Goriiden alinma bir aksiyoma basvurularak yapilan
Cantor’un sayal say1ya iliskin tanimlarinin kesinliginde eksiklik olabilece-
gini soyler.

Cantor ise 1884’te Frege’nin kitabini okudugunda ‘ise yaramaz’ olarak
degerlendirmis ve Frege’nin iiziintii duymasma sebep olmustur. Diger
taraftan ilk okudugunda ¢ok etkilenen Bernard Russell’a gore Frege, say1

nedir, sorusuna gayet yeterli bir cevap vermistir.
Sonug

Analizin aritmetiklestirilmesi siirecinde Dedekind, saymin tanimi
icin matematiksel yontemlerin yeterli oldugu kanisiyla hareket ederek bir
¢6ziim 6nerdi. Bu ¢6ziimiin modern matematik anlayisina gecis asamasin-
da 6nemli bir anlami oldugu tartisimaz. Dedekind’in ger¢ek sayilarin
varliginin gosterilmesi konusunda 6nerdigi ¢6ziim, Dedekind kesimiydi.
Bu yaklasim sayesinde aslinda Dedekind, gercek sayilar arasinda bosluk
olmamas: gerektigini, dolayisiyla siireklilik denen kavramin bir tanimini
isaret ettigini fark etti. Dedekind, bir anlamda stirekliligin tanimini yap-
mus ve hatta ‘arasinda’ kavramini da tanimlamist.

Sayr kavraminin tamimlanmasi sorununa Frege’nin getirdigi ¢6ziim
Dedekind ve diger matematik¢ilerden biraz farkliydi. Frege, Aritmetigin
Temelleri eserinde aritmetigi deneye dayali bir bilim olarak ele alan Mil’i

ve sentetik kabul eden Kant'’t elestirir. Ayrica say1 kavramini insan zihni-
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nin tirinid olarak goren psikolojizmi ve sayilarin evrimlestigi kanaatinde
olan tarihselcilige de kars: ¢ikar. Frege’ye gore aritmetik mantiga dayanir
ve aritmetik analitik a prioridir. Dolayistyla aritmetik analitik oldugu i¢in

tamamen mantiga indirgenebilir.

Frege’nin say1 kavrami ve aritmetik Gizerine yaptigt tim bu ¢6ziimle-
meler Russell vasitastyla duyuldu ve ilgi ile karsilandi. Fakat Frege’nin say:
kavraminin taniminda kullandigs kiime kuraminda, birbirlerinden bagim-
siz olarak Russell ve Zermelo tarafindan bir paradoks kesfedildi. Bu para-
doks, Frege’nin say1r kavraminin sadece mantik vasitasiyla tanimlanabile-

cegi ve sezgiden ari oldugu diisiincesinin yara almasi demekti.

Basta Dedekind ve Frege olmak iizere bir¢ok matematik¢i ve man-
tik¢1 aritmetigin temellendirilmesi ve say1 kavraminin tanimlanmasi prob-
lemine ¢o6ziimler 6nermislerdir. Fakat istenilen kesinlik ve agiklikla bir

tanim getirilememistir.
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Oz: Bu makale, 19. yiizyilda analizin aritmetiklestirilmesi ve matematigin temel-
lendirilmesi tartismalar1 baglaminda say1 kavramunin tanimmin ve mahiyetinin
anlasilmasi konusu iizerinedir. Mesele 6ncelikle tarihsel agidan ele alinacak ve
akabinde hem Dedekind, Cantor, Peano gibi matematik¢ilerin, hem de Frege
gibi bir mantik¢inin konu hakkindaki ¢6ziim onerilerine yer verilecektir.
1870’lerde aritmetigin temelleri tizerine yapilan tartismalar, yogunluk kazandi.
Matematigin tutarli ve ¢eliskilerden armnmus, givenilir bir bilim olmasi i¢in 6n-
celikle aritmetigin temel tas: olan sayr kavramuin tam olarak tanimlanmasi ge-
rekiyordu. Bu makalede sayr kavramuin ne oldugu, anlamunin neligi sorusunun

cevabi aranacaktir.

Anahtar Kelimeler: Say1 kavrami, aritmetigin temelleri, matematik felsefesi,

Dedekind, Frege.
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