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Oz

Bu ¢alismada, ilk olarak f bir siirekli fonksiyon ve 7 negatif olmayan reel bir sabit olmak iizere
Y®+f(tyE-1)=0,

seklindeki birinci mertebeden sabit gecikmeli bir diferansiyel denklemin Banach sabit nokta teoremi kullanilarak Hyers-
Ulam Rassias kararlilig1 gosterildi. Buradan elde edilen sonugtan faydalanilarak f,h siirekli fonksiyonlar olmak iizere
y'0)+ f(tyt-2))y'(t—7)+h(t, y(t—7)) =0,

bicimindeki ikinci mertebeden sabit gecikmeli bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam Rassias Kararliligi arastirildi.
Ayrica caligmadaki teorik analizleri agiklamak i¢in bir 6rnek verildi.

Anahtar kelimeler: Banach Sabit Nokta Teoremi, Gecikmeli Diferansiyel Denklem, Hyers-Ulam Rassias Kararlilik

Abstract
In this study, firstly, we used Banach fixed point theorem to show that the Hyers-Ulam Rassias stability of a first order
delay differential equation with constant delay of the form

y't)+ f(t yt-7))=0,

where f is continuous function and 7 is a nonnegative real constant. By taking advantage of this result, we
investigated Hyers-Ulam Rassias stability of a second order delay differential equation with constant delay of the form
y'®)+ f(t,y(t—2))y't—7)+h(t, y(t—7)) =0,

where f,h are continuous functions and 7 is a nonnegative real constant. Also we presented an example to illustrate
the theoretical analysis.
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1. Giris

1940 yilinda Wisconsin Universitesi’nde yapilan
bir  konferansta, Ulam’m ortaya attig1
problemlerden bir tanesi su sekildeydi:

(G,,) bir grup ve (G,,*),d(.,.) metrigi ile bir
metrik grup olsun. & >0 sayisi verilsin. Her
X,y €G, d(h(x.y),h(x) *h(y)) <&
esitsizligini saglayan h:G, — G, bir doniisim
d(h(x),H(x)) < ¢ ile
H : G, — G, bir homomofizm olacak sekilde bir

i¢cin

ise, her xeG,icin

0 >0 sayist var mudir? Diger bir deyisle hangi
sartlar altinda bir yaklasim homomorfizmine
yaklasan bir homomorfizm vardir? (Hyers, 1941).

Bu soru, Hyers (1941) tarafindan Banach uzaylari
icin yanitlanmistir. Ulam’in probleminin bir
genellestirmesi olarak fonksiyonel denklemlerin
yerine diferansiyel denklemlerin kullanilmasiyla
yeni bir ¢alisma alami ortaya ¢ikmustir. Boylece
pek ¢ok arastirmaci ¢esitli  diferansiyel
denklemlerin  Hyers-Ulam kararliligi iizerine
caligmalar yapmustir.

X'(t) = Ax(t) seklinde birinci mertebeden lineer

diferansiyel denklemi ile ifade edilen bir otonom
sistemi  distinelim. Eger bu diferansiyel
denklemin genel ¢oziimii ve bir baglangi¢ kosulu
biliniyorsa, bu sistemin ge¢misi, simdiki ani ve
gelecegi tamamen belirlenmistir. Boylece, bu

sistem  “Ongoriilebilir’dir.  Bazen,  distan
kaynaklanan bir sikinti nedeniyle, sistem
X'(t) = Ax(t) diferansiyel denklemi ile
belirlenemeyebilir. Bu  durumda  sistem

[X'(t) = AX(t)| < & gibi bir esitsizlikle ifade edilir.

Bu durumda problemli sistemin gelecegi tam
olarak oOngoriilemez. Sistem, disaridan kaynakli
sikintilardan ~ dolayr  tamamen  Ongdriilemez
olmasina ragmen, eger sistemin “reel” gelecegi
sinirl bir hata ile X'(t) = AX(t) diferansiyel
denkleminin cOziimiinii  takip ediyorsa,
X'(t) = Ax(t) diferansiyel denklemi Hyers-Ulam
kararliliga sahiptir, denir. Eger hata smir1 ¢ok
biiyiik ise denklem Hyers-Ulam kararliliga sahip
degildir, denir.

Alsina ve Ger (1998) birinci mertebeden lineer bir
diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini
aragtiran ilk yazarlardir.

Son donemde bir ¢ok arastirmaci tarafindan farkli
yontemler  kullanilarak  ikinci  mertebeden
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diferansiyel denklemlerin Hyers-Ulam kararliligi
arastirilmaktadir. 2009 yilinda, Li ve Shen

y" +p(x)y +a(x)y+r(x)=0

bicimindeki ikinci mertebeden bir diferansiyel
denklemin Hyers-Ulam kararliligini aragtirmistir
(Li ve Shen, 2009).

2013 yilinda, Otrocol ve Ilea
x'(t) = f(t x(t), x(9(1)))

bi¢imindeki diferansiyel denklemin Hyers-Ulam
kararliligini aragtirmistir (Otrocol ve Ilea, 2013).

Tung ve Biger (2015), sabit nokta teorisinden
faydalanarak birinci mertebeden gecikmeli bir
diferansiyel denklemin Hyers-Ulam kararliligini
arastirmistir. Ayrica Biger ve Tung (2017), ikinci
mertebeden kismi tlirevli bir  diferansiyel
denklemin Hyers-Ulam kararliligini arastirirken
integral ¢carpan1 metodundan faydalanmstir.

Bu ¢alismada, ilk olarak

y't)+ f(t,y(t-7))=0 M)

seklindeki birinci mertebeden sabit gecikmeli bir
diferansiyel denklemin Hyers-Ulam Rassias
kararlili@i gosterildi. Daha sonra f,h siirekli

fonksiyonlar ve 7 negatif olmayan bir sabit
olmak lizere

y'O)+ f(tyt-2)y'(t-7)+h(t, y(t-7))=0
)

bicimindeki ikinci mertebeden sabit gecikmeli bir
diferansiyel denklemin Hyers-Ulam Rassias
kararlilig: arastirildi.

2. On Bilgiler
Tamm 2.1. y:[t,—7,T] > R fonksiyonunun

e20,y eClt, —7,t,] T >t,,
t,,T € Rigin

verilen ve

{|y"(t) + (@t yt-2)y't—-7)+h(t,y(t-1))|<e, telt,T]
lyO) -w®)|<e telty-r.t],

esitsizligini sagladigimi varsayalim. Bu durumda,
eger



Bicer / GUFBED 8(2) (2018) 249-254

{yg(t) =—F(t Yo (t-2)) Yo (t—7) —h(t, Y, (t - 7)), te[t,,T]

Yo) =y (1), telt,—7,t],

denklemini ve
y(t) -y, (1) < K(e)

esitsizligini saglayan bir Yy, :[t,—7,T]—> R
fonksiyonu varsa (1) denklemine Hyers-Ulam
kararlidir, denir. Burada K(¢), Iirr(1) K(g)=0

kosulunu saglayan &’ a bagh bir ifadedir. y ve

Yoo a $.peClty—7,T]
fonksiyonlari i¢in yukaridaki tanimda & ve K(¢)

$(t) ve oft)
fonksiyonlar1 yazilirsa bu durumda (2) denklemi
Hyers-Ulam Rassias kararlidir (genellestirilmis
Hyers-Ulam kararlilik), denir.

bagli olmayan

ifadelerinin yerine sirasiyla

Bu c¢alismada verilen denklemin Hyers-Ulam
Rassias kararliligmi gostermek i¢in asagidaki
teoremden faydalanilacaktir.

Teorem 2.1. Banach Sabit Nokta Teoremi.
(X,d) bir tam metrik uzay ve P: X — X bir

daralma doniigiimii olsun. Yani her X,y € X i¢in
d(Px, Py) <ad(X,Y)

olacak sekilde « €[0,1) mevcut olsun. Bu
durumda Pa=a olacak sekilde bir tek a € X
vardir. Ayrica a=limP"x

nN—o0o

olmak tizere her

X e X igin
1
d(a,x) <——d(x,Px)
l-«

olur (Gordji vd., 2011).
3. Hyers-Ulam Rassias Kararhhk

| =[t, —7,T] kapali aralig1 verilsin. Asagidaki
teoremde (1) denklemi ile verilen birinci
mertebeden sabit gecikmeli bir diferansiyel
denklemin Hyers-Ulam Rassias kararli oldugu
gosterilecektir. Buradan elde edilen verilerden
faydalanilarak  (2) denkleminin Hyers-Ulam
Rassias kararlilig1 aragtirilacaktir.

Teorem 3.1. | =[t, —7,T] i¢in f:Ix R> R

siirekli fonksiyonu K sabiti ile birinci degiskene
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gore Lipschitz sartim saglasin. Yani tel ve
X, X, € Rigin
FExO)- fEx @O <kxO-%0 @

esitsizligi saglansin. 0 <kL <1,L € (0,1) olmak
tizere k,L pozitif sabitler olsun. ¢: 1 — (0,0)
siirekli fonksiyonu i¢in

[4(s)ds < La(t) @)

esitsizligi saglansin. Eger bir
fonksiyonu i¢in

{

esitsizligi saglanirsa bu durumda her t € | igin

y: |l — R sirekli

')+ Lyt -2)) <), telt, T]

y(t) —w ()| < 4(t), telt, —7.t,], ()

Vo) =~ (LYot - ), telt, 1,
yo(t) = l//(t)’ te [to _T’to]f

L
y(®) -y, (1) < mﬂt)

olacak sekilde bir tek

fonksiyonu vardir.

Y, : I = R siirekli

Ispat. C, | dan R ye tiim siirekli fonksiyonlarm

uzay1 olsun. 0 metrigi

e )
d(¢,m) —StlEJPT

ile verilsin. C tizerinde P operatérii her € C
i¢in

(PO® = v (D). telt, ~rt,]
(PO® =w(t)~[ F(s.S(s—Ndsitelt, T]

seklinde tanimlansin. (3) ve (4) den te[t,,T]
icin
[[f(s.¢(s=)—f(s,m(s—7))]ds

d(P¢,Pr) =sup ° o
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[K[¢ (s)=n(s)|ds

<sup®

tel o(t)

t S (s) =7 () ds
! #(5)

tel o(t)

; £ (5) —n(9)|
K ANA/ASU
t{ HOsup =y 8
< sup

tel o(t)

jk¢(s)ds

= d(éV,U)StLEJPW

<kLd(<,7), telt,, T],

elde edilir. Ayrica t €[t, —7,t,] i¢in

d(PS,Pn)=w(t)—y(t) =0,
oldugundan
d(PZ,Pn) <kLd({,7)

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda Teorem 2.1 den
Py, =Y, olacak sekilde bir tek Yy, € C vardur.

Ayrica Y,
{yé(t) =—f(ty,(t-7)), telt,T]

Yot) =w (), tet, —7,t,],

esitligini saglar. O halde Theorem 2.1 den her
y € C i¢in

1
1-KkL

d(y,,y) < d(y, Py) (6)

esitsizligi yazilabilir. Ayrica her te[t,,T] i¢in
(5) esitsizliginden Vtelt,, T] i¢in

—pM) <y'(O)+ f(t, y(t—7)) < 4(0),

elde edilir. Eger yukaridaki esitsizlikte her bir
terim igin t;, dan t ye integral alinirsa
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Y =y (t) + [ f(s,y(s—7))ds| < [ g(s)ds

<Lg(t), telt,,T]
olur. Bu esitsizlik

yO- POl _,
70

seklinde ifade edilirse,

sup |y(®) - (PY)(®)) <L
a9
yazilabilir. Yani
d(y,Py)<L (7
olur. O halde (6) ve (7) den t € | i¢in

L
1-KkL

MORNAUE (1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

Simdi de Teorem 3.1 den faydalanilarak (2)
denklemi ile belirtilen ikinci mertebeden sabit
gecikmeli bir diferansiyel denklemin Hyers-Ulam
Rassias kararlilig1 aragtirilacaktir.

Teorem 3.2. | =[t, —7,T] olmak iizere K:1x R

— R siirekli fonksiyonu her t € I ve X, X, € R
icin agagidaki sart1 saglasin.

|K(t, X, () — K(t, X, ()] < K[, (t) = %, (t)]
Burada

KEyt-)=—f(tyt-7))y®-

t

JLTH sy - Nly(s)ds +

t

jh(s, y(s—7))ds—r(t)

seklindedir. ¢:1 — (0,00) siirekli fonksiyonu
icin Teorem 3.1 deki sartlar saglansin. Eger bir
y: |l — R siirekli fonksiyonu i¢in
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(8)

{ y'®)+ fty(t-2)y'(t-2) +h(t, y(t - 2)| < o(t), telt,,T]
ly®) -y ®)|<ot), telt,-7.t]

esitsizligi saglanirsa bu durumda her t € | igin

{yg(t) =—f @t y,(t—2)Yo(t—2)=h(t, y,(t - 7)), telt,T]
yo(t) =y(b), te[to 7T,t0],
ve

L
1-kL

y(®) - Yo ()] (1)

olacak sekilde bir tek Yy, :l — R siirekli

fonksiyonu vardir.

Ispat. (8) deki

y"(0) + f(t, y(t=2)Y'(t—2) + h(t, y(t - )| < o(t).
esitsizliginden

—p®) <y"®) + f(t,y(t—7))y'(t—2) + h(t, y(t - 7)) < (t)

yazilir. Bu esitsizlikte, tydan t ye terim terim

integral alinirsa,

YO -y t)+ [ s, y(s =)y t-7)ds+ [h(s, y(s—7))ds|< [ p(s)ds
elde edilir. Kismi integrasyon islemi ile
diizenleme yapilirsa

y®+fyt-n)yt-)- .

jg[f(s,y(s—r))]y(s—r)ds+jh(s,y(s—z-)ds+r(t0) <Jotsycs

to 0s 1o o
olur. Burada

r(ty) = f(t,, y(t, —2))y(t, —2)+Yy'(ty)
seklindedir.

Kt y(t-2)) =-ft yt-2)yt) +

t

0
[ (s y(s=oN1y(s)ds -
i 0s
t
j h(s, y(s—7))ds —r(t,).
fo
fonksiyonunun yukaridaki esitsizlikte yerine
yazilmasiyla
t

y'(t) - Kt y(t-7)) < [ #(s)ds
t

< Lg(t) < 4(t)
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek. & <2t pozitif bir sayr olmak iizere
| =[-7,27 —&] kapali aralig1 verilsin. y: | —
R siirekli fonksiyonu her t € | igin

ly")+ f(t, y(t—2))y'(t—7) +h(t, y(t - 2))| <t* +¢
)

esitsizligini saglasin. Bu durumda her t € | igin
1,

Lo(t)—=t° —te >0,
3

oldugundan her bir t € | i¢in

t t 1

[#(s)ds = [ (s* +&)ds < 5t3 +te < L(t)

to 0

yazilabilir. Bu durumda Teorem 3.2 den herhangi
bir t e | igin

{y{{(t): ft Y, (t-2)Yot—7) +h(t, y(t—7)), te[0,2r—¢]
Yo =w(t), te[-7,0]

ve

L

t2
TR

() =y, ()| <

olacak sekilde bir tek y,:1 — R siirekli

fonksiyonu vardir. Bdylece (9) denkleminin
Hyers-Ulam Rassias kararli oldugu goriiliir.

4. Sonuc¢

Bu calismada ikinci mertebeden gecikmeli bir
diferansiyel denklemin Hyers-Ulam ve Hyers-
Ulam Rassias kararliigl aragtirilmistir.  flgili
denklemin kararliligin1 gostermek i¢in Banach
daralma doniisiimii prensibinden faydalanilmigtir.
Ikinci mertebeden gecikmeli bir diferansiyel
denklemin Hyers-Ulam kararliligini1 arastirmak
oldukca zor iken sabit nokta teorisinden
faydalanildiginda bu zorluklarin ortadan kalktig
gorilmistiir.
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