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Bu ¢alismada kismi metrik uzaylarda, uzakligi degistiren fonksiyonlar araciligiyla (E.A)-6zelligini saglayan doniisiimler
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1. Giris

Tam metrik uzaylarda, sabit nokta teori tizerine ilk
caligmalar 1922 yilinda Banach ile baslamistir.
Banach (1922), asagida verilen ve Banach
bliziilme prensibi olarak bilinen teoremi
ispatlamistir. Bu teorem, sabit noktanin varligim
kanitladig1 gibi tekligini ve nasil bulunacagini da
ifade eder.

1.1. Teorem

(X,d) bir tam metrik uzay, f: X — X doniigimi
her x,y€X ve bir a€[0,1] sayis1 igin
d(fx, fy) < ad(x,y) esitsizligini saglarsa f
doniisiimiiniin tek bir sabit noktasi vardir ve her
x € X i¢in y,, = f™x dizisi sabit noktaya yakinsar
(Banach 1922).

Sabit nokta teori, matematikte oldugu kadar fizik,
biyoloji, ekonomi, miihendislik, ve bilgisayar
bilimleri gibi pek ¢ok alanda uygulanmistir.

Zamanla, Banach biiziilme prensibinin
problemleri ¢dzmek icin yeterli olmadigi
goriilmiistiir.

Khan, Swaleh ve Sessa (1984), uzaklig1 degistiren
fonksiyonlar1  tanimlamigtir.  Bu  yardimci
fonksiyonlar araciligiyla, Banach biiziilme
prensibinin bir genellestirmesi olarak tam metrik
uzaylarda zayif biiziilmeyi iretmis ve zayif
bilizilmeyi saglayan bir doniisiimiin  sabit
noktasinin varligimi ve tekligini ispatlamistir.
Ayrica, aragtirmacilar  tarafindan  uzakhigi
degistiren fonksiyonlar kullanilarak gerek tek bir
doniigiimiin  sabit noktasin1 kanitlayan gerekse
birden fazla doniisiimiin ortak sabit noktasinin
varligim ve tekligini kamitlayan daha genel
sonuglar verilmistir (Babu vd., 2007; Dutta vd.,
2008; Naidu, 2003; Rhoades, 2001).

1.2. Tanmim

Y: [0, 00[ — [0, 00 doniisiimii

(a) ¥(0) =0,

(b) siirekli ve monoton azalmayan

Ozelliklerini saglarsa uzaklig1 degistiren fonksiyon
olarak tanimlanir (Khan vd., 1984)

1.3. Teorem
(X, d) bir tam metrik uzay, ¥ uzaklig1 degistiren

fonksiyon ve f:X - X doniisiim olsun. f
dontisiimii her x, y € X ve bir ¢ € (0,1) sayisi igin
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Y(d(fx, ) < cy(d(x,y)) esitsizligini
saglarsa f donilisiimiiniin tek bir sabit noktasi
vardir (Khan vd., 1984). Banach biizliime
prensibinin diger bir genellestirmesi ise tam
metrik uzaylarda Brianciari (2001) tarafindan
verilen integral tipli biiziilmedir.

1.4. Teorem

(X, d) bir tam metrik uzay ve f:X — X doniisiim
olsun. w: [0, 00[ - [0, o[ Lebesque
integrallenebilir, toplanabilir ve her n > 0 igin

n
f w(t)dt >0
0

ozelligini saglayan fonksiyon olmak iizere,
her x,y € X ve bir ¢ € 10,1[ sayis1 igin

d(fx.fy) d(x,y)
f w(t)dt < cf w(t)dt
0 0

esitsizligi saglanirsa f doniisiimiiniin bir tek sabit
noktasi vardir (Brianciari, 2001).

Son yillarda, metrik uzaylarin sabit nokta teori
icin yeterli olmadig1 ve metrik uzaylardan daha
genis uzaylarin olabilecegi goriilmiistiir. Kismi
metrik  uzaylar, metrik  uzaylarm  bir
genellestirmesi  olarak  Matthew  tarafindan
tanimlanmig ve Banach biiziilme prensibi bu
uzaylara aktarilmistir (Matthew 1992,1994).
Kismi metrik uzaylarin en Onemli 6zelligi bir
noktanin kendisine olan uzakliginin sifirdan farkl
olabilecegidir. Bu 6zellikten dolay1 yakinsaklik,
siireklilik, tamlik gibi kavramlar metrik
uzaylardakinden farklilik gostermekte ve en
o6nemlisi de bir dizinin yakinsadigi nokta tek
olmak zorunda degildir. Sabit noktanin varligini
ve tekligini ispatlamak i¢in yakinsakligin tek
olmasi 6nemlidir. Matthew (1992,1994) bu sorunu
¢6zmek i¢in kismi metrik ile metrik arasinda bir
bagintt vermistir. Ayrica, pek cok arastirmaci
tarafindan kismi metrik uzaylarda gesitli sabit
nokta teoremleri ispatlanmigtir. (Abdeljawad,
2011; Altun vd., 2010; Kadelburg vd., 2013;
Karapmar, 2011; Turkoglu vd., 2012; Valero,
2005).

2. Temel Bilgiler
2.1. Tanmim

X bos olmayan bir kiime ve p: X X X — [0, [
bir doniisiim olsun. Her x, y, z € X igin

P x=y e pl,x)=plxy) =pQ,y),
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(P2) p(x, x) < p(x,y),
(P3) p(x,y) = (¥, x),
(P4) p(x,y) <p(x,2) + p(z,y) —p(z2),

sartlar1 saglanirsa (X,p) ikilisine kismi metrik
uzay denir (Matthew, 1994).

(p1) ve (p2) o6zelliginden, p(x,y) =0 ise x =y
dir. Fakat, x = y iken p(x,y) = 0 olmak zorunda
degildir (Matthew, 1994). Dolayisiyla, her kismi
metrik bir metrik degildir.

2.2. Ornek

p:[0,00[ X [0,00[ - [0, [, p(x,y) = max{x,y}
olarak tanimlanan donilisim bir kismi metriktir.
Fakat metrik degildir (Matthew 1994). Gergekten;
x,y €[0,00[ i¢in x # 0, y # 0 ve x =y olsun.
Bu durumda p(x, y) = max{x, y} # 0 elde edilir.

2.3. Tanim

(X, p) kismi metrik uzay, x € X ve € > 0 bir reel
say1 olsun. Bu durumda

By(x, &) ={y € X:p(x,y) <p(x,x) +&} (1)
kiimesine x merkezli € yarigaph agik yuvar,
By(x,e) ={y € X:p(x,y) <p(x,x) +e} (2

kiimesine de x merkezli € yarigaph kapali yuvar
denir (Matthew, 1994).

Matthew (1994), metrik ile kismi metrik
arasindaki  bagmtiyt  asagidaki  Onermeyle
vermistir.

2.4. Onerme

(X,p) kismi metrik uzay olsun. p%,p"¥: X X X —
[0, oo,

3)
(4)

p°(x,y) =2p(x,y) —p(x,x) —p(,y)
¥ (x,y) = p(x,y) — min{p(x, x), p(y, )}

olarak tanimlanan doniisiimler X {izerinde birer
metriktir (Matthew, 1994).

2.5. Tanim

(X,p) kismi metrik uzay ve {x,}, X de bir dizi
olsun.
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(i) {x,,} dizisinin bir x € X noktasina yakinsamasi
igin gerek ve yeter sart lim,,_,.,p(x, x,) = p(x, x)
olmasidir.

(i) limy moeop (xp, X)) limiti var ve sonlu ise
{x,,} dizisine Cauchy dizisi denir.

(iii) X deki her {x,} Cauchy dizisi yakinsak ise
yani X € X lgln limn,m—mop(xn;xm) = p(x! x)
oluyorsa X tamdir denir.

(iv) Her € > 0 igin en az bir § > 0 var Oyle ki

f(B(x0,8)) € B(f(x,€)) oluyorsa f:X - X
doniisimiine stireklidir denir (Matthew 1994).

2.6. Lemma
(X,p) kismi metrik uzay olsun.

(i) (X,p) de bir {x,} dizisinin Cauchy dizisi
olmast igin gerek yeter sart (X,pS) metrik
uzayinda Cauchy dizisi olmasidir.

(if) (X,p) kismi metrik uzaymin tam olmasi igin
gerek ve yeter kosul (X,p®) metrik uzayinin tam
olmasidir.

(iii) Limy P’ (¢, x) = 0 © p(x, x) =
limy oD (X, X) = limy, 0P (X, Xy) dir
(Matthew, 1994).

2.7. Lemma
X,p) kismi metrik uzay olsun.
limy,_oop(xp,x) =p(x,x) =0 ise her yeX

icin, limy,_,op(xy, x) = p(x,y) dir (Karapinar,
2011).

Diger taraftan, (E.A)-Ozelligi, Aamri ve
Moutawakil (2002) tarafindan metrik uzaylarda
tanimlanmis ve Nazir ve Abbas (2014) tarafindan
kismi metrik uzaylara aktarilmistir. Bu ¢alismada,
integral tipli biiziilme, kismi metrik uzaylarda
(E.A)-Ozelligini  saglayan  donisiimler igin
tanimlanacaktir. (E-A)-6zelligi sayesinde uzayin
tamlhigina ihtiyag duyulmadan sabit noktanin
varlig1 ve tekligi ispatlanacaktir.

2.8. Tanim

X,p) kismi metrik uvzay ve f,g:X - X iki
doniistim olsun.

texX noktasina yakinsak iken
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limy,p(fgxn, gfxn) =p(t,t) ise f ve g
doniisiimlerine bagdasiktir denir.

teX noktasina yakinsak iken
lim,_op(fgxn, gfx,) limiti yok ise f ve g
doniisiimlerine bagdasik olmayan doniisiimlerdir
denir (Nazir ve Abbas, 2014).

2.9. Tanim

(X,p) kismi metrik uzay ve f,g:X — X iki
dontisim olsun. X de bir {x,,} dizisi igin {fx,,} ve
{gx,} bir t € X noktasina yakinsak ise f ve g
dontistimleri (E.A)-0zelligini saglar denir (Nazir
ve Abbas 2014).

2.10. Tanim

X+0 ve f,g:X—-X iki doniisim olsun.
Herhangi bir x € X i¢in, fx = gx ise x noktasina
ise f ve g doniisiimlerinin ¢akisik noktasi denir. f
ve g doniisiimleri ¢akisik noktada degigmeli ise f
ve g zayif bagdasabilir doniigiimlerdir denir
(Jungck, 1986).

3. Sabit Nokta Teoremleri

3.1. Teorem

(X, p) kismi metrik uzay ve f, g, h, k: X - X dort
dontisim olmak tizere f(X) € k(X) ve g(X) <

h(X) olsun. w:R* > R* Lebesque
integrallenebilir, toplanabilir ve her n > 0 igin

J w(t)dt >0 (5)

Ozelligini saglayan fonksiyon ve ,® uzakligi
degistiren fonksiyonlar olmak {iizere, her x,y € X
igin

M(x,y) =

hx, Ky,
max {P(hx, kY),P(fX, hx, ), p(gy’ k}’),p( xgy)-;p(fx y)}

iken

Y ([P wwae) <y (f;" wtydt) -
@ (f:'(x’y)w(t)dt) 6)

saglansin.

Hf (X)), g(X), k(X) veya h(X) kiimesi X in kapali
bir altkiimesi ve

(i) {f,h} veya {g,k} cifti (E.A)-6zelligini
saglarsa

{f, h} veya {g, k} cakisik noktaya sahiptir. Ayrica,
{f,h} veya {g, k} zayif bagdasabilir ise f,g,h ve
k doniisiimlerinin tek bir ortak sabit noktasi
vardir.

Ispat

I. Adim. {f,h}, (E.A)-6zelligini saglasin. Bu
durumda X de bir {x,} dizisi ve r € X i¢in
limy o fxy = limy_ehx, =1 dir. fX) c
k(X) oldugundan, fx, = ky, olacak sekilde X de
bir {y,,} dizisi vardir. Boylece,

limy_ oo fxy = limy o hxy = limy o ky, =71 @)

yazilir. limy_ gy, =7 oldugunu gosterelim.
lim, gy, = s olsun. (6) esitsizliginden,

" (fop(fxn,gyn) w(t)dt) <y (fOM(xnrYn) w(t)dt) _® ( M(xn,yn) w(t)dt) ©)
olup burada

M, ) = max {p (i, ky), (X, k), p(GYn, k), EL 2P0V )) ©)
dir. (8) de n — oo i¢in limit alinirsa,

Y (f(f’(r's) a)(t)dt) <y (fop(r‘s) w(t)dt) —) (fop(r’s) w(t)dt) (10)

ve biylece @ ([P w(t)dt ) < 0 elde edilir.

® fonksiyonunun tanimindan
dir.

fop (r,s)

p(t)dt =0 ve p(r,s) = 0 olup s = r dir. Boylece, lim,_,o0gVn =T

k(X) kiimesi X in kapali alt kiimesi olsun. Bu durumda, ku = r olacak sekilde bir u € X vardir. (6) dan
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p ([P w@ae) < p (" wydt) — o (' w(n)de) (11)

yazilir ve burada

p(fxn,ku),p(hxn.gu)} (12)

M(x,,u) = max {p (hxy, kw), p(fxp,, hxy), p(gu, ku), >

dir. (11) de n — oo igin limit alinirsa,

¥ (JP7 w(@yde) < p (J7 w@)dt) - @ (77 w(b)dr) (13)

fop (r.gu)

ve boylece @ fonksiyonunun tanimindan w(t)dt =0 ve gu =r elde edilir. u noktas1 g ve k

doniisiimlerinin ¢akisik noktasidir.

Simdi, g(X) € h(X) saglandigindan,gu = hv = r olacak sekilde bir v € X vardir. fv =r oldugunu
gosterelim. (6) dan,

. (fop(fv,gu) a)(t)dt) < (fé‘d(v'u) w(t)dt) - (fOM(v,u) w(t)dt) (14)
yazilir ve burada

M(v,u) = max {p (hv, kw),p(fv, hv), p(gu, ku), w} (15)

= max {p(r, ), p(fv,r), p(r, 1), LY = ()

olup, (14) den

w (27 w@dt) < (277 w@de) - @ (J7977 w(t)dr) (16)

elde edilir. Sonug olarak, p(fv,r) = 0 olup fv =r bulunur ve ku = gu = hv = fv =r olur. {f,h} ve
{g, k} zay1f bagdasabilir ise fr = hr ve gr = kr’dir.

II. Adim. r noktasinin f, g, h ve k doniisiimlerinin ortak sabit noktasi oldugunu gosterelim. (6) dan

¥ ([P0 w@de) = p (P77 w@de) < p ([0 w(dt) - o ([ w@de) (17)

olup burada

p(fr, ku), p(hr, gu)}

M(r,u) = max {p (hr, kw),p(fr, hr),p(gu, ku), >

= max {p(fr,r), p(fr, fr), p(r, 1), LY = p(fr, ). (18)

Boylece,
" (fop(fr,r) w(t)dt) <y (fop(fr,r) w(t)dt) _® (J-Op(fr,r) w(t)dt) 19)

ve @ (fop(fr’r) a)(t)dt) < 0 elde edilir. Sonug olarak, fr = hr = r ve benzer olarak gr = kr = r elde edilir.
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1. Adim. f, g, h ve k doniisiimlerinin ortak sabit noktasinin tek oldugunu gosterelim. Aksini kabul ederek, z
noktasi, f, g, h ve k doniisiimlerinin bagka bir ortak sabit noktasi olsun yani fz=gz=kz=hzvez#r
olsun. (6) dan

" ( f(f(r-z) a)(t)dt) =1 ( I (f(f r92) a)(t)dt) < ( f(j" (r2) w(t)dt) — P ( fOM(r’Z) w(t)dt) (20)
ve

M(r,z) = max {p(hr, kz),p(fr,hr),p(9z, kz), W}

= max {p(r, z),p(r,r),p(z, z),%} = p(r, z). (21)

Sonug olarak,

v ( P w(®)dt) <y ( P w(t)dt) - o ( Jree) w(t)dt) ve & ( i w(t)dt) <0
elde edilir. Boylece, p(r, z) = 0 ve dolayisiyla r = z’dir.
3.2. Sonug

(X,p) kismi metrik uzay ve f,h, g, k: X — X dort dontisim olmak tizere f(X) € k(X) ve g(X) € h(X)
olsun. w: R* —» R* Lebesque integrallenebilir, toplanabilir ve her n > 0 i¢in

J w(®)dt >0 (22)

kosulunu saglayan fonksiyon ve 1, @ uzaklig1 degistiren fonksiyonlar olmak iizere, her x,y € X i¢in

hx, K .
M(x,y) = max {p(hx, ky), p(fx, hx,), p(gy, ky), LI N jen

[0 w(yat < [} w@dt - @ (' w(t)dt) (23)

saglansin.
(MOf (X)), h(X), g(X) veya k(X) kiimesi X in kapal1 bir altkiimesi ve
(ii) {f, h} veya {g, k} ¢ifti (E.A)-6zelligini saglarsa

{f,h} veya {g, k} ¢akisik noktaya sahiptir. Ayrica, {f, h} veya {g, k} zayif bagdasabilir ise f,h,g ve k
doniistimlerinin tek bir ortak sabit noktas1 vardir.

3.3. Sonug

(X,p) kismi metrik uzay ve f,k:X — X iki doniisiim olmak iizere f(X) € k(X) olsun.. w:R* - R*
Lebesque integrallenebilir, toplanabilir ve her n > 0 igin

J w(t)dt >0 (24)

kosulunu saglayan fonksiyon ve 1, @ uzaklig1 degistiren fonksiyonlar olmak iizere, her x, y € X igin

M(x,y) = max {p(kx, ky), p(f, kx,), p(fy, ky), LI jyen

p ([P wityat) < v ()" w(vydt) - @ (" w(e)dt) (25)

saglansin.
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() f (X) veya k(X) kiimesi X in kapali bir altkiimesi ve
(iN{f, k} ¢ifti (E.A)-0zelligini saglarsa

{f, k} cakisik noktaya sahiptir. Ayrica, {f, k} zayif bagdasabilir ise f ve k doniistimlerinin tek bir ortak sabit
noktasi vardir.

3.4. Ornek

2, (x,¥) = (3,0)
max{x,y}, diger
verilsin. Ayrica, ¥, @:[0,00[ - [0,00[ ve  w:R* — R* fonksiyonlar1 {(x) = 4x ®(x) = Vx ve w(x) =
2x olarak tamimlansin. f, h, g, k: X =- X

X =1{0,1,23,..} olmak fiizere, p:X XX - [0,00[ , p(x,y)= { kuraliyla

_ 0, x=0
f(x)_{2x+1 x#0"'
olarak tanimlanirsa

=y E20 g =0, k) =x

i) f(X) € k(X) ve g(X) € h(X) dir.

ii) g(X) kapalidir.

iii) {f, h} dontistimleri (E.A)-6zelligini saglar ve bagdasik degildir: x,, = 1 dizisi igin fx,, - 3 ve hx, — 3
olup 2.9. Tanimdan dolay1 {f, h} doniisiimleri (E.A)-6zelligini saglar.

iv) (6) sartin1 gostermek igin:

x = 0 ve her y € X igin (6) saglanir.

x =1vehery € X igin,
p(fx.9y) p(3,0)

w(f a)(t)dt>:1/)<j 2tdt>=4.22S4.32—3
0 0

p(fx,hx) p(fx,hx)
o[ ) o ([ )
0 0

olup (6) sart1 saglanir.

x > 1vehery € X igin,
p(fx.gy) 2x+1

(zpj w(t)dt) =1 (j 2tdt> =4(2x +1)?> < 4.(3x)? — 3x
0 0

(fx,hx) (fx,hx) M(x,y) M(x,y)
=¢<J0p 2tdt>—q><f0p 2tdt>$zp<f0 yw(t)dt)—qb(fo yw(t)dt)

elde edilir ve (6) sart1 saglanir. Boylece 3.1 Teoreminin biitiin kosullar1 saglanir. Ayrica, f(0) = g(0) =
h(0) = k(0) = 0 olup x = 0 noktasi f, g, h, k doniistimlerinin tek ortak sabit noktasidir.

4. Sonug Gerek uzay gerekse doniisimiin  6zellikleri

degistirilerek  Banach  biiziilme prensibinin
Matematikte pek ¢ok problemin ¢éziimiinde kimi literatiirde pek ¢ok genellestirmesi verilmistir. Bu
zaman tam sonucu bulmak miimkiin degildir. Bu calismada, metrik uzaylardan daha genel olan
bakimdan varlik ve teklik problemlerinin kismi metrik uzaylar ilizerinde (E.A)-6zelligini
¢cozlimiinde Banach biizlilme prensibi 6nemli bir saglayan dort doniisiim icin integral tip biiziilme
rol oynar. Banach biiziilme prensibinde uzayin tanimlanmigtir. (E.A)-6zelligi sayesinde uzayin
tam olmasi ve doniigiimiin siirekli olmasi sabit tam olmas1 gerekmeksizin doniisiimlerin ortak
noktanin varligim1 gostermek acisindan dnemlidir. sabit noktasinin varlig1 gosterilmistir.
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