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Öz 

Bu çalışmada kısmi metrik uzaylarda, uzaklığı değiştiren fonksiyonlar aracılığıyla (E.A)-özelliğini sağlayan dönüşümler 

için integral tipli büzülme tanımlanmış ve bu tipteki büzülmeyi sağlayan dört dönüşüm için ortak sabit nokta teoremi 

ispatlanmıştır. 

 

Anahtar kelimeler: İntegral Tipli Büzülme, Kısmi Metrik, Sabit Nokta 

 

 

Abstract 

In this work, integral type contraction by altering distance functions for mappings satisfying (E.A)-property was 

introduced and common fixed point theorems for four mappings satisfying this type contraction was proved. 

 

Keywords: Integral Type Contraction, Partial Metric, Fixed Point 
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1. Giriş 

 

Tam metrik uzaylarda, sabit nokta teori üzerine ilk 

çalışmalar 1922 yılında Banach ile başlamıştır. 

Banach (1922), aşağıda verilen ve Banach 

büzülme prensibi olarak bilinen teoremi 

ispatlamıştır. Bu teorem, sabit noktanın varlığını 

kanıtladığı gibi tekliğini ve nasıl bulunacağını da 

ifade eder. 

 

1.1. Teorem 

 
(𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay, 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşümü 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve bir 𝛼 ∈ [0,1[ sayısı için 

𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑦) eşitsizliğini sağlarsa 𝑓 

dönüşümünün tek bir sabit noktası vardır ve her 

𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑦𝑛 = 𝑓𝑛𝑥  dizisi sabit noktaya yakınsar 

(Banach 1922). 

 

Sabit nokta teori, matematikte olduğu kadar fizik, 

biyoloji, ekonomi, mühendislik, ve bilgisayar 

bilimleri gibi pek çok alanda uygulanmıştır. 

Zamanla, Banach büzülme prensibinin 

problemleri çözmek için yeterli olmadığı 

görülmüştür. 

 

Khan, Swaleh ve Sessa (1984), uzaklığı değiştiren 

fonksiyonları tanımlamıştır. Bu yardımcı 

fonksiyonlar aracılığıyla, Banach büzülme 

prensibinin bir genelleştirmesi olarak tam metrik 

uzaylarda zayıf büzülmeyi üretmiş ve zayıf 

büzülmeyi sağlayan bir dönüşümün sabit 

noktasının varlığını ve tekliğini ispatlamıştır. 

Ayrıca, araştırmacılar tarafından uzaklığı 

değiştiren fonksiyonlar kullanılarak gerek tek bir 

dönüşümün sabit noktasını kanıtlayan gerekse 

birden fazla dönüşümün ortak sabit noktasının 

varlığını ve tekliğini kanıtlayan daha genel 

sonuçlar verilmiştir (Babu vd., 2007; Dutta vd., 

2008;  Naidu, 2003; Rhoades, 2001). 

 

1.2. Tanım 

 

𝜓: [0, ∞[ → [0, ∞[  dönüşümü 

 

(a) 𝜓(0) = 0, 

 

(b) sürekli ve monoton azalmayan 

 

özelliklerini sağlarsa uzaklığı değiştiren fonksiyon 

olarak tanımlanır (Khan vd., 1984) 

 

1.3. Teorem 

 

(𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay, 𝜓 uzaklığı değiştiren 

fonksiyon ve 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşüm olsun. 𝑓 

dönüşümü her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve bir 𝑐 ∈ (0,1) sayısı için 

𝜓(𝑑(𝑓𝑥, 𝑓𝑦)) ≤ 𝑐𝜓(𝑑(𝑥, 𝑦)) eşitsizliğini 

sağlarsa 𝑓 dönüşümünün tek bir sabit noktası 

vardır (Khan vd., 1984). Banach büzülme 

prensibinin diğer bir genelleştirmesi ise tam 

metrik uzaylarda Brianciari (2001) tarafından 

verilen integral tipli büzülmedir. 

 

1.4. Teorem 

 
(𝑋, 𝑑) bir tam metrik uzay ve  𝑓: 𝑋 → 𝑋 dönüşüm 

olsun. 𝜔: [0, ∞[ → [0, ∞[  Lebesque 

integrallenebilir, toplanabilir ve her 𝜂 > 0 için 

 

∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝜂

0

> 0 

 

özelliğini sağlayan fonksiyon olmak üzere, 

her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ve bir 𝑐 ∈ ]0,1[ sayısı için 

 

∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑑(𝑓𝑥,𝑓𝑦)

0

≤ 𝑐 ∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑑(𝑥,𝑦)

0

 

 

eşitsizliği sağlanırsa 𝑓 dönüşümünün bir tek sabit 

noktası vardır (Brianciari, 2001). 

 

Son yıllarda, metrik uzayların sabit nokta teori 

için yeterli olmadığı ve metrik uzaylardan daha 

geniş uzayların olabileceği görülmüştür. Kısmi 

metrik uzaylar, metrik uzayların bir 

genelleştirmesi olarak Matthew tarafından 

tanımlanmış ve Banach büzülme prensibi bu 

uzaylara aktarılmıştır (Matthew 1992,1994). 

Kısmi metrik uzayların en önemli özelliği bir 

noktanın kendisine olan uzaklığının sıfırdan farklı 

olabileceğidir. Bu özellikten dolayı yakınsaklık, 

süreklilik, tamlık gibi kavramlar metrik 

uzaylardakinden farklılık göstermekte ve en 

önemlisi de bir dizinin yakınsadığı nokta tek 

olmak zorunda değildir. Sabit noktanın varlığını 

ve tekliğini ispatlamak için yakınsaklığın tek 

olması önemlidir. Matthew (1992,1994) bu sorunu 

çözmek için kısmi metrik ile metrik arasında bir 

bağıntı vermiştir. Ayrıca, pek çok araştırmacı 

tarafından kısmi metrik uzaylarda çeşitli sabit 

nokta teoremleri ispatlanmıştır. (Abdeljawad, 

2011; Altun vd., 2010; Kadelburg vd., 2013; 

Karapınar, 2011; Turkoglu vd., 2012; Valero, 

2005). 

 

2. Temel Bilgiler 

 

2.1. Tanım 

 

𝑋 boş olmayan bir küme ve 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞[  , 
bir dönüşüm olsun. Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 için 

(p1) 𝑥 = 𝑦 ⇔ 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦), 
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(p2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦),  

(p3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥), 

(p4) 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧), 

 

şartları sağlanırsa (𝑋, 𝑝) ikilisine kısmi metrik 

uzay denir (Matthew, 1994). 

 

(p1) ve (p2) özelliğinden, 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 ise 𝑥 = 𝑦 

dir. Fakat, 𝑥 = 𝑦 iken 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 olmak zorunda 

değildir (Matthew, 1994). Dolayısıyla, her kısmi 

metrik bir metrik değildir. 

 

2.2. Örnek 

 

𝑝: [0, ∞[ × [0, ∞[ → [0, ∞[, 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} 

olarak tanımlanan dönüşüm bir kısmi metriktir. 

Fakat metrik değildir (Matthew 1994). Gerçekten; 

𝑥, 𝑦 ∈ [0, ∞[ için 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0 ve 𝑥 = 𝑦 olsun. 

Bu durumda 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} ≠ 0 elde edilir. 

 

2.3. Tanım 

 
(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay, 𝑥 ∈ 𝑋  ve 𝜀 > 0 bir reel 

sayı olsun. Bu durumda 

 

𝐵𝑝(𝑥, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑝(𝑥, 𝑦) < 𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝜀}        (1) 

 

kümesine 𝑥 merkezli 𝜀 yarıçaplı açık yuvar, 

 

𝐵𝑝
̅̅ ̅(𝑥, 𝜀) = {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝜀}        (2) 

 

kümesine de 𝑥 merkezli 𝜀 yarıçaplı kapalı yuvar 

denir (Matthew, 1994). 

 

Matthew (1994), metrik ile kısmi metrik 

arasındaki bağıntıyı aşağıdaki önermeyle 

vermiştir. 

 

2.4. Önerme 

 

(𝑋, 𝑝)  kısmi metrik uzay olsun. 𝑝𝑠, 𝑝𝑤: 𝑋 × 𝑋 →
[0, ∞[, 
 

𝑝𝑠(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦)           (3) 

 

𝑝𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑦) − min {𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑝(𝑦, 𝑦)}      (4) 

 

olarak tanımlanan dönüşümler 𝑋 üzerinde birer 

metriktir (Matthew, 1994). 

 

2.5. Tanım 

 
(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay ve  {𝑥𝑛}, 𝑋 de bir dizi 

olsun. 

(i) {𝑥𝑛} dizisinin bir 𝑥 ∈ 𝑋 noktasına yakınsaması 

için gerek ve yeter şart 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝(𝑥, 𝑥𝑛) = 𝑝(𝑥, 𝑥) 

olmasıdır. 

 

(ii) 𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) limiti var ve sonlu ise 

{𝑥𝑛} dizisine Cauchy dizisi denir. 

 

(iii) 𝑋 deki her {𝑥𝑛} Cauchy dizisi yakınsak ise 

yani 𝑥 ∈ 𝑋 için 𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞𝑝(𝑥𝑛 , 𝑥𝑚) = 𝑝(𝑥, 𝑥) 

oluyorsa 𝑋  tamdır denir. 

 

(iv) Her 𝜀 > 0 için en az bir 𝛿 > 0 var öyle ki 

𝑓(𝐵(𝑥0, 𝛿)) ⊂ 𝐵(𝑓(𝑥0, 𝜀)) oluyorsa 𝑓: 𝑋 → 𝑋 

dönüşümüne süreklidir denir (Matthew 1994). 

 

2.6. Lemma 

 
(𝑋, 𝑝)  kısmi metrik uzay olsun. 

 

(i) (𝑋, 𝑝) de bir {𝑥𝑛} dizisinin Cauchy dizisi 

olması için gerek yeter şart (𝑋, 𝑝𝑠) metrik 

uzayında Cauchy dizisi olmasıdır. 

 

(ii) (𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzayının tam olması için 

gerek ve yeter koşul (𝑋, 𝑝𝑠) metrik uzayının tam 

olmasıdır. 

 

(iii) 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝𝑠(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ⇔ 𝑝(𝑥, 𝑥) =
𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑛,𝑚→∞𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) dir 

(Matthew, 1994). 

 

2.7. Lemma 

 

(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay olsun. 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0 ise her 𝑦 ∈ 𝑋 

için, 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) dir (Karapınar, 

2011). 

 

Diğer taraftan, (E.A)-özelliği, Aamri ve 

Moutawakil (2002) tarafından metrik uzaylarda 

tanımlanmış ve Nazir ve Abbas (2014) tarafından 

kısmi metrik uzaylara aktarılmıştır. Bu çalışmada, 

integral tipli büzülme, kısmi metrik uzaylarda 

(E.A)-özelliğini sağlayan dönüşümler için 

tanımlanacaktır. (E-A)-özelliği sayesinde uzayın 

tamlığına ihtiyaç duyulmadan sabit noktanın 

varlığı ve tekliği ispatlanacaktır. 

 

2.8. Tanım 

 

(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay ve 𝑓, 𝑔: 𝑋 → 𝑋 iki 

dönüşüm olsun. 

 

(i) 𝑋 de bir {𝑥𝑛} dizisi için {𝑓𝑥𝑛} ve {𝑔𝑥𝑛} bir 

𝑡 ∈ 𝑋 noktasına yakınsak iken 
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𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝(𝑓𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑓𝑥𝑛) = 𝑝(𝑡, 𝑡) ise 𝑓 ve 𝑔 

dönüşümlerine bağdaşıktır denir. 

 

(ii) 𝑋 de bir {𝑥𝑛} dizisi için {𝑓𝑥𝑛} ve {𝑔𝑥𝑛} bir 

𝑡 ∈ 𝑋 noktasına yakınsak iken 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑝(𝑓𝑔𝑥𝑛, 𝑔𝑓𝑥𝑛) limiti yok ise 𝑓 ve 𝑔 

dönüşümlerine bağdaşık olmayan dönüşümlerdir 

denir (Nazir ve Abbas, 2014). 

 

2.9. Tanım 

 
(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay ve 𝑓, 𝑔: 𝑋 → 𝑋 iki 

dönüşüm olsun. 𝑋 de bir {𝑥𝑛} dizisi için {𝑓𝑥𝑛} ve 
{𝑔𝑥𝑛} bir 𝑡 ∈ 𝑋 noktasına yakınsak ise 𝑓 ve 𝑔 

dönüşümleri (E.A)-özelliğini sağlar denir (Nazir 

ve Abbas 2014). 

 

2.10. Tanım 

 

𝑋 ≠ ∅ ve 𝑓, 𝑔: 𝑋 → 𝑋 iki dönüşüm olsun. 

Herhangi bir  𝑥 ∈ 𝑋 için, 𝑓𝑥 = 𝑔𝑥 ise 𝑥 noktasına 

ise 𝑓 ve 𝑔 dönüşümlerinin çakışık noktası denir. 𝑓 

ve 𝑔 dönüşümleri çakışık noktada değişmeli ise  𝑓 

ve 𝑔 zayıf bağdaşabilir dönüşümlerdir denir 

(Jungck, 1986). 

 

3. Sabit Nokta Teoremleri 

 

3.1. Teorem 

 
(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay ve 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑘: 𝑋 → 𝑋 dört 

dönüşüm olmak üzere 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑘(𝑋) ve 𝑔(𝑋) ⊆
ℎ(𝑋) olsun. 𝜔: ℝ+ → ℝ+  Lebesque 

integrallenebilir, toplanabilir ve her 𝜂 > 0 için 

 

∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝜂

0
> 0                                                    (5) 

 

özelliğini sağlayan fonksiyon ve 𝜓, 𝛷 uzaklığı 

değiştiren fonksiyonlar olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

için 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) =

𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑥, 𝑘𝑦), 𝑝(𝑓𝑥, ℎ𝑥, ), 𝑝(𝑔𝑦, 𝑘𝑦),
𝑝(ℎ𝑥,𝑔𝑦)+𝑝(𝑓𝑥,𝑘𝑦,)

2
} 

iken  

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,𝑔𝑦)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥,𝑦)

0
) −

𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑀(𝑥,𝑦)

0
)                                            (6) 

 

sağlansın. 

 

(i)𝑓(𝑋), 𝑔(𝑋), 𝑘(𝑋) veya ℎ(𝑋) kümesi 𝑋 in kapalı 

bir altkümesi ve 

 

(ii) {𝑓, ℎ} veya {𝑔, 𝑘} çifti (E.A)-özelliğini 

sağlarsa 
{𝑓, ℎ} veya {𝑔, 𝑘} çakışık noktaya sahiptir. Ayrıca, 
{𝑓, ℎ} veya {𝑔, 𝑘} zayıf bağdaşabilir ise  𝑓, 𝑔, ℎ ve 

𝑘 dönüşümlerinin tek bir ortak sabit noktası 

vardır. 

 

İspat 

 

I. Adım. {𝑓, ℎ}, (E.A)-özelliğini sağlasın. Bu 

durumda 𝑋 de bir {𝑥𝑛} dizisi ve 𝑟 ∈ 𝑋 için 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑓𝑥𝑛 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ℎ𝑥𝑛 = 𝑟 dir.  𝑓(𝑋) ⊆
𝑘(𝑋) olduğundan, 𝑓𝑥𝑛 = 𝑘𝑦𝑛 olacak şekilde 𝑋 de 

bir {𝑦𝑛} dizisi vardır. Böylece, 

 
𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑓𝑥𝑛 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ℎ𝑥𝑛 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑘𝑦𝑛 = 𝑟         (7) 

 

yazılır. 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑔𝑦𝑛 = 𝑟  olduğunu gösterelim. 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑔𝑦𝑛 = 𝑠  olsun. (6) eşitsizliğinden, 

 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥𝑛,𝑔𝑦𝑛)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥𝑛,𝑦𝑛)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥𝑛,𝑦𝑛)

0
)                                                    (8) 

olup burada 

 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑥𝑛, 𝑘𝑦𝑛), 𝑝(𝑓𝑥𝑛, ℎ𝑥𝑛), 𝑝(𝑔𝑦𝑛, 𝑘𝑦𝑛),
𝑝(𝑓𝑥𝑛,𝑘𝑦𝑛),𝑝(ℎ𝑥𝑛,𝑔𝑦𝑛)

2
}                                        (9) 

 

dir. (8) de 𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑠)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑠)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑠)

0
)                                                                   (10) 

 

ve böylece 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑠)

0
) ≤ 0 elde edilir. 

 

Φ fonksiyonunun tanımından ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑠)

0
= 0 ve 𝑝(𝑟, 𝑠) = 0 olup 𝑠 = 𝑟 dir. Böylece, 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝑔𝑦𝑛 = 𝑟 

dir. 

 

𝑘(𝑋) kümesi 𝑋 in kapalı alt kümesi olsun. Bu durumda, 𝑘𝑢 = 𝑟 olacak şekilde bir  𝑢 ∈ 𝑋 vardır. (6) dan 
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𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥𝑛,𝑔𝑢)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥𝑛,𝑢)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥𝑛,𝑢)

0
)                                                      (11) 

 

yazılır ve burada 

 

𝑀(𝑥𝑛, 𝑢) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑥𝑛, 𝑘𝑢), 𝑝(𝑓𝑥𝑛, ℎ𝑥𝑛), 𝑝(𝑔𝑢, 𝑘𝑢),
𝑝(𝑓𝑥𝑛,𝑘𝑢),𝑝(ℎ𝑥𝑛,𝑔𝑢)

2
}                                                 (12) 

 

dir. (11) de  𝑛 → ∞ için limit alınırsa, 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑔𝑢)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑔𝑢)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑔𝑢)

0
)                                                           (13) 

 

ve böylece Φ fonksiyonunun tanımından ∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑔𝑢)

0
= 0 ve  𝑔𝑢 = 𝑟 elde edilir. 𝑢 noktası 𝑔 ve 𝑘 

dönüşümlerinin çakışık noktasıdır. 

 

Şimdi, 𝑔(𝑋) ⊆ ℎ(𝑋) sağlandığından,𝑔𝑢 = ℎ𝑣 = 𝑟 olacak şekilde bir 𝑣 ∈ 𝑋 vardır. 𝑓𝑣 = 𝑟 olduğunu 

gösterelim. (6) dan, 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑣,𝑔𝑢)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑣,𝑢)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑣,𝑢)

0
)                                                            (14) 

 

yazılır ve burada 

 

𝑀(𝑣, 𝑢) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑣, 𝑘𝑢), 𝑝(𝑓𝑣, ℎ𝑣), 𝑝(𝑔𝑢, 𝑘𝑢),
𝑝(𝑓𝑣,𝑘𝑢),𝑝(ℎ𝑣,𝑔𝑢)

2
}                                                            (15) 

 

               = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(𝑟, 𝑟), 𝑝(𝑓𝑣, 𝑟), 𝑝(𝑟, 𝑟),
𝑝(𝑓𝑣,𝑟)+𝑝(𝑟,𝑟)

2
} = 𝑝(𝑓𝑣, 𝑟) 

 

olup, (14) den 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑣,𝑟)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑓𝑣,𝑟)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑓𝑣,𝑟)

0
)                                                             (16) 

 

elde edilir. Sonuç olarak, 𝑝(𝑓𝑣, 𝑟) = 0 olup 𝑓𝑣 = 𝑟 bulunur ve 𝑘𝑢 = 𝑔𝑢 = ℎ𝑣 = 𝑓𝑣 = 𝑟 olur. {𝑓, ℎ} ve 
{𝑔, 𝑘} zayıf bağdaşabilir ise  𝑓𝑟 = ℎ𝑟 ve 𝑔𝑟 = 𝑘𝑟’dır. 

 

 

II. Adım. 𝑟 noktasının  𝑓, 𝑔, ℎ ve 𝑘 dönüşümlerinin ortak sabit noktası olduğunu gösterelim. (6) dan 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑟,𝑟)

0
) = 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑓𝑟,𝑔𝑢)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑟,𝑢)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑟,𝑢)

0
)                      (17) 

 

olup burada 

 

𝑀(𝑟, 𝑢) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑟, 𝑘𝑢), 𝑝(𝑓𝑟, ℎ𝑟), 𝑝(𝑔𝑢, 𝑘𝑢),
𝑝(𝑓𝑟, 𝑘𝑢), 𝑝(ℎ𝑟, 𝑔𝑢)

2
} 

 

                = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(𝑓𝑟, 𝑟), 𝑝(𝑓𝑟, 𝑓𝑟), 𝑝(𝑟, 𝑟),
𝑝(𝑓𝑟,𝑟),𝑝(𝑟,𝑓𝑟)

2
} = 𝑝(𝑓𝑟, 𝑟).                                                      (18) 

 

Böylece, 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑟,𝑟)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑓𝑟,𝑟)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑓𝑟,𝑟)

0
)                                                             (19) 

 

ve 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑟,𝑟)

0
) ≤ 0 elde edilir. Sonuç olarak, 𝑓𝑟 = ℎ𝑟 = 𝑟 ve benzer olarak 𝑔𝑟 = 𝑘𝑟 = 𝑟 elde edilir. 
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III. Adım. 𝑓, 𝑔, ℎ ve 𝑘 dönüşümlerinin ortak sabit noktasının tek olduğunu gösterelim. Aksini kabul ederek, 𝑧  

noktası, 𝑓, 𝑔, ℎ ve 𝑘 dönüşümlerinin başka bir ortak sabit noktası olsun yani 𝑓𝑧 = 𝑔𝑧 = 𝑘𝑧 = ℎ𝑧 ve 𝑧 ≠ 𝑟 

olsun. (6) dan 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑧)

0
) = 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑓𝑟,𝑔𝑧)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑟,𝑧)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑟,𝑧)

0
)                         (20) 

 

ve 

 

 𝑀(𝑟, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑟, 𝑘𝑧), 𝑝(𝑓𝑟, ℎ𝑟), 𝑝(𝑔𝑧, 𝑘𝑧),
𝑝(𝑓𝑟,𝑘𝑧),𝑝(ℎ𝑟,𝑔𝑧)

2
}  

                 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(𝑟, 𝑧), 𝑝(𝑟, 𝑟), 𝑝(𝑧, 𝑧),
𝑝(𝑟,𝑧),𝑝(𝑟,𝑧)

2
} = 𝑝(𝑟, 𝑧).                                                                 (21) 

 

Sonuç olarak, 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑟,𝑧)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑧)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑧)

0
) ve 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑝(𝑟,𝑧)

0
) ≤ 0 

 

elde edilir. Böylece, 𝑝(𝑟, 𝑧) = 0 ve dolayısıyla 𝑟 = 𝑧’dir. 

 

3.2. Sonuç 

 

(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay ve 𝑓, ℎ, 𝑔, 𝑘: 𝑋 → 𝑋 dört dönüşüm olmak üzere 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑘(𝑋) ve 𝑔(𝑋) ⊆ ℎ(𝑋) 

olsun. 𝜔: ℝ+ → ℝ+ Lebesque integrallenebilir, toplanabilir ve her 𝜂 > 0 için 

 

∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝜂

0
> 0                                                                                                                                                (22) 

 

koşulunu sağlayan fonksiyon ve 𝜓, 𝛷 uzaklığı değiştiren fonksiyonlar olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(ℎ𝑥, 𝑘𝑦), 𝑝(𝑓𝑥, ℎ𝑥, ), 𝑝(𝑔𝑦, 𝑘𝑦),
𝑝(ℎ𝑥,𝑔𝑦)+𝑝(𝑓𝑥,𝑘𝑦)

2
} iken , 

 

∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,𝑔𝑦)

0
≤ ∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥,𝑦)

0
− 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥,𝑦)

0
)                                                                           (23) 

 

sağlansın. 

 

(i)𝑓(𝑋), ℎ(𝑋), 𝑔(𝑋) veya 𝑘(𝑋) kümesi 𝑋 in kapalı bir altkümesi ve 

 

(ii) {𝑓, ℎ} veya {𝑔, 𝑘} çifti (E.A)-özelliğini sağlarsa 

 
{𝑓, ℎ} veya {𝑔, 𝑘} çakışık noktaya sahiptir. Ayrıca, {𝑓, ℎ} veya {𝑔, 𝑘} zayıf bağdaşabilir ise  𝑓, ℎ, 𝑔 ve 𝑘 

dönüşümlerinin tek bir ortak sabit noktası vardır. 

 

3.3. Sonuç 

 
(𝑋, 𝑝) kısmi metrik uzay ve 𝑓, 𝑘: 𝑋 → 𝑋 iki dönüşüm olmak üzere 𝑓(𝑋) ⊆ 𝑘(𝑋)  olsun.. 𝜔: ℝ+ → ℝ+ 

Lebesque integrallenebilir, toplanabilir ve her 𝜂 > 0 için 

 

∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝜂

0
> 0                                                                                                                                                (24) 

 

koşulunu sağlayan fonksiyon ve 𝜓, 𝛷 uzaklığı değiştiren fonksiyonlar olmak üzere, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için 

 

𝑀(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑝(𝑘𝑥, 𝑘𝑦), 𝑝(𝑓𝑥, 𝑘𝑥, ), 𝑝(𝑓𝑦, 𝑘𝑦),
𝑝(𝑘𝑥,𝑓𝑦)+𝑝(𝑓𝑥,𝑘𝑦)

2
} iken 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,𝑓𝑦)

0
) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥,𝑦)

0
) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡

𝑀(𝑥,𝑦)

0
)                                                            (25) 

sağlansın. 
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(i)𝑓(𝑋) veya 𝑘(𝑋) kümesi 𝑋 in kapalı bir altkümesi ve 

(ii){𝑓, 𝑘} çifti (E.A)-özelliğini sağlarsa 

 
{𝑓, 𝑘} çakışık noktaya sahiptir. Ayrıca, {𝑓, 𝑘} zayıf bağdaşabilir ise  𝑓 ve 𝑘 dönüşümlerinin tek bir ortak sabit 

noktası vardır. 

 

3.4. Örnek 

 

𝑋 = {0,1,2,3, … } olmak üzere, 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → [0, ∞[ ,  𝑝(𝑥, 𝑦) = {
2, (𝑥, 𝑦) = (3,0)

𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦}, 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟
 kuralıyla 

verilsin. Ayrıca, 𝜓, 𝛷: [0, ∞[ → [0, ∞[ ve      𝜔: ℝ+ → ℝ+ fonksiyonları 𝜓(𝑥) = 4𝑥  𝛷(𝑥) = √𝑥 ve 𝜔(𝑥) =
2𝑥 olarak tanımlansın. 𝑓, ℎ, 𝑔, 𝑘: 𝑋 → 𝑋 

 

𝑓(𝑥) = {
0, 𝑥 = 0

2𝑥 + 1 𝑥 ≠ 0
  ,    ℎ(𝑥) = {

0, 𝑥 = 0
3𝑥 𝑥 ≠ 0

 ,    𝑔(𝑥) = 0,     𝑘(𝑥) = 𝑥 

olarak tanımlanırsa 

 

i)  𝑓(𝑋) ⊆ 𝑘(𝑋) ve 𝑔(𝑋) ⊆ ℎ(𝑋) dir. 

ii) 𝑔(𝑋) kapalıdır. 

iii) {𝑓, ℎ} dönüşümleri  (E.A)-özelliğini sağlar ve bağdaşık değildir: 𝑥𝑛 = 1 dizisi için 𝑓𝑥𝑛 → 3 ve  ℎ𝑥𝑛 → 3 

olup 2.9. Tanımdan dolayı {𝑓, ℎ} dönüşümleri  (E.A)-özelliğini sağlar. 

iv) (6) şartını göstermek için: 

 

𝑥 = 0 ve her 𝑦 ∈ 𝑋 için (6) sağlanır. 

 

𝑥 = 1 ve her 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

 

𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,𝑔𝑦)

0

) = 𝜓 (∫ 2𝑡𝑑𝑡
𝑝(3,0)

0

) = 4. 22 ≤ 4. 32 − 3

= 𝜓 (∫ 2𝑡𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,ℎ𝑥)

0

) − 𝛷 (∫ 2𝑡𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,ℎ𝑥)

0

)   

 

olup (6) şartı sağlanır. 

 

𝑥 > 1 ve her 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

 

(𝜓 ∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,𝑔𝑦)

0

) = 𝜓 (∫ 2𝑡𝑑𝑡
2𝑥+1

0

) = 4(2𝑥 + 1)2 ≤ 4. (3𝑥)2 − 3𝑥

= 𝜓 (∫ 2𝑡𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,ℎ𝑥)

0

) − 𝛷 (∫ 2𝑡𝑑𝑡
𝑝(𝑓𝑥,ℎ𝑥)

0

) ≤ 𝜓 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑀(𝑥,𝑦)

0

) − 𝛷 (∫ 𝜔(𝑡)𝑑𝑡
𝑀(𝑥,𝑦)

0

) 

 

elde edilir ve (6) şartı sağlanır. Böylece 3.1 Teoreminin bütün koşulları sağlanır. Ayrıca, 𝑓(0) = 𝑔(0) =
ℎ(0) = 𝑘(0) = 0 olup 𝑥 = 0 noktası 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑘 dönüşümlerinin tek ortak sabit noktasıdır. 

 

 

 

4. Sonuç 

 

Matematikte pek çok problemin çözümünde kimi 

zaman tam sonucu bulmak mümkün değildir. Bu 

bakımdan varlık ve teklik problemlerinin 

çözümünde Banach büzülme prensibi önemli bir 

rol oynar. Banach büzülme prensibinde uzayın 

tam olması ve dönüşümün sürekli olması sabit 

noktanın varlığını göstermek açısından önemlidir. 

Gerek uzay gerekse dönüşümün özellikleri 

değiştirilerek Banach büzülme prensibinin 

literatürde pek çok genelleştirmesi verilmiştir. Bu 

çalışmada, metrik uzaylardan daha genel olan 

kısmi metrik uzaylar üzerinde  (E.A)-özelliğini 

sağlayan dört dönüşüm için integral tip büzülme 

tanımlanmıştır. (E.A)-özelliği sayesinde uzayın 

tam olması gerekmeksizin dönüşümlerin ortak 

sabit noktasının varlığı gösterilmiştir. 
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