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3- Boyutlu Oklid Uzayinda 3-Tipinde Bishop Catisina Gore Regle Yiizeyler

yiizeylerin dayanak egrisinin 3-tipinde Bishop ¢atisina gore jeodezik egri, asimptotik egri ve egrilik ¢izgisi
olma durumlary incelenmis ve bulunan sonuglar bir 6rnekle desteklenerek yiizey ¢izimleri MATLAB programi
Anahtar Kelimeler ile yapilmistir.
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« 3-tipinde Bishop ¢ercevesine dayali yeni bir regle yiizey formiilasyonu tanitilmstir. r_' <

* Regle yiizeyin agilabilirligi, minimal, jeodezik, egrilik ve asimptotik ¢izgileri i¢in kosullar verildi. — m

« Bishop cergevesi, klasik geometriyi farkli yilizeylere yayarak Frenet ¢ergevesine gii¢lii bir alternatif saglar. m X
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Bu ¢alismada, ilk olarak, Oklid uzayinda 3-tipinde Bishop ¢atisina gore regle yiizeyler tanimlanmistir. Daha m n

Gelis: 11/08/2025 sonra bu yiizeylerin singiilerligi, acilabilirligi ve striksiyon egrileri elde edilmistir. Sonrasinda bu yiizeylerin o —
Kabul: 05/11/2025 Gauss ve ortalama egrilikleri elde edildikten sonra minimal olma durumlart incelenmistir. Son olarak da, ()
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Ruled Surfaces with respect to Type-3 Bishop Frame in Euclidean 3-Space

Highlights
» A new ruled surface formulation based on the 3-type Bishop frame is introduced.
* Conditions for developable, minimal, geodesic, curvature and asymptotic lines of a ruled surface are given.
* The Bishop frame extends classical geometry to surfaces and gives a strong alternative to Frenet.

Abstract

In this study, ruled surfaces were first defined with respect to the Bishop frame of type-3 in Euclidean space.
Then, the singularities, developability, and striction curves of these surfaces were obtained. Afterward, the
Gaussian and mean curvatures of the surfaces were computed, and the conditions for the surfaces to be
minimal were investigated. Finally, the cases in which the base curve of the surfaces is a geodesic, an
asymptotic curve, or a line of curvature with respect to the Bishop frame of type-3 were examined. The
obtained results were supported by an example, and the surface plots were generated using MATLAB.

Article Info

Received: 11/08/2025
Accepted: 05/11/2025

Keywords

Ruled Surface,
Type-3 Bishop Frame,
Euclidean Space

Iseoe)yel euuniesry

* Sorumlu Yazar/Corresponding Author: Anil Altinkaya, anilaltinkaya@gazi.edu.tr



https://dergipark.org.tr/tr/pub/guffd
http://orcid.org/0000-0003-2382-6596

Anil Alnnkaya / GUFFD, 6(2): 288-299 (2025)

1. GIRIS

Oklid uzayimdaki egrilerin diferansiyel geometrisi, teorik fizikten bilgisayar grafiklerine ve miihendislik
tasarrmmna kadar uzanan uygulamalariyla matematikte klasik ve temel bir konudur. Oziinde, bu alan,
diizgiin egrilerin yerel ve kiiresel geometrik 6zellikleriyle, 6zellikle de uzayda nasil biikiiliip dondiikleriyle
ilgilenir. Ug boyutlu Oklid uzayinda, diizenli bir uzay egrisinin geometrisi, teget, normal ve binormal
vektorlerden olusan egri boyunca ortonormal bir hareketli ¢erceve saglayan Frenet-Serret gergevesi
kullanilarak tanimlanir. Bu vektdrler, egrinin davranigi hakkinda egrilik ve burulma gibi temel bilgileri
yakalar ve sirasiyla teget vektoriiniin degisim hizim1 ve oskiilatér diizlemden c¢ikma hizini dlger. Bu
degismezler araciligiyla, helisler, diizlemsel egriler ve jeodezikler gibi ¢esitli egri tiirleri siniflandirilabilir
ve analiz edilebilir, Oklid uzaymnda daha derin geometrik ve topolojik yapilari ortaya koyabilir.

Regle yiizeyler, difarensiyel geometride 6nemli ve kapsamli bir sekilde incelenen bir yiizey sinifini
olusturur ve yiizey iizerindeki her noktadan, tamamen yiizeyin i¢inde kalan bir dogrunun gegmesi
ozelligiyle karakterize edilir. Matematiksel olarak, ti¢ boyutlu Oklid uzayinda bir regle yiizey genel olarak

@(s,v) = y(s) +vw(s),

esitligi ile ifade edilir. Burada y(s) dayanak egrisi ve w(s) de birim dogrultman vektordiir [1]. Regle
yiizeylerin difarensiyel geometrisi, birinci ve ikinci temel formlar, Gauss ve ortalama egrilik gibi
niceliklerin ve yiizeydeki jeodezikler, asimptotik ¢izgiler ve egrilik ¢izgileri gibi 6zel egrilerin davraniginin
analiz edilmesini igerir. Regle yiizeyler arasinda, a¢ilabilir yiizeyler (her yerde sifir Gauss egriligine sahip)
ve minimal regle yiizeyler (ortalama egrilik sifir) gibi 6zel alt siniflar 6zellikle ilgi ¢ekicidir. Agilabilir
yiizeyler, bozulma olmaksizin bir diizleme yerel olarak agilabilir ve bu da onlar1 sac metal sekillendirme ve
yiizey modelleme gibi endiistriyel uygulamalarda oldukg¢a 6nemli hale getirir. Son yillarda, regle yiizeylerle
ilgili Oklid ve Oklidyen olmayan uzaylarda bircok ¢alisma yapilmustir [2-12]. [5] nolu ¢alismada E. Karaca,
dayanak egrisi tabii lift egrisi olan regle yiizeylerin RM catis1 yardimiyla singiilerliklerini incelemistir. [9]
nolu ¢aligmada, Y. Li ve ark. polinom egriler {izerinde FLC catisina gore olusturulan eslesik regle yiizeyler
kavramini tanitmiglar ve bu yiizeylerin eszamanli geometrik karakterizasyonlarini incelemislerdir.

Klasik Frenet-Serret ¢ercevesi, uzay egrilerini egrilik ve burulma yoluyla analiz etmek i¢in giiglii bir arag
sunarken, egrinin egriligi kayboldugunda tanimsiz veya siireksiz hale gelir. Bu tiir sinirlamalarin tistesinden
gelmek icin, paralel tasima gercevesi olarak da bilinen Bishop c¢ergevesi, egrileri ¢ercevelemek icin akici
ve esnek bir alternatif sunar. ilk olarak 1975 yilinda Richard L. Bishop tarafindan ortaya atilan Bishop
gercevesi, paralel tasima yoluyla bir egri boyunca ortogonal hareketli bir ¢ergeve olusturarak burulma
bagimliligini ortadan kaldirir [13]. Bu yontem, egrinin doniim noktalari veya sifir egrilik bolgeleri olsa bile
kiiresel olarak iyi tanimlanmis bir ¢ergceve saglar. Sonug olarak, Bishop cercevesi; bilgisayar grafikleri,
robotik ve diferansiyel geometri gibi bircok alanda uygulama alan1 bulmustur. Ozellikle diferansiyel
geometride, bir egrinin her noktasina siirekli olarak bir ¢erceve (tanjant, normal ve binormal vektorler gibi)
atayarak egrinin geometrik 6zelliklerinin incelenmesine olanak saglar. Yiizeyler baglaminda, hareketli bir
egriden bir yiizey tiretildiginde (6rnegin, siiplirme yiizeyleri, regle yiizeyler veya kanal yiizeylerinin
olusturulmasinda), Bishop cergevesi, klasik Frenet ger¢evesinin aksine, egriligin sifir oldugu (diiz) veya
burulmanin tanmimsizlastigi noktalarda da diizgiin bir sekilde tanimlanabildiginden, ylizeyin her noktasinda
stirekli ve kararli bir yonlendirme saglar. Bu durum, yiizeyin lokal davranigin1 gorsellestirme, hesaplama
ve parametrik olarak ifade etme siireglerini daha kolay ve sezgisel (yani geometrik olarak dogrudan
anlagilir) hale getirir [14]. Farkli tiplerde Bishop ¢atilar1 bulunmaktadir. Bunlardan bir tanesi de 3-tipinde
Bishop catisidir, bu cat1 ana ekseni binormal dogrultuda alian bir cat1 sistemidir. Ozellikle yénlendirici
dogrusu binormal yoniinde tanimlanan regle yiizeylerin diizgiin bi¢imde incelenmesine olanak saglar,
¢linkii egriligin sifir oldugu durumlarda bile tanim gegerliligini korur. [15] nolu ¢aligmada, Al-Jedani ve
Abdel-Baky siipiirme yiizeylerinin 3-tipinde Bishop c¢atisi yardimiyla bazi karakterizasyonlarini
incelemislerdir.
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Siiptirme yiizeyleri de yonlendirici dogrultunun belirli bir ¢atiya gore hareketiyle elde edildiginden, biz de
bu ¢alismada 3-tipinde Bishop ¢atisina gore tanimlanan yonlendirici dogrultuyu kullanarak regle yiizeyleri
inceledik; boylece her iki yaklasim arasinda dogal bir geometrik paralellik kurulmus oldu. Bu tiir ylizeylerin
diiz (acilabilir), minimal veya jeodezik, egrilik ya da asimptotik ¢izgiler icermesi gibi 6zel geometrik
davranislar sergiledigi acik kosullar tiiretmek amaclanmaktadir. Bishop catis1 yaklasimi, klasik teoriyi
genellestirmenin yani sira, sifir veya diizensiz egrilige sahip egrilerden iiretilen ylizeylerin incelenmesi i¢in
daha saglam bir ¢erceve de sunmaktadir.

1. ON BILGILER

a = a(s), E® uzayinda birim hizli bir egri olsun. a’’(s) # 0 olmak iizere, {n,, n,, n3} kiimesi a
egrisinin Frenet catisi olarak adlandirilir 6yle ki ny, n,, ns; asagidaki esitlikleri saglar [1]:

ny(s) = @'(5), my(s) = % n3(8) = 1y (5) Xy (5), W

burada n,, n,, ns sirasiyla a egrisinin birim teget, birim normal ve birim binormal vektorleridir. ny, n,,
ns vektorlerine iligkin Frenet- Serret formiilleri de asagidaki gibidir [1]:

ny 0 k(s) O ny
| =[x 0 ) |(n;) @
ng 0 —1(s) O ng

burada k(s) = |la" (s)]|| ve T(s) = —< n5(s),n,(s) > sirasiyla a egrisinin egrilik ve burulma

fonksiyonlaridir.

Tamm 2.1. y(s,,) egrisi n,(s) normal vektoriiniin integral egrisi olsun; yani y(s,) = fos n,(s)ds, burada
v(s,)’ e de a(s)’ nin dogal egri ¢ifti denir ve {y(s,,), a(s)} ikilisine de eslenik ¢ift denir [15].

y(s,) egrisinin yay uzunlugu parametresi s,, = s + ¢ olmak iizere, genelligi bozmamak adna ¢ = 0 yani
s, = s olarak alacagiz. {e;, e,, e} hareketli Frenet- Serret ¢atisi lizerinde bir egri y, e;, e, ve e5 de
sirastyla y egrisinin birim teget, birim normal ve birim binormal vektorleri olsun. O halde, y(s) egrisinin
Frenet vektorleri asagidaki esitlikleri saglamaktadir [15]:

e 0 1 0 ny
€ | = —cos¢0sing || n; | )
€3 sing 0Ocosg |\ ns3

burada ¢ = tan~! (i)’ dir. O halde, hareketli catiya ait Frenet- Serret formiilleri asagidaki sekildedir
[15]:

€1 0 &) O €1 €1
eé = _81(5) 0 SZ(S) € | = W(S) X €2 , (4)
e; 0 —&(s) O es es

2

K
burada ; = Vk? + 12, &5 =

!
=z (E) ve hareketli ¢atiya ait agisal iz w(s) = e,e; + €1€3
seklindedir.

290



Anil Alnnkaya / GUFFD, 6(2): 288-299 (2025)

Tamm 2.2. y(s) egrisi lizerindeki ortogonal hareketli bir gerceve {e;, e,, e3},
< w,e; > = 0veyae, Ve ej tiirevlerinin her ikisi de e; e paralel ise doniisii minimize eden gergeve (DMC)
olarak adlandirilir. e, ve e5 referans yonii olarak secildiginde benzer bir karakterizasyon gecerlidir [15].

Tamim 2.2. aracihigiyla {e; (s), e;(s), e3(s)}’ iin e, i¢in bir DMC oldugunu ancak e; ve e; i¢in olmadigini
gozlemliyoruz. {e,(s), e,(s), e3(s)}’ iin e, icin DMC olmadigi gergeginden, boyle bir DMC’ yi buradan
kolayca tiiretebiliriz. O halde, (e;, e3) donmesiyle olusan yeni diizlem vektorleri (nq, n,) asagidaki esitlikle
verilir [15]:

eq 1 0 0 €1
Ny |=|0 cosu sinu ez |, (%)
n, 0 —sinucosu ez

burada u = u(s) = 0’ dir. Son esitlik yardimiyla alternatif ¢at1 denklemi su sekilde verilir [15]:

e1(s) 0 1y (s) —12(5)\ /e
() =G o o0 n | (6)
ny(s) K(s) 0 0 n,

burada

k1(S) = gcosu, K,(s) = gsinu, u(s) =tan? (z—j),Kl * 0,
S

U=uy— fszds , uy = u(sp).
So
Yukaridaki esitlikle verilen {e;, n,, n,} kiimesi y(s) egrisi igin 3-tipinde Bishop catisi olarak adlandirilir
[15]. Bu ¢at1 inga edilirken Abdel-Baky ve ark. [16] numarali kaynaktaki diisiinceyle hareket etmiglerdir.

Regiiler bir y(s) egrisi boyunca sabit bir dogrunun harektiyle elde edilen ylizeye regle yiizey denir ve
parametrik olarak su sekilde verilir [17]:

@(s,v) =y(s) +vw(s), (")

burada y (s) dayanak egrisi ve w(s) de birim dogrultman vektordiir.
Bir ¢(s, v) regle yiizeyi i¢in striksiyon egrisi ve dagilma parametresi sirasiyla su sekilde verilir [17]:

<y w'>

7(s) = (s) = L= w(s) ®)

Ve

_ det(y',w,w")
YT wlE ©)

@ (s, v) regle ylizeyine ait birim normal vektor asagidaki sekildedir [17]:

291



Anil Alnnkaya / GUFFD, 6(2): 288-299 (2025)

o P X P
llos X @yl (10)

Regle yiizeye ait Gauss ve ortalama egrilik fonksiyonlar1 su sekilde bulunur [17]:

K= eg —f?

" EG —F?’ (11)
_eG—2fF+gE
~ 2(EG-F?) (12)

Burada 1.temel form katsayilart E =< @, 05 > ,F =< @5,0, >,6 =< ¢, ,¢@, > ve 2.temel form
katsayilarie = < g, n >, f =< @g, , N >,9 =< @y ,n > seklindedir.

@ (s,v) ylizeyi tizerindeki y(s) egrisi ile iliskili jeodezik egrilik, normal egrilik ve jeodezik burulma
sirastyla agagidaki gibidir [1]:

Kg=<n Ay ,y">,
Kp=<vy",n>, (13)
Tg=<nAn,y"’ >

Burada n, ¢(s,v) yiizeyinin normali y’ de y egrisinin 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore teget vektoriine
karsilik gelmektedir.

y(s) egrisi bir jeodezik egridir ancak ve ancak k, = 0 dur. (14)
y(s) egrisi bir asimptotik dogrudur ancak ve ancak k, = 0’ dur. (15)
y(s) egrisi bir egrilik ¢izgisidir ancak ve ancak 7, = 0’ dur. (16)

3. 3-TIPINDEKI BISHOP CATISINA GORE REGLE YUZEYLER

Bu kisimda eq, nq ve n, vektorlerinin gerdigi 3-tipinde Bishop catisina gore regle ylizeyler insa edilecektir.
y regliler bir egri ve {e;, n4, n,} kiimesi y nin 3-tipinde bir Bishop ¢atis1 olsun. O halde M;, M, ve M5 regle
yiizeyleri sirasiyla asagidaki gibidir:

@(s,v) = y(s) + ve,(s)
Y(s,v) = y(s) +vny(s) (17)
x(s,v) = y(s) + vny(s).

M; ylizeyinin s Ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri hesaplarsak agsagidaki denklemler

{ Qs = €1 T VKN — VKaNy, @y = €1
— — — 2 2 ! l;
Psp = K11 — KMo, Py, = 0, 055 = (VKT — vi3)eq + (kg + vi)ny + (—k; — vKy)n,

elde edilir.

Sonug 3.1. M, ylizeyi bir singiiler noktaya sahip degildir ancak ve ancak ; # 0 olmak zorundadir.

+ -+
Ispat. o, X @, = |1 vk, —vK,| = —vKyn, — vy, olup |los X @, || = v & seklindedir. O halde M,
1 0 0

yiizeyinin singiiler noktaya sahip olmamasi i¢in ve; # 0 ve v # 0 oldugundan &; # 0 olmak zorundadir.
Tam tersi de benzer sekilde saglanir.
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Sonug¢ 3.2. M, ylizeyinin striksiyon egrisi ayn1 zamanda dayanak egrisidir.
Ispat. M, yiizeyi igin striksiyon egrisi su sekildedir:
~ < yl ,)/” > ,
7(s) =y(s) — WV
Burada < y',y"" > = 0 olup striksiyon egrisi dayanak egrisine esittir. Yani y(s) = y(s)’ dir.
Sonug 3.3. M, yiizeyi bir agilabilir yiizeydir.

Ispat. M yiizeyi i¢in dagilma parametresi su sekildedir:

P, = det(y', v, v") _ 0
4 lly" 112

dir. O halde M, yiizeyi agilabilirdir.

M, ylizeyinin birim normali ve 1. ve 2. temel form katsayilar1 agsagidaki gibidir:

(st(pv Ky Kq
=T = T N~/ Ny,
”§0$X§0v” <‘:1 81
E=<q,p;>=1+v%?, F=<g¢;,0,>=1, G=<¢,,0,>=1,
v(—KyK] + K1K3) KiKy KKz
e =< @5, n>= - =< @s,n>=— - . =0,9 =<@,,,n>=0.
1 1 1

Sonug 3.4. M, ylizeyinin 3-tipindeki Bishop catisina gore Gauss egriligi K = 0’ dir.

Sonug 3.5. M, yiizeyinin 3-tipindeki Bishop catisina gore ortalama egriligi

1/ —K, K7 + KqK5
H=_ 213 112
2 VE]

seklindedir.
!
Sonug 3.6. M, yiizeyi 3-tipindeki Bishop ¢atisina gére minimaldir gerek ve yeter sart (%) =0’ dir.
2

Sonug 3.7. M; yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop catisina gore jeodezik egri
olamaz.

Ispat. Kabul edelim ki y(s) jeodezik bir egri olsun. O halde, kg =<nXey,e; >=0di.

K? + K3

Ky = (0,——,—),(0,—K1,K2)>= _—

&1
Buradan &; = 0 olmak zorundadir. Bu da Sonug 3.1 ile gelisir. O halde y(s) jeodezik bir egri degildir.

Sonug 3.8. M, yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore asimptotik
dogrudur.
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Ispat.k, =<y",n>=<(0,—kK,k, ),( , —? , —?) > = 0 oldugundan y asimptotik bir
1 1
dogrudur.

Sonug 3.9. M, yiizeyi ile iligkili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop catisina gore egrilik ¢izgisidir.
ispat. T, =<n An', y" > esitliginden A n’ = 0 oldugundan t, = 0 bulunur. O halde y, 3-tipindeki
Bishop catisina gore egrilik ¢izgisidir.

M, ylizeyinin s ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri su sekildedir:

{ Ps = (1 —vKyey, Yy, =my
Usy = K181, Py = 0, = —vKiey + 11 (1 — vry )Ny — ko (1 — viey)n,.

Sonuc 3.10. M, yiizeyi singiiler noktaya sahiptir gerek ve yeter sart k; = % olmak zorundadir.

+ -+

Ispat. . x P, =|1—vk; 0 0= (1—wvkKy)n,olup |[1hs X P,|| = |1 — vk, | seklindedir. O halde
0 1 0

M, ylizeyinin singiiler noktaya sahip olmasi i¢in x; = % olmak zorundadir. Onermenin tersi de benzer

sekilde saglanir.
Sonu¢ 3.11. M, yiizeyi bir agilabilir yiizeydir.
Ispat. M, yiizeyi i¢in dagilma parametresi su sekildedir:

_det(ey, ny, ny) 0
" I I?

dir. O halde M, yiizeyi acilabilirdir.

M,, ylizeyinin birim normali ve 1. ve 2. temel form katsayilar1 agagidaki gibidir:

s Xy
1

E=<lps'lps>=(1_v’cl)2: F=<l/)s,l/)v>=0, G=<lpvrlpv>=1'
e=<Ys,n>= =k (1 —vKy),f =<y, , n>=0,9 =<9, , n >=0.

= n2'

Sonug 3.12. M, yiizeyinin 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore Gauss egriligi K = 0’ dur.

Sonug 3.13. M, yiizeyinin 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore ortalama egriligi
1/ —«k
=362
2\1 —vK,

Sonug 3.14. M, yiizeyi 3-tipindeki Bishop ¢atisina gére minimaldir gerek ve yeter sart k, = 0’ dir.
(Burada k,(s) = g sinu olup &; = 0 edilir. &; = Vk? + 72 oldugundan k = T = 0 olmasim gerektirir.
Yani, y egrisi diizlemde bir dogrudur.)

seklindedir.

Sonug 3.15. M, yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore jeodezik egridir
gerek ve yeter sart k;, = 0 veya k, = 0 olmak zorundadir. Yani, y egrisi diizlemde bir dogrudur.

Ispat. y(s) jeodezik bir egri olsun. O halde, k; =<n X e; ,e; > =0’ dur.
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kg =<(0,0,x1 ),(0,K1,—Ky ) >= —K1K;.
Buradan k; = 0 veya k, = 0’ dir. Benzer sekilde 6nermenin tersi de dogrudur.

Sonug 3.16. M, yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop ¢atisina gére asimptotik
dogrudur gerek ve yeter sart k, = 0’ dir.

Ispat. y(s) asimptotik bir egri olsun. k, =<y’ ,n>= 0" dr.
Kn, =< (0,K1,—k5 ),(0,0,1 ) >= —k,.
O halde x, = 0’ dir. Onermenin tersi de benzer sekilde ispat edilir.

Sonu¢ 3.17. M, yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore bir egrilik
cizgisidir.

Ispat. 7, =<n xnj,n] >= 0 oldugundan y(s) bir egrilik ¢izgisidir.
M3 ylizeyinin s ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri asagidaki sekildedir:

{ xs = (L +vKz)ey, xp =1y
Xsv = K281, Xow = 0, Xss = vkjeq + Ky (1 4+ v Iny — k(1 + viey)n,.

Sonuc 3.18. M; yiizeyi singiiler noktaya sahiptir gerek ve yeter sart k, = —% olmak zorundadir.
+ - 4+

Ispat. s X y, = [1+ vk, 0 0|=—(1+vKy)n, llxs X xull = |1 + vk, | dir. M yiizeyinin
0 0 1

singiiler noktaya sahip olmast i¢in k, = — % olmalidir. Onermenin tersi de benzer sekilde saglanir.

Sonug 3.19. M, yiizeyi bir acilabilir yiizeydir.
Ispat. M3 yiizeyi i¢in dagilma parametresi

_ det(ey, ny, n3) 0
"2 lInz1|?

dir. O halde Mj; yiizeyi agilabilirdir.
M3 yiizeyinin birim normali ve 1. ve 2. temel form katsayilar1 su sekildedir:

_ XX
llxs % xoll
E=<ys,xs>=QQ+vk)?, F=<)xs,y>=0, G=<yp,xp>=1
e=<Yss,N>= =K (1 +vKqy),f =< )5, n>=0,9 =< ypp, , n >=0.
Sonuc 3.20. M; yiizeyinin 3-tipindeki Bishop catisina gore Gauss egriligi K = 0’ dur.

Sonug 3.21. M5 ylizeyinin 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore ortalama egriligi

1/ —Kkq
-3
2\1 + vk,

dir.
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Sonug 3.22. M ylizeyi 3-tipindeki Bishop ¢atisina gére minimaldir gerek ve yeter sart k; = 0 dir.
(Burada k4 (s) = & sinu olup &; = 0 edilir. &, = Vk? + 2 oldugundan k = 7 = 0 olmasin1 gerektirir.
Yani, y egrisi diizlemde bir dogrudur.

Sonug 3.23. M, yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore jeodezik egridir
gerek ve yeter sart k, = 0’ dir.

Ispat. y(s) jeodezik bir egri olsun. kg =<nXeq,e; >=0di.
kg =<(0,0,1),(0,Ky,—K; ) >= —kK;.
Buradan x, = 0 dir. Onermenin tersi de benzer sekilde dogrudur.

Sonug 3.24. M, yiizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop ¢atisina gore asimptotik
dogrudur gerek ve yeter sart xq = 0’ dir.

Ispat. y(s) asimptotik bir egri olsun. O halde, x,, =< y"' ,n > = 0’ dur.
Kn =< (0,K1,—K ),(0,-1,0 ) >=—k,.
O halde k; = 0’ dir. Benzer sekilde 6nermenin tersi de ispat edilir.

Sonug 3.25. M ylizeyi ile iliskili y(s) dayanak egrisi, 3-tipindeki Bishop gatisina gore bir egrilik
cizgisidir gerek ve yeter sart k; = 0 veya x, = 0’ dir.

Ispat. y(s) bir egrilik cizgisi olsun. O halde Tg=<nxn',e; >=<(0, Ky, 0),(0,k;,—kp) >=
K1k, = 0 olup buradan x; = 0 veya k, = 0 elde edilir. Benzer olarak dnermenin tersi de ispat edilir.

4. ORNEK

1 . 1 .. o« .. [ o .. o 1.
a(s) = (\/_5 Coss ,sins ,—=cos S) birim hizli egrisi verilsin. @ egrisinin Frenet catisi, egrilik ve

burulmasi asagidaki gibidir:

1 1
nq.(s) = (— ﬁ ,COS S ,—ﬁsins),
1

1
n,(s) = (—ﬁcoss ,— sins ,—ﬁcoss),

ms(s) = (- 75.0.%).

k(s)=1,1(s) = 0.

Simdi Tanim 2.1 ve Esitlik 3 yardimiyla asagidakileri yazabiliriz:

1
y(s) = (——sins ,COS S ,——sins),

V2 V2

1 1
e;(s) = (—ﬁcoss ,— sins ,—ﬁcoss),
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1
e,(s) = (—sins ,—COS S ,—sins),

V2 V2
e3(s) = (—% »0'%)'

&g =vVK?+12=1,¢6=0.
O halde, 3-tipinde Bishop ¢atisi {e;, n,, n,} seklindedir.

i) u(s) = 0 alinirsa, 3-tipinde Bishop catisinin elemanlart n,(s) = e, (s) ve n,(s) = es(s) olarak elde
edilir. O halde, M;, M, ve M5 yiizeyleri su sekildedir:

1 1 1 1
p(s,v) =y(s) +ve,(s) = (——sins ,COS S ,——sins) +v<——coss ,—sins ,——coss),

V2 V2 V2 V2
(s,v) =y(s) +vn (s)=(—isins coss —isins>+v(isins —CosS isins)
i) =)+ m s s T oS T coss s,

1 1 1 1
x(s,v) =y(s) + vn,(s) = (—ﬁsms ,COS S ,—ﬁsms)+v<—ﬁ,0,ﬁ).

Sekil 1 de M;, M, ve M; yiizeylerinin grafiklerini MATLAB programi yardimiyla sirasiyla asagidaki gibi
cizilebilir:

X(5:v) = 4(8) + v ny(s)

B(s,v) =(s) + v e,(s) P(s,v) =7(s) + v n,(s)

Sekil 1. Soldan saga sirastyla My, M, ve M5 yiizeyleri (u(s) = 0 i¢in)

iyu(s) = % alinirsa, 3-tipinde Bishop ¢atisinin elemanlart su sekildedir:

m om V2. 2
ny = cosz e, +sz e3 = 7e2 +?e3,
T T V2 W2
n, = _Slnz ez +COSZ 63 = _732 +7€3.

O halde, M;, M, ve M yiizeyleri su sekildedir.
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@(s,v) =y(s) + vey(s)
= (—%sins ,COS S ,—%sins) + v(cos% ,—sin% ,0),
P(s,v) =y(s) +vny(s)

1 1 1 1 1 1 1
:(——sms,coss,——sms)+v(—sms——,——coss,—sms+—),

NG V2 2 2’ 22 2

1 1 1 1 1 1 1
s, V) =y(s) +vn,(s) = (——sins,coss,——sins>+v(——sins——,—coss,——sins+—).

Sekil 2 de My, M, ve M3 yiizeylerinin grafiklerini MATLAB programi yardimiyla su sekilde ¢izilir:

W(s,v) =(s) + v n(s) x(s,v) =9(s) + v ny(s)

Hs.v) = s) +ve,(s)

Sekil 2. Soldan saga sirastyla My, M, ve M3 yiizeyleri (u(s) = % igin)

5. SONUC

Bu calismada, ii¢c boyutlu Oklid uzayinda 3-tipinde Bishop catis1 kullanilarak olusturulan regle yiizeylerin
difarensiyel geometrisini inceledik. Klasik Frenet-Serret ¢atisinin aksine, 3-tipinde Bishop ¢atis1, egrilik
sifir olsa bile, herhangi bir diizenli egri boyunca siirekli ve iyi tanimlanmis bir hareketli cat1 saglar. Bu
Ozellik, onu diizensiz davranigh egriler tarafindan olusturulan yiizeylerin geometrisini incelemek igin
ozellikle uygun hale getirir.

Regle yiizeyleri bir dayanak egrisi ve 3-tipinde Bishop ¢atisindan segilen bir yén vektori cinsinden
parametrelendirerek, Gauss egriligi ve ortalama egrilik igin agik ifadeler tiirettik. Bu ifadeler, bu tiir
yiizeylerin ne zaman agilabilir veya minimal oldugunu belirlemek i¢in geometrik kriterler formiile etmemizi
sagladi. Regle ylizeylere ait jeodezik, asimptotik ve esas ¢izgilerin belirlenmesi i¢in belirli kosullar elde
edildi.

Sonuglar, Bishop catis1 yaklagimimin yalnizca klasik regle yiizey teorisini genellestirmekle kalmayip, ayni
zamanda analizleri i¢in daha saglam ve geometrik olarak sezgisel bir ¢erceve sundugunu da
gostermektedir.

YAZAR’IN KATKISI

Anil Altinkaya: Metodoloji, Kavramlagtirma, Arastirma, Icerik analizi, Makalenin yazimi, Inceleme ve
Diizenleme.
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