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One Cikanlar
» AC yontemi, Navier-Stokes ¢oziimlerinde ikinci dereceden yakinsama davranisi gostermektedir.
« Ceza ve Grad-Div yontemleri ile kapsamli sayisal karsilagtirmalar yapilmistir.
« Iki kapali daire arasinda asimetrik akis geometrisi iizerinde testler gerceklestirilmistir.
* AC yontemi, diisiik Reynolds sayilarinda yiiksek dogruluk ve kararlilik sunmaktadir.
» AC parametresi €'nin se¢imi ¢oziim kalitesi iizerinde belirgin etki olusturmaktadir.
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Makale Bilgileri Oz

Bu ¢alismada, sikigtirilamaz Navier-Stokes denklemlerinin ¢oziimiinde kullamilan Yapay Stkistirdabilirlik
Gelis: 13/08/2025 yontemi, Ceza ve Grad-Div stabilizasyon yontemleri ile karsilastirmal olarak sayisal a¢idan incelenmigtir.
Kabul: 06/11/2025 Sayisal testler, yapay sikistirilabilirlik yonteminin ikinci dereceden yakinsama ozelligine sahip oldugunu ve
farkly Reynolds sayilari altinda diisiik hata oranlar sagladigini ortaya koymaktadir. Ayrica, iki kapali daire
arasinda olusturulan akis konfigiirasyonu iizerinde yapilan testler, yapay sikistirilabilirlik yonteminin

Anahtar Kelimeler karmagik geometrilerde etkin bir ¢éziim performanst sundugunu gostermektedir. Elde edilen sonuglar, yapay
stkistirllabilirlik yonteminin basing-hiz uyumunu basariyla sagladigini ve Grad-Div ile Ceza yontemlerine

Navier-Stokes kiyasla daha iistiin bir dogruluk sundugunu ortaya koymaktadir.

Denklemleri,

Yapay Sikistirilabilirlik,

Ceza Yontemi,

Grad-Div Stabilizasyonu

Artificial Compressibility Method for Navier-Stokes Equations: A Comparative Numerical Study
with Penalty and Grad-Div Methods
Highlights
» The AC method exhibits second-order convergence behavior in Navier-Stokes solutions.
» Comprehensive numerical comparisons were made with the Penalty and Grad-Div methods.
« Tests were performed on an asymmetric flow geometry between two closed circles.
» The AC method offers high accuracy and stability at low Reynolds numbers.
* The choice of the AC parameter ¢ has a significant effect on solution quality.

Abstract

In this study, the Artificial Compressibility method used in solving incompressible Navier-Stokes equations
was numerically investigated in comparison with the Penalty and Grad-Div stabilization methods. Numerical
tests reveal that the AC method has second-order convergence properties and provides low error rates under
different Reynolds numbers. Additionally, tests conducted on a flow configuration created between two closed
circles demonstrate that the Artificial Compressibility method offers effective solution performance in
complex geometries. The results obtained reveal that the AC method successfully achieves pressure-velocity
consistency and offers superior accuracy compared to the Grad-Div and Penalty methods.
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1. GIRIS

Navier—Stokes Denklemleri (NSD), viskoz akigkanlarin hareketini tanimlayan temel bir matematiksel
model olup; hava ve su gibi akigkanlarin miithendislik uygulamalarinin modellenmesinde kritik bir rol
iistlenmektedir [1]. NSD, kiitlenin ve momentumun korunumu prensiplerine dayanir ve ¢oziimiinde
karsilasilan en 6nemli zorluklardan biri, hiz ve basing degiskenlerinin birbirine bagli ancak dogrudan ifade
edilmemis olmasidir. Bu durum, 6zellikle diisiik Mach sayilarinda gegerli olan sikistirtlamazlik gart1 altinda
¢ozlim algoritmalarinin kararliligini ve dogrulugunu olumsuz etkileyebilir [2].

Bahsedilen olumsuzluklarin iistesinden gelebilmek i¢in farkli sayisal ¢oziim yontemleri gelistirilmistir.
Bunlardan biri olan Yapay Sikistinlabilirlik (Artificial Compressibility-AC) yontemi, ilk kez Chorin
tarafindan Onerilmistir [3]. Bu yontem, sikistirilamazlik sartin1 gevseterek zamana bagli bir yapay denkleme
doniistiirmekte ve bu sayede basing alanint dogrudan hesaplamaktadir. AC yontemi, zamanla dengelenen
coziimleriyle birlikte 6zellikle diisiik Reynolds sayilarinda hizli yakinsama ve yiliksek dogruluk gibi
avantajlar sunmaktadir [4,5].

Bununla birlikte, AC ydnteminin etkinligini degerlendirmek ve daha kararli ¢éziimler elde edebilmek adina
farkli stabilizasyon teknikleri de yaygin sekilde arastirilmistir. Ceza yontemi sikistirilamazlik kogsulundan
sapmalar1 azaltmaya yonelik bir terim ekleyerek dogrulugu artirmay1 hedeflerken, Grad-Div stabilizasyonu,
kiitle korunumunu iyilestirmekte ve basing-hiz bilesenleri arasindaki etkilesimi azaltmaktadir [6,7]. Grad-
Div yontemi ayrica, yiiksek Reynolds sayilarinda olusabilecek sayisal sapmalari sinirlamak agisindan da
onemlidir [8].

Yapilan galismalar, AC yonteminin belirli durumlarda Ceza ve Grad-Div yontemlerine gore daha diisiik
hata degerleri ve daha kararli yakinsama egilimleri sundugunu gostermektedir [9,10]. Ozellikle karmasik
geometrilere sahip problem alanlarinda (6rnegin i¢ ice gegmis dairesel bolgeler), AC yontemi hem gorsel
hem de sayisal olarak tatmin edici sonuglar vermektedir. Ancak, bu yontemin performansi énemli 6l¢iide
yapay sikigtirilabilirlik parametresi (¢) gibi niimerik parametrelerin secimine baghdir [11].

Bu ¢alismada, sikistirilamaz NSD'nin ¢6ziimiinde AC ydnteminin sayisal basarimi incelenmekte ve ceza
ile grad-div yontemleri ile karsilagtirmali olarak degerlendirilmektedir. Sayisal analizler, iki kapali daire
arasinda asimetrik bir akis geometrisi iizerinde gerceklestirilmis ve yakinsama davranisi, hata degerleri ve
zamana bagl kararlilik parametreleri ayrintili bigimde analiz edilmistir. Elde edilen bulgular, AC
yonteminin diigilk Reynolds sayilarinda yiliksek dogruluk sundugunu ve € parametresinin segiminin ¢dzim
kalitesi {izerinde belirleyici etkiler yarattigini ortaya koymaktadir. Bu baglamda, ¢alisma hem literatiirdeki
mevcut yontemleri karsilastirmali olarak degerlendirirken hem de AC yaklasiminin sinirlarini daha belirgin
hale getirmeyi hedeflemektedir.

Son yillarda ise yapay sikistirilabilirlik yontemine yonelik ¢aligmalar, 6zellikle degisken yogunluklu akislar
ve yliksek mertebeden yakinsama saglayan sayisal analiz alaninda 6nemli gelismeler kaydetmistir.
Cappanera ve Giordano, degisken yogunluk igeren sikistirilamaz akis problemleri i¢in gelistirdikleri AC
yonteminde, sabit zaman adimi matrisleri ile sayisal verimliligi artirirken, basing-projeksiyon yontemlerine
kiyasla daha iyi yakinsama saglandigini ortaya koymustur [12]. Benzer sekilde, Lundgren ve Nazarov,
yiiksek mertebeden Taylor serisi temelli zaman adimlama yontemi ile AC yaklagiminin hem teorik hem de
sayisal olarak ikinci mertebeden yakinsama sundugunu ve ozellikle ceza yontemiyle benzer dogruluk
diizeyleri yakaladigini gostermistir [13]. De Frutos ve arkadaglar1 ise grad-div stabilizasyonuna yonelik
yapilan analizlerde, bu yontemin viskoziteye bagli hata sinirlariin giderilmesinde etkili oldugunu ve inf-
sup kararliligim1 sagladigini raporlamustir [14]. Ayrica, Xie, grad-div yoOnteminde parametrelerin
uyarlanabilir olarak secilmesinin ¢éziim dogrulugu iizerinde belirgin iyilestirmeler sagladigimi ortaya
koymustur [15]. Bahsi gegen calismalar, AC yonteminin hem ceza hem de grad-div teknikleriyle
karsilastirildiginda giiglii ve rekabetgi bir alternatif sundugunu gostermektedir.
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Son olarak bu c¢aligsma ise, bes ana boliimden olugmaktadir. 2. boliimde, g¢aligma boyunca kullanilacak
fonksiyon uzaylari, esitsizlikler detaylandirilmis; analizlerde yararlanilan lemmalar ve tanimlar verilmistir.
3. boliimde onerilen yontemin kararlilik ve hata analizleri gergeklestirilmis; esitsizlikler ve ayrik inf-sup
kosullar1 dogrultusunda yontemin teorik ispati ortaya konmustur. 4. bolimde, AC yonteminin farkli ag
¢oziniirliikleri ve Reynolds sayilari altindaki yakinsama davranisi ve dogruluk diizeyi, ceza ve grad-div
yontemleri ile karsilastirmali olarak degerlendirilmis; ayrica karmasik bir akis geometrisi olan iki kapali
daire arasindaki akis 6rnegi iizerinden yontemlerin performansi grafiksel ve sayisal olarak incelenmistir.
Son olarak, 5. boliim olan sonug¢ boliimiinde ¢alismadan elde edilen bulgular 6zetlenmis, AC yonteminin
sayisal dogruluk ve kararlilik agisindan sagladig1 avantajlar vurgulanmis ve yontemin sikistirilamaz akis
problemlerinde gecerli bir alternatif olusturdugu ifade edilmistir.

2. MATEMATIKSEL HAZIRLIKLAR
Bu boliimde, makalede kullanilacak olan 6nemli matematiksel &n bilgilere yer verilmistir. 2 ¢ R% (d =2
veya 3) bolgesini bir gokyiizlii veya disbiikey cokgen olarak kabul ederiz. H*(Q2) ve L® () normlar1 ||||,

ve |||l seklinde, L?(£2) normu ve i¢ ¢arpim normu ||-]| ve (-,") seklinde gosterilecektir. H* (£2) uzayimndaki
yari norm ise | . | ile gosterilmistir. Ayrica (0,T) zaman araliinda tanimli zaman bagimli norm

T 1/m
0 = ( f ||v(t,-)||’,?>
0

seklinde tanimlanir. Analiz i¢in kullanacagimiz fonksiyon uzaylar1 asagidaki gibidir:
d d .
X :=(H§ (@) = {v e(H'(Q) v=0,60 Uzermde},

Q::Lf)(sz)::{qeLz(Q),iq:o}

Ayrica, V € X uzay1 X'in diverjanssiz alt kiimesi olarak tanimlanir. X'in dual uzayr H™? tarafindan tamtilir
ve normu asagidaki gibidir:

(f.9)

fl, = :
Il = g

Teorem 2.1 (Holder Esitsizligi); u € LP (Q) ve v € L1(Q) ile p,q € [0, 0] ve % + é = 1 olsun. O hélde,

luvllirqy < llullr@)llvilia@)

esitligi saglanir [15]. Buradan,
Jolu@v@)ldx < (Jolu@)IP)P (Jylv(x)|1)e

esitsizligi yazilir.

Aciklama 2.1 (Cauchy Schwarz Esitsizligi); Holder esitsizliginde p = g = 2 alirsak Cauchy-Schwarz
esitsizligini elde ederiz:

luvllzqy < lullz@)llvilz@q)-
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Tamm 2.1 (Young Esitsizligi); a, b = 0 olsun. O zaman Ve > 0 i¢in,
_a
ab<%2ql + Epp
q P L
olur. Buradap,q < 1ile > + pi 1 olur [14]. Ayrica young esitsizliginin en ¢cok kullanilan héli p = q =
2 durumudur:

1 &
ab < —a? +=b2.
2& 2

Lemma 2.1 (Gronwall Esitsizligi); f(t), g(t), A(t) > 0 ve [0, T] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar
olsun, dyle ki f(t) hemen hemen her t igin,

L<AOF©) +g(t)

diferensiyel esitsizligini saglasin. Bu durumda vVt € [0, T] igin

f@ < exp{fy A)ds} {£(0) + [ g(s)ds)
saglanir.

Kararlilik ve yakinsama analizlerinde, genellikle Poincaré-Friedrichs esitsizligi kullanilacaktir. Sadece etki
alanimin boyutuna bagl olan sabit bir €, := C,(£2) vardir dyle ki:

M <C,[WV], wwe X . 1)

Lemma 2.2. Hiz ve basing uzaylarimin uygun sonlu eleman uzaylarinin ayrik inf-sup kosulunu yani
Ladyzenskaya-Brekki-Babuska (LBB) kosulunun sagladig1 varsayilir. Ornegin, f bir sabit olmak iizere,

(q,V-v)
>
llqll — p>0

inf su
veXn geon V7l

sart1 saglanir [16].

Tanim 2.2. Kararlilik ve hata analizinde sonlu elemanlar yontemi kullanildigindan dolay1 hiz alani ve
basing uzaylari i¢in standart fonksiyon uzaylar1 X = H}(Q) ve Q = L3(Q) segilmektedir. X in zayif bir alt
uzay1 V asagidaki sekilde tanimlanir:

V={veX (V-q,v)=0,Vq € Q}.
Uzaysal ayriklagtirma siirecinde sonlu elemanlar yonteminin uygulanabilmesi i¢in, {1 ¢dziim alaninin

ile gosterilen uygun bir ince ag yapisi ile ayriklastirilmasi gerekmektedir. Bu baglamda tanimlanan sonlu
elemanlar uzaylar1 asagidaki sekilde ifade edilir:

XpCX,
Qn c Q.

Sayisal yontemin kararliligini garantilemek amaciyla dogrusal olmayan terimler i¢in b*: X X X X X - R
skew-simetrik trilineer formu asagidaki gibi tanimlanmustir [16]:
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b" (u,v,w) :=%((u.V)v,w)—%((u.V)w,v). (2.2.2)

v,w € X ve u €V i¢in b*(u,v,w) = ((w.V)v,w) ve b*(u,v,v) =0 Vu,v € X'tir. Asagidaki
lemmada verilen sinirlart dogrusal olmayan terimlerde kullanacagiz.

Lemma2.3.u,v,w € Xvev, Vv € L*(R) icin trilineer terimler asagidaki gibi sinirlandirilabilir [16]:

1
2
b (uv,w) < C () |vul v [V
1 1
C (@)l [vull [] [V

Tp,, maksimum eleman ¢ap1 h olan diizenli bir ag, X, < X ve Q;, € Q sonlu eleman uzaylar1 olsun. X, in
ayrik diverjanssiz alt uzay1 V;, asagidaki gibi tanimlanmustir:

V, ={v, e X, Vg, €Q, icin (V-v,,q,)=0}. (2.3.1)

Xy, ve Vp, uzaylarinin yaklasim ozelliklerinin V'deki siirekli vektor alanlarina karsi, esdeger olmasini
saglamasi V;, uzaymin en 6nemli 6zelliklerinden biridir:

inf

Vh eV,

V(u-v,)|, VueV. (2.3.2)

V(u-v,)|<C inf

VheXy

Burada C, h ag boyutundan bagimsizdir. (0,T] zaman araliginda tanimlanan v(t,x) fonksiyonlari igin
asagidaki normlar tanimlanir.

1
N-1 m
111l e = maksiv(E™ s ve  Mvlllmge = (4t Ty IvEIIT) (2.34)

(Xy, Qn) sonlu eleman uzaylarmin (k,k —1) dereceli par¢ali polinomlarinin se¢imi i¢in asagidaki
yaklagim ozelliklerini sagladigini varsayiyoruz [12,13]:

nflo-vlsohl,,  uer(@),
Vlgfh [v(u-v)|<ch*lu,,, . ueH" (@), (2.3.5)

s+1

(
inf o1 <ch o peH (@)

s+1 !

3. SAYISAL ANALIZ

Bu bolimde, NSD’nin sayisal analizi ele alinmaktadir. Bu baglamda, yontem 6nce kararhilik agisindan,
ardindan hata analizi bakimindan degerlendirilmistir. Onerilen yonteme ait denklem asagida verilmistir.

304



Damla Kaythan, Giilnur Hagat ve Aytekin Cibik / GUFFD, 6(2): 300-314 (2025)

(ut! U) + V(Vu' VU) + b*(u; u, U) - (P: V- U) + (Q: V- U.) + S(Pt’ Q) = (fv U) ' (31)
Burada u hiz, f kuvvet, p basing, v viskozite, € yapay sikistirma (stabilizasyon) terimi, v, ¢oziim yapilan
bolge Q olmak iizere hiz icin H (Q) uzayindan alinan bir test fonksiyonu, q ise L3(£) uzayindan alinan bir
test fonksiyonu olarak tanimlanmaistir.

3.1. Kararhhk Analizi
Lemma3.1. f € L*(0,T; H"1(Q)) ve u, v € X ; p,q € Q iken (3.1) denklemi
T 1 (T
lu(II? +v [, IVull?dt + ellp(TDII* <v=* [ 1IfI21dt + [[w(0)]1* + ellp(0)]I?
seklindedir.
Ispat. (3.1) ‘deki denklemde v=u ve q = p segilirse

1d . d
L ull? + vlIVull? + b*(w,w) — (0, V- w) + @,V w) + 22 Ipll? = (f, )

1d o2 2 84 2 _
Sl +vlivull® + - = lpll* = (f,u)

elde edilir. Burada sag taraftaki terim istten simirlandirilir:
(Fou) < = lF I, + 2 [1Vull2.
Diizenlenip,
Sl + vIvull? + e S lIplI < v,
dt dt
0’dan T’ye integral alinir ve boylece
lu(IZ +v [ IVull?dt + ellp(DIIZ <v=1 [JlIFI21dt + [[u0)])? + ellp(0)]|2
denklemi elde edilir. Boylece kararlilik tamamlanir.

3.2. Hata Analizi

Ayrik inf-sup kosuluna ek olarak, Lemma 2.2 'de verilen yaklasimlarin hiz-basing uzaylarinin se¢imi igin
gecerli oldugu varsayilmaktadir.

Lemma 3.2.1. f € L*(0,T; H™*(Q)), u", v" € X" ;p", g™ € Q" iken (3.1) denklemi i¢in e, = u —u",
ep=p— p™ olarak tanimlanan hata, asagidaki esitsizligi saglar:
2 2
llew(DII? + llep (M| +vIVeylI? < €e® (lley(O)I12 + &lley O + ellpelZ2(or.12))
+ CV_1C(V, Q)hzhzm (”ut”iZ(O,T;Herl(Q)) + ||Pt||]%2(0,T;Hm(Q))>
~1.p2m 2 2
+Cv™"eh (IIutlle(O,T;Hm+1(Q)) + ”ptlle(O,T;Hm(Q)))
—-1p2m 2 2
+Cvh (||u||L4(O,T;Hm+1(Q)) + ||p||L4(OIT;Hm(Q))) .
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fspat.

(3.1) denkleminde verilen NSD’nin zay1f formunda test fonksiyonunun 6zel bir se¢imi i¢in elde edilen ifade
asagidaki gibidir:

(ue, v") + v(V, Vo) + b* (w, u, v") — (p, V- v") + (¢" V- u) + e(pr, ") = (f, v™) + e(pr, q™) (3.2)
(ul, v + V(Vuh, Vvh) + b*(uh, uh,vh) — (ph,V : vh) + (qh,V . u) + e(pt,qh) = (f,v"). (3.3)

(3.2) denkleminden (3.3) denklemi ¢ikarilir, e, = u — u”", e, = p — p" almirsa asagidaki denklem elde
p g
edilir:

(et,vh) + V(Veu, Vvh) + b*(u, u,vh) — b*(uh, uh,vh) — (ep,V . vh) + e(ept,qh) + (qh,V . eu) =
e(pe,q").

eu=u—ﬁ+ﬁ—uh=ﬂu—¢ff' ep=p—ﬁ+ﬁ—ph=np—¢[,lolup,

(G0 o) (P00 T00) b ) = (o) = (8,70 ¢ € (G0
+(q Vi y ) + ( N V ) +v(Vny, Vv ) - (np,V . vh) +¢& (anp,qh> + g(pt,qh)
+(q" V1)

elde edilir. Test fonksiyonlari i¢in v = ¢/ ve g" = ¢{,l alinir:

(Gl ol) +vIIVOL + b (ww, ol) = b* (uh,ut, @) — (81, V - 9lt) + & (T 08 0F)
+(O V- ol) = (10 81) + e,

Buradaki trilineer terimler i¢in

b*(wu, ¢ft) = b* (UM, ut, ) = b*(wu, ) — b*(u" w, dgf) +b* (W w, ¢lf) — b*(u", u, ¢1})
= b*(eu, u, (;bl’}) + b*(uh,eu, 1’})
=b*(nyu ¢ft) — b (i, w, ¢lt) + b* (Wm0, B1})

seklinde diizenleme yapilmistir. Denklemin son hali,

S oI + llop ] + vilokl = Grnw o) + & (5pmp 81) + £(pes &8 + b (na . 61

—b(¢uu¢)+b(u N )
= T1+T2+T3+T4_—T5+T6

seklindedir. Sag taraftaki terimler simirlandirilirsa,
Ty: (dtnw ¢u) = || 77u|| |V¢3” < (V_l) ||a77u|| |V¢u”
rore (e 08) <5 [me |+ 5198 1

T3: S(Pt' ¢{)l) = %”Pt”z + % “‘l’g”z
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Ty b* (o 68) = 5 (M~ Vo $11) — 5 (1 - Vbl w)
< < [ llvull ||| + 1l |9 1]
< CllVm N1Vl |2
< Cv Va1V 12 + 2 Vel

1 3
Ts:b* (¢, w, olt) < Cllplt ||| Vepit |21Vl
2 2
< cv gl Ivull® + < Ve

Te: b*(u" s 91) < Cv [ |V [ 10m 2 + 5 Vol |

olur ve tiim sinirlamalar yerine koyulup 2 ile ¢arpilir.

2
Sl + ellegl’] + vilghl® < v [ mal|_, + Ivul?ivna? + g2 | 7wl
2

_ ellpedi+ 2¢ o

y(t) = ||¢>f}||2 + £||¢>g||2 olarak alinir. a(t) := maks{Cv~1||Vul|*, 2} olup

v [1vm 7] + &

dac''

2
D Vol < @@y @ + ovt |||+ 19ul®9na + gl ] vul®
2

+[|u" ||V [ Vr 7] + & o ellp: 12

d
dc P

elde edilir. Denkleme Gronwall esitsizligi uygulanirsa
2 2
56| + 1vutnon i? + |2 | 1vull® + [ [ vut [1n.2 + & [| 5o~ + elipel®

+evt [Tl + ellof | + v]|val|®
< ce© (||| + llpp O] *)] at

elde edilir ve Holder esitsizligi uygulanir:

T 2 2 2 2
NP IV < NPy o 9l )

53 I I e = g 178 ) 9

Stokes projection hatasindaki esitsizlikten yararlanarak

lp=pll < _inf, (1+55) llo ="l + 57 1V - D)

VIV =P < v ot [V —ut)[* + v inf o - p

elde edilir. Yakinsama ozellikleri kullanilarak
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inf {||u - vh” + h||V(u - vh)”} < Ch™ Y u| e

vhexh

qggghllp —q"|| < Ch™|plm

denklemi elde edilir ve Discrete inf-sup kosulu ile,

. (q.v-v")
inf sup——+—2—->0>0
AT, SUP fonfwon] = A

esitisizligini yazariz. Esitsizligin en son haline Stokes projeksiyon hatas1 kullanilir:

oD + el op I +vl[vet|* < cex® (|lof | + e||¢{:<0>||2 +ellpelif(omiz))
+Cv1C (v, Q)h? < inf ”V(u — vh)

RSN N [0l Py
2
LZ(OT.LZ) qhth”(p q)”L“(OTLZ))

+CviC(y, Q)( inf ”V(u — vh)

+Cv7le ( inf ”V(u—v )

vhexh

R A ) P
Son olarak yakinsama 6zellikleri kullanilirsa
[9EDI” +ellp DI + AL < ce<® (oL@ + ellgp @I + ellplziorss))
+ CvTIC(v, QhZhP™ (llutllfz(0 ramia) Ilptlliz(o,r;mm))
+ Cv~leh?™ (”ut”Lz(OTHm+1(_Q)) + ||pt”L2(0THm(n))>

-132 2
v R (Il s )+ 1Py

elde edilir. Burada m uzaysal yakinsama mertebesidir.
4. SAYISAL TEST

Bu boliimde, AC yonteminin sayisal basarimi, farkli ag ¢ozliniirliikleri, Reynolds sayilar1 ve € parametresi
altinda gerceklestirilen testler aracilifiyla degerlendirilmis; elde edilen sonuglar, Ceza ve Grad-Div
yontemleri ile karsilagtirilmigtir. Testler [0, 1] zaman araliginda yapilmstir. Sinir kogullari, alanin yatay
duvarlarinda ve silindirin ¢evresinde kaymaz olarak se¢ilmistir. Bu testler i¢in kullandigimiz kodlar, kamu
lisansl bir sonlu elemanlar yazilimi olan Freefem++ [4] ile hazirlanmustir.

4.1. Yakinsama Calismasi

Sayisal yontemlerin dogrulugunu degerlendirmek amaciyla kullanilan analitik ¢6ziim asagidaki sekilde
tanimlanmustir:

t
= [£20 p= -+ 0.

~ letsin(x)]’

Bu degerler NSD’de yerine koyulur ve f fonksiyonu elde edilir:
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_ |et(1 +v)cos(y) — e?'sin(x)sin(y) + (1 + t)
= et (1 +v)sin(x) + e?*cos(x)cos(y) — (1 +t) |

Cizelge 1 ve Cizelge 2' de sunulan sayisal sonuglar, yapay sikistirilabilirlik yonteminin ag inceltme
acisindan ikinci dereceden yakinsama davranisi sergiledigini gostermektedir. Ozellikle, ag inceltildikce
hata degerleri sistematik olarak azalmakta ve gdzlemlenen yakinsama oranlar yaklagik 2'dir, bu da
kullanilan sonlu elemanlar ayristirmasinin teorik hata tahminleriyle tutarlidir. Bu, yontemin sikistirilamaz
Navier-Stokes denklemlerini yaklastirmada dogrulugunu ve giivenilirligini teyit etmektedir. Cizelge 1'de,
yakinsama oranlan farkli ayristirma diizeylerinde ayni1 kalmaktadir, bu da yontemin kararliligin1 ve ince
ayrigtirma hesaplamalari i¢in uygunlugunu gostermektedir.

Cizelge 1. Farkli Ayristirma Coziimiirliikleri Icin Hata Degerleri ve Oranlart (At=0,000625; Re=2500;

£=0,01)

h ”V(u B uh)”Penalty Oran ”V(u B uh)”AC Oran ”V(“ - uh)ngad Oran
271 0,00065853 - 0,000658522 - 0,000646883 §
272 0,000165028 1996 | 0000165027 | 996 | 0.000157294 2.04
273 4,12834e-5 1999 | 41291665 | 1998 | 38543%5 202
27 1,03232¢-5 1999 | 103618e5 | D994 | 9570376 2,00
275 2,584866-6 1,997 2.737166-6 1,920 2,40184e-6 1,99

Sabit uzaysal ayristirmaya (n = 100) karsilik gelen Cizelge 2’de, yapay sikistirilabilirlik yonteminin 1,6
ile 1,9 arasinda bir yakinsama oranini korudugunu ortaya koymaktadir. Bu, ideal ikinci dereceden
davranisin biraz altinda olsa da, sonuglar kabul edilebilir sinirlar i¢inde kalmakta ve yontemin bu ayarlar
altinda hala etkili oldugunu gostermektedir.

Cizelge 2. Sabit Ag Boyutu Icin Hata ve Yakinsama Oranlar: (n = 100; Re=2500; £=0,01)

s |Iv@-w] - Joran| W=Dl [Oran ] [v—ud],, T Oran
101 0,00185901 ] 0,00183572 : 0,00179403 :
50-1 0.000505605 Lg7 | 0000496507 | 189 | 0,000477068 | 191
40-1 0.000170521 157 | 0000151341 | 'L71| 0000138816 | 178
80-1 5.004410.5 L74 | 46876665 | 170 | 39155e5 1,83

Cizelge 3, yapay sikistirilabilirlik katsayis1 veya Reynolds sayismin farkli secimleriyle iligkili olabilecek
cesitli parametreler icin mutlak hata degerlerini gostermektedir. Hatalarin tutarli bir sekilde diisiik olmasi,
onerilen yaklagimin yiiksek dogrulugunu daha da pekistirmektedir.
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Cizelge 3. Farkli Reynolds Sayilar I¢in Mutlak Hata Degerlerinin Karsilastirilmast (n=100,
At=0,000625; £=0,01)

Re (CE0]/I—. IV —uby||, va—ub], ..
1 1,23806¢-6 9,51367e-7 3,73816e-7
100 1,83325¢-5 2,10952¢-6 1,05228e-6
1000 0,000121881 3,22271e-6 1,5492¢-6

Grafik 1'de gosterilen grafiksel analiz, sayisal ¢oziimiin yapay sikistirilabilirlik parametresi €'daki
degisikliklere duyarliligini vurgulamaktadir. Sonuglar, sayisal kararlilik ve yaklagim dogrulugu arasinda
denge saglamak icin €'un optimal se¢iminin gerekli oldugunu gdstermektedir. €'un ¢ok kiiciik degerleri
sistemde sertligin artmasina neden olabilirken, asir1 biiyiik degerler basing alaninda yapay bozulmalara yol
agabilir.

1,00E+00 ——pensity ——AC ——grad

1,00E-01

1,00E-02

1,00E-03

Hata

1,00E-04

1,00E-05

1,00E-06
1,00£-09 1,00E-08 1,006-07 1,00E-06 1006-05 1,00E-D4 1,006-03 1,006-02 1,00E-01 1

e degeri

Grafik 1. &’nin, AC, Ceza ve Grad-Div Yéntemleriyle Elde Edilen Sayisal Coziimler Uzerindeki Etkisinin
Karsuastirilmast (Re = 1, At=0,000625 ve n = 32)

AC yontemi, sikistirillamaz NSD i¢in giivenilir ve dogru ¢oziimler sunar ve Ceza ve grad-div stabilizasyon
teknikleriyle karsilastirildiginda olumlu sayisal performans gosterir. Yontemin yakinsama davranisi, hata
dayanikliligi ve duyarlilik ozellikleri, sonlu elemanlar ayrigtirmalari baglaminda sikistirilamaz akis
problemlerini ¢ozmek icin gegerli ve rekabetgi bir alternatif oldugunu gostermektedir.

4.2. ki Kapal Daire Arasindaki Akis

Bu calismadaki bolge Q= {(x,y):x?+y%2<1}n{(x,y):(x —0.5)%2 +y2 >(0.1)?} seklinde
tanimlanmustir. Sekil 1, Re = 1000 igin farkli yarigaplara sahip iki kapali daire arasinda hesaplanan hiz
alanim1 gostermektedir. Bu sekil, AC, Ceza ve Grad-div yontemlerinin performansini karsilastirmaktadir.
I¢ dairenin eksantrik yerlesimi nedeniyle geometrik asimetri igeren akis konfigiirasyonu, sayisal ¢oziiciiler
icin zorluk teskil eden karmasik, asimetrik bir akis modeli olusturmaktadir.
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Genel olarak, Sekil 1, karmagik akis davranisini yakalamada Yapay Sikistirilabilirlik yonteminin etkinligini
dogrulamakta ve s6z konusu test vakasi i¢cin hem dogruluk hem de akis 6zelligi ¢6ziiniirliigi acisindan
Grad-div ve Ceza yontemlerinden daha iyi performans gostermektedir.

a b c

Sekil 1. Re=1000 At = 0,05 T = 20 epsi = 0,00005 i¢in a) Grad-div b) AC c) Ceza

Sekil 2, Re = 1000 Reynolds sayisinda iki kapali daire arasindaki akis i¢in AC, Ceza ve Grad-div
yontemlerinden elde edilen basing alaninin, karsilagtirmali bir gorsellestirmesini sunmaktadir. Grad-Div ve
Ceza yontemleri, basing alanina dogrudan etki eden ek terimler igerdiginden, Sekil 2’deki basing
karsilastirmas1 mutlak degerler agisindan degil, basing dagiliminin genel yapisi ve ¢6ziim kararlilig
acisindan degerlendirilmelidir. Bu tiir geometrik olarak asimetrik alanlarda basing dagilimi, yontemin
sikistiritlamazlig1 uygulayabilme ve basing-hiz baglantisim1 dogru bir sekilde yakalayabilme yeteneginin
onemli bir gostergesidir. AC yontemiyle basing alaninin dogru ¢6ziiniirliigli, basing stabilizasyonunu ele
almadaki giiclinli ve sikistirilamaz akiglar1 yaklagtirmadaki etkinligini vurgular.

a b c

Sekil 2. Re=1000 At = 0,05 T = 20 epsi = 0,0005 icin @) Grad-div b) AC ¢) Ceza

Sekil 3, Re = 1000 Reynolds sayisinda iki kapali daire arasindaki akis i¢in sayisal ¢oziim kalitesine yapay
sikistirilabilirlik parametresi €'nin etkisini gostermektedir. Sekil 3a nispeten biiyiik bir deger olan e=1e-1
ile elde edilen sonucu gosterirken, Sekil 3b 6nemli 6l¢iide daha kiigiik bir deger olan e=1e-8 ile hesaplanan
¢ozliimii gostermektedir. Karsilagtirma, Yapay Sikistirilabilirlik yonteminin, sikistirtlamaz sinirda basing ve
hiz arasindaki baglantiy1 yoneten 6nemli bir parametre olan € se¢imine duyarliligim vurgulamaktadir.
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a b

Sekil 3. a) AC epsi=le-1; b) AC epsi=1e-8; Re=1000, At = 0,01

Grafik 2, AC, Ceza ve Grad-Div stabilizasyon yontemleriyle ¢oziilen sikistirilamaz Navier-Stokes
problemlerinde elde edilen hata degerlerinin zamana bagli degisimini gostermektedir. Grafikte, yiiksek
Reynolds sayisi (Re = 1000), belirli bir zaman adim1 (At = 0,1) ve yapay sikistirilabilirlik parametresi (g =
1072) altinda, her {i¢ yontemin karsilagtirmali hata analizi sunulmustur.

Grad-Div yontemi, baslangigta hizli bir hata artis1 gosterir ve zamanla doygunluga ulagir. Ancak bu
yontemin hata seviyesi, tiim zaman dilimi boyunca diger yontemlere kiyasla belirgin sekilde daha yiiksektir.
Bu durum, Grad-Div yaklagiminin bu parametreler altinda daha diistik niimerik dogruluk sundugunu ve
¢oziimde daha fazla sapma igerdigini gostermektedir. Ceza yontemi, Grad-Div’e kiyasla daha diisiik hata
ile baslamakta ve daha kontrollii bir artig gostermektedir. AC yontemi, zamanin ilk adimlarinda diger
yontemlerle benzer bir hata seviyesi gosterse de daha sonra hata artigini baskilamakta ve zamana bagli hata
egrisini daha diisiik bir seviyede dengelemektedir. Bu durum, AC yonteminin sayisal kararlilik ve uzun
vadede hata kontrolii bakimindan {istlinliigiinii agik¢a ortaya koymaktadir.

AC yonteminin, belirli bir £ degeri altinda, yiiksek Reynolds sayilarinda dahi kararli ve dogru ¢oziimler
iiretebildigini gostermektedir. Hata degerlerinin zamana bagli davranisi, AC yonteminin 6zellikle uzun
stireli simiilasyonlarda daha kararli ve fiziksel olarak tutarli sonuglar sundugunu agikc¢a gostermektedir. Bu
bulgu, AC yontemini, Ceza ve Grad-Div yaklasimlarina kiyasla sayisal verimlilik ve dogruluk agisindan
one ¢ikarmaktadir.

0,1

17l

0.0

—— AC

—— PP
0,001 L

2 4 & 8 10

Grafik 2. AC, Ceza ve Grad-Div yontemleriyle elde edilen ¢oziimler icin hata degerlerinin zamana bagh
degisimi (Re = 1000, At = 0,1, ¢ = 1072)
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5. SONUC

Bu ¢alisma kapsaminda, AC yontemi ile Ceza ve Grad-Div yontemleri sikistirtlamaz akis problemlerinde
karsilastirmali olarak degerlendirilmistir. Yapilan sayisal testler, AC yonteminin hem hata kii¢iikligii hem
de yakinsama davranis1 agisindan yiiksek dogruluk sundugunu ortaya koymustur. Ozellikle ag inceltme
analizlerinde gdzlemlenen yaklasik ikinci dereceden yakinsama, yontemin teorik temellerle uyumunu
dogrulamaktadir. Reynolds sayisinin ve AC parametresinin etkilerinin incelendigi ¢aligmalar, yontemin
kararlilik ve duyarlilik acisindan giivenilirligini gostermektedir. Ayrica, iki kapali daire arasinda
olusturulan asimetrik akis geometrisinde elde edilen gorsel ve nicel sonuglar, AC yonteminin karmasik
alanlarda basarili bir sekilde uygulanabilecegini gostermektedir. Zamana bagl hata analizi, AC yonteminin
uzun vadeli simiilasyonlarda Ceza ve Grad-Div yontemlerine kiyasla daha diisiik hata birikimi ile daha
kararl1 sonuglar verdigini gostermektedir. Bu yoniiyle, AC yontemi sikistirilamaz NSD’nin ¢oziimiinde,
mevcut stabilizasyon tekniklerine giiclii ve rekabetci bir alternatif olarak degerlendirilmektedir.
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