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Elastic Analysis of an Hollow Cylinder Made from Functionally Graded
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Abstract

This study relates to the determination of radial and tangential stresses and radial displacements in a hollow cylinder made of functional
graded material (FGM) subject to internal pressure both analytically and using ANSYS APDL and comparison of the results. The material
properties of the FGM cylinder vary depending on a simple power function in the radial direction along the thickness. It is assumed that the
Poisson's ratio is constant in the radial direction. Under infinitesimally small deformations, radial and tangential stress and radial displacements
on the basis of the differential equation regulating the elastostatic behavior of an FGM cylinder using the plane strain and axial symmetric load
assumptions state and field equations were obtained for the analytical solution. The FGM cylinder subjected to internal pressure effect is
modeled using dummy thermal loads in ANSYS APDL. The results of radial and tangential stress and radial deformation along the thickness
are obtained for four different FGM types and are shown graphically. Analytical and ANSYS results were compared and found to be in one
accord. In this study, elastic analysis of the FGM cylinder was aimed to enable the results to be obtained without having to deal with
complicated mathematical expressions.
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1. Giris

Kalin cidarli kabuklar, gemi ve denizalt1 gévdeleri, basingli kaplar, taginabilir basingl tiipler, iginden basingli akiskan gegen
borular, otoklavlar, hidrofor sistemleri, buhar ve kalorifer kazanlari, ucak kanatlari, niikleer santrallerin muhafaza yapilari,
roketlerin dis kisimlari, flizeler, otomobil lastikleri, beton gatilar, bacalar, sogutma kuleleri, tehlikeli sivilarin depolandig: tanklar
ve depolar gibi bircok yapilar miihendislik uygulamalarinda yaygm olarak kullanilan yapisal unsurlardir. i¢ veya dis basinca
maruz bu tarz kalin geperli kiiresel kabuklar, gegmiste birgok arastirmaci tarafindan incelenen mithendislik mekaniginin klasik
problemlerden birisi olmuslardir[1-11]. Tasarimi esnasinda, karsilasabilecegi basinclara dayanabilecek uygun malzemelerin
secilmesi hem patlama felaketlerinin Oniine gecilmesi hem de gdrevini hasara ugramadan yerine getirebilmesi agisindan son
derece 6nemlidir. I¢ basinca maruz kalin cidar silindirik basingli kaplar endiistride yaygin olarak kullanildig1 i¢in elastik analizi
de miihendislik uygulamalarinda olduk¢a dnemlidir. Silindir malzemesi homojen oldugu takdirde en tehlikeli gerilmeler elastik
durum i¢in literatiirde Timoshenko ve Goodier [1] tarafindan ¢oziilen formiillerden kolayca elde edilebilmektedir. Ancak gelisen
miihendislik uygulamalari, yeni ve gelismis farklt homojen olmayan malzeme ihtiyacini ortaya ¢ikarmis ve bu durum birgok
aragtrmacinm  ilgisini ¢ekmistir. Ozellikle yiiksek 1s1l direng, yiiksek mukavemet ve termal sok dayanimi gerektiren
uygulamalarda biitiin bu 6zellikleri bir arada bulunduran FGM’lerin homojen malzemelere kiyasla daha iyi sonuglar verdigi
gozlemlenmistir. Bu noktada bir FGM silindirin radyal ve tegetsel gerilmelerle radyal yer degistirmelerini bulabilmek igin bir
takim matematiksel formiillerin gelistirilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Ve literatiirde bu tip silindirlerin elastik analizi ile ilgili pek
¢ok calisma bulunmaktadir. Arslan [2], fonksiyonel olarak derecelendirilmis kalin cidarli kap ile tabakali basin¢h kaplara ait iki
farkli analitik model gelistirmek i¢in hem elastisite modiilii hem de akma gerilmesi i¢in radyal yonde bir gii¢ fonksiyonuna bagli
olarak degistiklerini kabul ederek, ayni fiziki sartlar altinda her iki model i¢in buldugu sonuglar ile kiiresel kabin homojen olma
durumu i¢in elde ettigi sonuglar1 kargilagtirmistir. You ve digerleri [3], i¢ basmca maruz kalin duvarl kiiresel basingli kaplarin
elastik analizini gergeklestirmek igin bir tanesi, kabin i¢ ve dig ylizeylerine yakin iki homojen tabakadan ve ortada fonksiyonel
olarak derecelendirilmis bir tabakadan olusan digeri sadece fonksiyonel dereceli malzemeden olusan iki tiir basingh kap
diisinmiislerdir. Ve elastik gerilme durumlar1 dikkate alinarak kompakt tarzda ¢oziimler sunmuslardir. Tiitiincii ve Temel [4],
caligmalarinda fonksiyonel olarak derecelendirilmis i¢ basing etkisine maruz i¢i bos silindirlerde, disklerde ve kiirelerde yer
degistirmeleri ve gerilmeleri, diizlem elastisite teorisini ve tamamlayici fonksiyonlar yontemini kullanarak belirlemiglerdir. Chen
ve Lin [5], fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilmis kalin duvarli bir silindir ve kiiresel basingli kaplarin, radyal
dogrultu boyunca Elastisite modiiliiniin iissel fonksiyona bagli olarak degistigi varsayimi ile analitik ¢dziimler elde etmis ve
radyal dogrultuda gerilme dagilimmni incelemistir. Kursun ve digerleri [6], FGM’den yapilmis uzun i¢i bos silindirlerin termal
gerilme dagilimini termal, mekanik ve termo mekanik yiikler altinda analitik olarak tanimlamislardir ve gradyan parametrelerinin
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FGM silindirlerinin gerilme dagilimlar1 tizerine etkilerini incelemislerdir. Nejat ve digerleri [7], i¢ ve dis basinca maruz kalan
fonksiyonel derecelendirilmis malzemeden yapilan kalin duvarl kiiresel kabuklardaki gerilmeler ve yer degistirmeler icin
analitik bir ydntem gelistirmiglerdir ve elde ettikleri sonuglart sonlu elemanlar yontemi ile bulduklar1 sonuglarla
karsilagtirmiglardir. Rahimi ve Nejad [8], caligmalarinda, i¢ ve dis basing altinda fonksiyonel olarak derecelenmis malzemeden
yapilmis i¢i bos kalin duvarli donen silindirdeki termal gerilmeleri, malzeme 6zellikleri silindirin yarigapinin bir fonksiyonu ve
Poisson oranmin sabit oldugu kabulii ile elde etmislerdir. Boga [9], ¢alismasinda radyal dogrultuda fonksiyonel derecelendirilmis
malzemelerden yapilmis izotropik degisken kalinlikli sabit ve donen disklerin elastik analizini Tagima Matrisi Y6ntemi (TMM)
ile sayisal olarak gergeklestirmis ve farkli sinir sartlarint da kapsayan analitik formiilleri kompakt formlarda sunmustur. Nejat ve
digerleri [10], malzeme o&zellikleri radyal yonde exponential degisen FGM’den yapilmis silindirik kaplarin kapali analitik
formiillerden elde ettigi yer degistirme ve gerilme sonuglariyla sonlu elemanlar yontemi kullanarak elde ettikleri sonuglar
kargilagtirmiglardir. Hassan ve Keles [11], dis basing etkisi altindaki i¢i dolu FGM silindiri ANSYS’de dummy termal yiikler
kullanarak modelleyip elde ettikleri sonuglarla analitik sonuglar1 karsilastrmiglardir. Demirbas ve Apalak [12], tek yonde
fonksiyonel kademelendirilmis dairesel plakalarin termal gerilme analizini sonlu farklar metodunu kullanarak sunmuslardir.
Onlar kademelendirmeyi kalinlik yoniinde degil diizlemde yapmuslar ve malzeme 6zelliklerini sicakliga bagli degisiminin tesirini
arastirmiglardir.

Bu ¢aligmada, i¢ basing etkisine maruz i¢i bos, malzeme 6zelligi lissel fonksiyona bagli olarak degisen, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden yapilmig bir silindirde olusan, radyal ve tegetsel gerilmelerle radyal yer degistirmeler, analitik ve
ayni zamanda sonlu elemanlar yontemi ANSYS (V.18-1) APDL paket programu ile niimerik olarak dort farkli FGM tipi igin
¢oziilmiis ve sonuglar karsilastirilmistir. Verilen yiikkleme kosullarinda kalinlik boyunca olusan gerilme ve yer degistirme
degerleri incelenmis ve grafik olarak da sunulmustur. Ayrica inhomojenite katsayisinm () yer degistirmeler ve gerilmeler
tizerindeki etkisi aragtirilmistir.

2. Teorik Formiilasyon

Sekil 1°de goriilen i¢ yarigap1 a, dis yarigap1 b ve i¢ basinci pa olan bir FGM silindir ele alinmugtr.

Sekil 1. ig: basinca maruz FGM silindir

Radyal yonde (r) elastisite modiilii (E(r)) bir iissel fonksiyona bagli olarak degisirken (Denklem 1), poissson oraninin (v =
0.3) sabit oldugu varsayilmaktadir.

E(r)=E, (E)B =a PE P = ErF 1)

Ey=n @)
N

g = n (E;) (3)
In %)

E, ve Epsirasiyla FGM silindirin i¢ ve dig kismindaki malzemelerin elastisite modiilleri, f ise malzemelere bagh olarak
degisen inhomojenite parametresidir. =0 olmas1 durumunda silindir homojen olmaktadir.

Formiilasyon i¢in silindirik koordinatlarda (7,6), radyal (&,) ve tegetsel (gg) gerinmeler
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ve silindirik koordinatlarda denge denklemi

do, o0,—0g
=0

dr r

(4)
®)

(6)

alimmustir. Eksenel simetrik durumda, gerilme-gerinim ifadeleri izotropik ve radyal yonde fonksiyonel derecelendirilmis

malzeme i¢in agsagidaki gibidir.

0, (r) = Ci16,(r) + C1p80(r) ()
09(1) = Cy28.(1) + C1186(7) )]
Silindir i¢in;
EMA-v)
€y = DUV ©)
1+v)Q-2v)
E(r)v
Cio=—— 2 10
27 1+v)(1-2v) (10)
almmigtir ve Denklem 7,8,9 ve 10 Denklem 6’daki denge denkleminde yerine yazilirlarsa;
-1+ pHu 1+ Bu,’
( ﬂ)‘r+( ﬁ) T+ur”=0 (11)
r? r
ikinci derece diferansiyel denklem elde edilir. Denklem 11’in o,(a) = —p, ve 6,.(b) = 0 smir sartlar1 igin

¢oziilmesinden sonra radyal yondeki yer degistirmeler w,.(r), radyal (o, (1)) ve tegetsel (gg(r)) gerilmelerin analitik

ifadeleri agagidaki gibi elde edilir;

1 1
202D 2P (202 +v = 1) (bE(—F + 204 ) + 6B — 24+ 9))

Uy (T‘) =

(@ = bOE,(v — D((B - 2% - §)

a%(—ﬁ+€+z>par%(6—f—2) (B¢ —76)
aé — b¢

o (r) = {

a2 P, 128D (5 = 20— A +§) — Db +7E(B — 22+ §)(—PA +E1+2))

og(r) ={—

(af = b%)(§* = (B—21)?)

¢ =TT

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

I¢ yarigap1 a=100 mm, dis yarigap1 b=200 mm olan ve p,=1 GPa i¢ basinca maruz kalan FGM silindir igin kullanilan malzeme

ozellikleri Tablo 1’de gosterilmistir
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Tablo 1. Bu ¢ahismada kullamlan baz1 metal ve seramiklerin malzeme 6zellikleri

METAL E p v SERAMIK E p v

Ti-6Al-4V? 122.557 2370 0.29 Nitrsit"("égl‘\h) 348.43 4429 0.24

ASTM-3212 170 7850 0.33 Oks?tir("z"rg‘;m 116.4 3657 0.3

Aluminyum (Al) 70 2700 0.3 ok S’ﬁ'mi&‘;m 393 3970 0.3
(Paignsnfgj Celig) 201.04 7800 0.3262

1- Titanium Alagimi
2-  ASTM-321 (American Society for Testing and Materials)

I¢ kism1 metal, dis kismi seramik olacak sekilde disa dogru radyal yonde Denklem 1°deki fonksiyona bagh olarak degisen
dort farkli FGM tipi ve bunlara ait inhomojenite katsayilar1 (5) Tablo 2’de verilmistir.

Buna gore; 8; > By > B > By oldugu goriilmektedir.

Tablo 2. Farkh metal-seramik ciftleri icin # katsayilar

Metal Seramik p
FGM I Ti-6Al-4V SizNs 1.507415958
FGM 11 SUS304 Al,O3 0.9670467361
FGM 111 Al Zr0; 0.733664231
FGM IV ASTM-321 AlO3 1.208994566

3. Niimerik Analiz

Bu ¢alismada, problemin niimerik analizi i¢in endiistrideki miihendislik problemlerinin ¢dziimiinde yaygin olarak kullanilan
sayisal yontemlerden birisi olan sonlu elemanlar yontemi (SEY) kullanilmistir. SEY karmasik malzeme 6zellikleri olan
sistemlerde kolaylikla uygulanabilir ve iiretime gegmeden once sonuclarin bilgisayar ortaminda seri bir sekilde incelenmesi
miimkiin olabilir. Bu ¢alismada, SEY ile ¢6ziim yapan pek ¢ok paket programlari arasinda en yaygm olan ANSYS (V.18-1)
kullanilmistir. Eleman tipi i¢in 8-nodlu quad eleman ve eleman davranisi i¢in plane strain segilmistir. Sonlu elemanlar modeli
i¢in simetriden dolay: silindir geometrisinin i¢ yaricapt 100 mm, dis yarigapt 200 mm olacak sekilde sadece bir ¢eyreklik kismi
kat1 model olarak ¢izilmistir. Sonlu elemanlara bolme igleminde eleman yogunlugu arttikca ¢éziim gercek ¢oziime daha gok
yaklagsmas1 gerceginden dolayi, gerilmeleri yiiksek dogrulukta elde edebilmek i¢in yiiksek yogunlukta eleman kullanilarak
meshlenmistir (Sekil 2).
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Main Menu

Preferences
B Preprocessor
Element Type
Real Constants
Material Props
Sections
Modeling
B Meshing
Mesh Attributes
Size Cntrls
Mesher Opts
Concatenate
Mesh
Modify Mesh
Check Mesh
Clear
Checking Ctrls
Numbering Ctris
Archive Model
Coupling / Ceqn
Multi-field Set Up
Radiation Opts
Loads
Physics

el ppkbbRa

=l

Sekil 2. Parca geometrisinin olusturulmasi ve meshleme

FGM silindirin elastisite modiilii radyal yonde bir fonksiyona bagli olarak degistigi i¢cin enine kesit boyunca diigiimlerin
sicakliklarinin dogrusal dagilimmni kullanarak yarigapin bir fonksiyonu olarak dagitmak gerekir. ANSYS, malzeme model
penceresinde (Sicaklik, Elastisite modiilii) noktalar1 atayarak elastisite modiilii sicakhigin bir fonksiyonu olarak ifade edilmesi

stirecini otomatiklestiren ANSYS’de alt program olarak adlandirilan bir MACRO kullanilmistir. Elastisite modiiliiniin radyal
yondeki degisimi Sekil 3’te gosterilmistir.

B Preferences
B Preprocessor
@ Element Type
@ Real Constants
2 Material Props
B Material Library
B Temperature Units
= |Material Modes
B Convert ALPx
B Change Mat Num
& Failure Criteria
B Write to File
B Read from File
8 Sections
@ Modeling
& Meshing
@ Checking Cirls
# Numbering Cirls
@ Archive Model
@ Coupling | Cegn
@ Multi-field Set Up
® Radiation Opts
2 Loads
@ Physics
@ Path Operations
B Solution

Sekil 3. Elastisite modiiliiniin radyal yondeki degisimi grafigi

Her bir diigiime termal yiik uygulandiktan sonraki 1 GPa i¢ basing uygulanmis ve Sekil 4’te gosterilmistir.
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Man Menu 2

%
= Coupling / Cegn ¥
= Multi-field SetUp
= Radiation Opts 0

Loads -’
= Analysis Type e
£ Define Loads 2
@ Settings -
B Apply
-

Plane Stra

f

Sekil 4. Termal yiiklerin ve i¢ basincin uygulanmasi

Analiz i¢in ¢oziimlemeden sonra radyal yerdegisirme, radyal gerilme ve tegetsel gerilme ANSYS sayisal sonuglart gorsel
olarak kontur grafikler halinde Sekil 5-7°de gosterilmistir.

Masn Menu
B Preferences J
H Preprocessor

A Solution

1 General Postproc
2 Data & File Opts
= Results Summary
= Read Results

= Plot Results
B Deformed Shape
E Contour Plot

B Elem T
B Line Elem Res
B Wector Plot

E Plat Path Bem
E Concrete Plot
B ThinFilm

Lizt Rezults

| ':UEF,' Results
= Options for Dulp
= Results Viewer
= Nodal Cales

= Element Table

Aain Menu 1)

i
3]

Solution =
General Postproc
B Data & File Dpis
B Results Summary
2 Read Results
= Failure Criteria
B Plof Resulis
B Deformed Shape
B Contouwr Plot

=

& e

@ @ @S
& [r

@
af s

r able
Line Elem Re
H Vector Plod
H Plot Path Bem
H Concrebe Plot
& ThinFilm
B List Results
B Query Results
B Options for Outp
B Results Viewer
B Nodal Calcs
& Element Table
& Path Operations
B Surface Operations -

yaly: g =il =]

s |o|@ s

48 | @k

Sekil 6. ANSYS’ten elde edilen radyal gerilme
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Sekil 7. ANSYS’ten elde edilen tegetsel gerilme

3.1. Analitik ve SEY Sonuclarinin Karsilastirilmasi ve Dogrulama

Bu ¢alismada yapilan hesaplamalarda dort farkli FGM tipi iginde analitik ve SEY sonuglar1 birbirine benzer ¢ikmistir. FGM
IV’e ait kalinlik boyunca analitik ve SEY radyal gerilme degerlerinin karsilagtirmas1 Tablo 3 gdsterilmistir. % Bagil hata i¢in
Denklem 17 kullanilmistir. Ve sonuglarda ¢ok kiigiik bagil hatalar gdzlemlenmistir. Bu da analizin basarili bir sekilde planlanip
yapildigmin gostergesidir.

%Bagil Hata =

Analitik — SEY

Analitik

* 100

(17)

Ayrica Sekil 8’de FGM IV’e ait kalinlik boyunca radyal gerilme (or) degerlerinin ANSY'S sonuglarinin listesi gosterilmistir.

Tablo 3. FGM 1V i¢in kahinlik boyunca Analitik ve SEY radyal gerilme degerleri ve % Bagil hata degerleri

r-mm or — Analitik (Pa) or — SEY (Pa) % Bagil Hata
100 -1.000000E+09 -9.999800E+08 0.002
110 -8.166070E+08 -8.169900E+08 0.046906082
120 -6.651846E+08 -6.654800E+08 0.044406757
130 -5.377922E+08 -5.377900E+08 0.000413322
140 -4.288958E+08 -4.290200E+08 0.028950055
150 -3.345270E+08 -3.347500E+08 0.066673362
160 -2.517694E+08 -2.518900E+08 0.047910714
170 -1.784344E+08 -1.785000E+08 0.036774866
180 -1.128487E+08 -1.130100E+08 0.142915179
190 -5.371224E+07 -5.384900E+07 0.254613022
200 0.000000E+00 0.000000E+00 0
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N

STEP=1 T File
SUB =1
TIME=1 . PRINT ALONG PATH OEFINED BY LPATH COHHAMD. DSvS= 0

J| ok PATH URRIABLE SUHHARY etk

5  (mre) Tr (Pa)
0.0000 100.00 -0.99993E+19
L0000 105.00 -0.90413E+19
10.000 110.00 -0.81699E+19
15.000 115.00 -0.73780E+19
20.000 120.00 -0.66543E+19
25000 125.00  -0.58905E+09
30.000 130.00 -0.537719EH19
35.000 135.00 -0.48126E+19
40.000 140.00 -0.42902E+19
45.000 145.00 -0.28031E+19
Lo.000 150.00 -0.23475E+19
LE.000 155.00 -0.29204E+19
60.000 160.00 -0.25190E+19
65.000 165.00 -0.21407E+19
J0.000 170,00 -0,17350E+09
J5.000 175.00 -0.14439E+19
20.000 150.00 -0.11301E+419
45.000 185.00 -0.82705E+0%
a0.000 190.00 -0.53849E+1%
95.000 195.00 -0.26336E+H1%

T———

—-.1lo0e+1I00 —.T7EE+0S —.5SEE+0T CZ44ET0T — —_111E+0%
—_BS0E+0S — _EETE+O0S —_445E+05 _222E+05

Sekil 8. FGM 1V icin kalinhk boyunca SEY radyal gerilme sonuclar listesi

4. Sonuglar

Bu calismada, i¢ basinca maruz malzeme O6zellikleri iissel fonksiyona bagh olarak degisen FGM’den yapilmis i¢i bos bir
silindirin elastik analizi diizlem gerinim kabuli ile yapilmistir. Farkli malzeme inhomojenite katsayilarina () sahip dort farkli
FGM tipi i¢in radyal yer degistirme, radyal gerilme ve tegetsel gerilme degerlerinin kolaylikla tespiti i¢in olduk¢a uygun kapali
formda analitik ifadeler sunulmustur. Bu ¢aligmada ayrica, sonlu elemanlar paket programlarindan biri olan ANSY'S ile niimerik
sonuglar elde edilmis ve listelenmistir. Analitik sonuglarla SEY sonuglarinin bire bir uyum igerisinde olduklar1 tespit edilmistir.
Radyal yondeki gerilme ve yer degistirme degerlerine bakilarak, bu ¢alismaya ait problemdeki gibi yiikleme kosullarina sahip bir
silindir i¢in en uygun olan £ katsayisina sahip FGM tipi belirlenebilir. Sekil 9 ve Sekil 10°da gosterildigi gibi her dort FGM tipi
icinde kalinlik boyunca i¢ yarigaptan dig yarigapa dogru radyal yer degistirme ve radyal gerilme degerleri diismektedir. En
yiiksek yer degistirme degerinin FGM III’te olustugu gézlemlenmistir. FGM III’te i¢ kisim i¢in segilen metal malzemenin
elastisite modiiliiniin en diisiik elastisite modiiliine sahip olmasi bu sonucu dogurmustur. Dolayisiyla i¢ basinca maruz malzeme
ozellikleri Denklem 1’deki gibi degisen FGM silindir i¢in diisiik yer degistirmeler arzulantyorsa i¢ kisimda yiiksek elastisite
modiiliine sahip malzemeler tercih edilmelidir. Nitekim Sekil 9°’da gosterildigi gibi FGM II boyle bir malzeme tiiriidiir. En

yiiksek radyal gerilme degerlerine ise en yiiksek £ katsayisina sahip FGM I’de ulasilmistir. Dolayisiyla Denklem 1°deki gibi bir
E,(METAL)

Egp(SERAMIK)
oraninin diigiik oldugu bir FGM tipi segilmelidir. Sekil 10°da bu talebi karsilayan FGM III oldugu gozlemlenmektedir. Tegetsel
gerilme degerleri kalinlik boyunca FGM 1 i¢in artarken, FGM II ve FGM III'te azalmaktadir. FGM IV igin tegetsel gerilme
kalmlik boyunca hemen hemen sabit kalma egilimindedir (Sekil 11). Silindirin radyal yonde kalnlignin ortalarma kadar
(yaklasik r=145 mm’ye kadar) tegetsel gerilme ile f katsayisinin ters orantili yani en yiiksek tegetsel gerilmelerin en diisiik S
katsayisinda olustugu goriilmektedir. Orta noktalara kadar Denklem 1’deki gibi bir iissel fonksiyonun f katsayisi azaldik¢a
tegetsel gerilme artmaktadir. Ancak bu durum kalinligin ortalarindan dis kisimlara dogru gidildikge dogru orantili olarak en
yiksek tegetsel gerilmelerin en yiiksek S katsayisinda olustugu goriilmektedir, yani f katsayisi arttikca tegetsel gerilmeler artar
(Sekil 11).

tssel fonksiyonun f katsayisinin azalmasiyla radyal gerilme degeri diismektedir. f katsayisinin azalmasi igin
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Sekil 9. Radyal yer degistirmenin kalinlik boyunca degisimi
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Sekil 10. Radyal gerilmenin kalinhk boyunca degisimi
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Sekil 11. Tegetsel gerilmenin kalinhik boyunca degisimi
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