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Ozet: Helisler ve slant helisler, dogada ve bilimde sikhikla karsilastigimiz, bilgisayar
destekli geometrik tasarimdan fraktal geometriye, kinematikten DNA ciftlerine,
genis bir kullanim alanina sahip olan egrilerdir. Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid
uzayinda bir egrinin asli normaller gostergesinin dogrultu egrileri tanimlanmis ve
bu egrilerin Frenet vektorleri ve egrilikleri arasindaki iliskiler bulunmustur. Bu
dogrultu egrileri kullanilarak, kiiresel egrilerden helis ve slant helisler olusturmak
icin kullanish yontemler elde edilmistir. Son olarak, konu ile ilgili bir 6rnek
verilmistir.

Direction Curves of Principal Normal Indicatrix of a Curve
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Abstract: Helices and slant helices are curves which are often encountered in
nature and science and have a wide range of uses including computer aided
geometric design, fractal geometry, kinematics, and DNA double. In this paper,
direction curves of principal normal indicatrix of a curve in Euclidean 3-space are
defined and some relationships between Frenet vectors and curvatures of these
curves are found. By using these direction curves, some useful methods to construct
helices and slant helices from spherical curves are obtained. Finally, a related

example is given.

1. Giris

Aralarinda matematiksel bir iliski bulunan iki ya da
daha fazla egriye baglantili egriler denir. Birgok
arastirmaci tarafindan uzun yillardir ¢alisilan
baglantili egriler, halen egriler teorisindeki en ilgi
cekici konulardan biri olmaya devam etmektedir.
Baglantili oldugu egri sayesinde, verilen bir egri
karakterize edilebilir, Frenet vektorleri ve egrilikleri
gibi bazi diferansiyel geometrik 6zellikleri bulunabilir
ve egrinin davranisi hakkinda bilgi sahibi olunabilir.
Involiit-evoliit egri ciftleri, Bertrand egri ciftleri ve
Mannheim egri ciftleri siklikla calisilan baglantili egri
ornekleridir.

Choi ve Kim (2012) bilinen baglantih egrilere bir
yenisini eklediler. Dogrultu egrileri denilen bu yeni
baglantili egrileri, bir egrinin Frenet vektdrlerinin
lineer bilesimi olan bir vektor alaninin integral egrisi
olarak tamimladilar. Bu egrilerin egrilikleri arasinda
onemli bagintilar elde ettiler. Bu galismanin en 6nemli
yani ise, geometri, biyoloji, bilgisayar grafikleri gibi
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bircok alanda karsilastigimiz helis ve slant helislerin
olusturulmasi i¢in bazi yontemler ortaya koymasiydi.
Bu calismadan sonra bir¢ok arastirmaci dogrultu

egrileri konusunu ele almis ve 6nemli calismalar
3

ortaya koymuslardir. Choi vd. (2012), 1 Minkowski
uzayinda null olmayan dogrultu egrilerini incelerken,
Qian ve Kim (2015), null dogrultu egrileri ele aldilar.
Korpinar vd. (2013) calismalarinda Frenet catisi
yerine Bishop catiyr kullanarak dogrultu egrilerini
incelediler. Macit ve Diildiil (2014), verilen bir egrinin

birim Darboux vektor alamini kullanarak W -dogrultu
egrileri ve yiizey tlzerindeki bir egrinin Darboux

catisini kullanarak v -dogrultu egrileri tanmimladilar.
Ayrica dort boyutlu Oklid uzaydaki bir egrinin
dogrultu egrilerini incelediler. Kiziltug ve Onder
(2015) ise ¢ boyutlu kompakt Lie grupta genel
dogrultu egrileri tanimini verdiler.

Bu calismada, oncelikle verilen bir egrinin asli
normaller gostergesinin Frenet vektorlerinin lineer
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bilesimi olan bir X vektor alaninin integral egrisi

olarak X -dogrultu egrileri tanimlanmistir. Bu tanim
kullanilarak, verilen bir egrinin asli normaller
gostergesinin  evoliit-dogrultu egrileri, Bertrand-
dogrultu egrileri ve Mannheim-dogrultu egrileri
tanitilmistir. Verilen egri ve o egrinin dogrultu
egrilerinin Frenet vektorleri ve egrilikleri arasindaki
iligkiler elde edilmistir. Tanimlanan dogrultu egrileri
kullanilarak, kiiresel egrilerden helis ve slant helisler
tiretmek i¢in kullanish yontemler ortaya koyulmustur.
Son olarak, bu baglantili egriler icin bir o6rnek
verilmistir.

2. On Bilgiler

. 3 ..
a:lclR—>IR" 3-boyutlu Oklid uzayinda birim

hizli bir egri olsun. & boyunca {T,N, B} Frenet
catisint olusturan  vektorler asagidaki bigcimde
tanimlanabilir

T da
“ds N=U®T B=TxN
Burada | birim teget vektor alani, N asli normal

vektor alani, B binormal vektor alani, X egrilik ve S
, egrinin yay uzunlugudur. Frenet tiirev formiilleri ise
asagidaki sekilde verilebilir.

g T 0 « O|T
— =l-kx 0 7||N
ds

B 0 —-r 0|| B

Burada T,egrrinin burulmasidir [4, 10].

Bir & egrisinin T(S) birim teget vektorleri sabit bir
dogrultu ile sabit bir a¢1 yapiyorsa, bu egriye helis
denir. & egrisinin helis olmasi icin gerek ve yeter sart

f(s) :£<s)

fonksiyonunun sabit olmasidir [12].

(2.1)

Benzer sekilde, bir (24 egrisinin N(S) birim asli
normal vektorleri sabit bir dogrultu ile sabit aci
yapiyorsa, bu egriye slant helis denir. & egrisinin
slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K’ Y
(Kz +2'2)3/2 (;j (S)

fonksiyonunun sabit olmasidir [6].

o(s)=
(2.2)

. 3 : 3
alclR>IR® o AT1CIR=IRY 5 o

{l,,N,. B}

Oklid  uzayinda ve

(TN, By}

sirasiyla

Frenet catilarina sahip iki egri olsun.
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N

s =T (sirasiyla, Ny =N, , N

=B
s ) ise ﬂ
egrisine & egrisinin evoliitii (sirasiyla, Bertrand cifti,
Mannheim cifti) denir [5, 13].

. 3 ..
a:lclR—IR 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet
elemanlari {T’ N,B,x, T} olan birim hizli bir egri

olsun. a(S) egrisi boyunca, tiim asli normal vektorler

. L Oy = .
birim kiire {izerinde bir ~ N egrisi olustururlar.

O oo O e . .
egrisine ¢ egrisinin asli normaller gdstergesi

{TN'NN’BN’KN'TN}, a

Bu
denir. N egrisinin Frenet

i oy e .
elemanlar1 olmak iizere, egrisinin Frenet tiirev
formiilleri asagidaki gibi verilebilir.

d Ty 0 Ky 0 || Ty
d_ NN = KN O TN NN
Sy
By 0 -7, 0 || By 2.3)
Burada
TN:ﬂ, N, = o fT+B_ﬁ
J1+ f2 N \/1+f2 o)
B, - 1 fT+B +oN
N \/1+f2
ve
r= o
= 7
1+ f2 (1+ o2 ’
Erwe] L,
olmak lizere

s, =jK(s) 1+ f2(s) ds,

Ky =N1+o’, 7, =TVl+o? 2.5)

dir. Burada M , @y egrisinin yay uzunlugu, f ve O
ise sirasiyla (2.1) ve (2.2) denklemleri ile verilen
fonksiyonlardir [1].

3. Asli normaller géstergesinin dogrultu egrileri

. 3 ..
a:lclR—IR , 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet

elemanlan {T’N’B’K’ T} olan bir egri ve I ,
Frenet elemanlari Ty Ny, By iy}

egrisinin asli normaller gostergesi olsun.

X (SN) = X(SN )TN (SN ) + y(SN)NN (SN)
+2(sy)By (Sy)

olan, &

(3.1)
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biciminde ifade edilen X vektér alanini g6z Ontline

alalim. Burada X, y ve Z , Sn parametresine bagh

fonksiyonlardir. X vektor alanmin birim oldugu
kabul edilirse,

XZ(SN)+y2(SN)+22(SN):1 (3.2)

yazilabilir. (3.2) denkleminin tiirevi alinarak
X(5:)X(5)+ V(8 )Y (87) +2(5:)2/(5:) =0 (5.5,

elde edilir.

3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin asli normaller

gostergesinin X -dogrultu egrisi tanimi asagidaki gibi
verilebilir.

Tanim 3.1. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, I ,

& egrisinin asli normaller gostergesi ve X , (3.1) ve
(3.2) denklemlerini saglayan bir birim vektor alani

. 3
olsun. X in p:1cIR->IR integral egrisine Oy

asli normaller gostergesinin X -dogrultu egrisi denir.

’B, & egrisinin @y asli normaller gostergesinin X
,N..B K, T
{Tﬁ B ﬁ} ve { /}}
bu egrinin Frenet ¢atisi ve egrilikleri olsun. X vektor

d
ﬂ:y:x

olur.

dogrultu egrisi, sirasiyla

alam birim kabul edildiginden S5

S
Burada 7, B egrisinin yay uzunlugudur ve C bir

sabit olmak iizere Syte ye esittir. Genelligi
S, =8§

kaybetmeden # "N kabul edilebilir. (3.1)

denkleminin tiirevi alinarak ve (2.3) deki Frenet

formilleri kullanilarak,

KN, =(X"—yr )Ty + (Y +xxy — 27 )N,

+(2'+yry)By (3.4)

elde edilir. (3.4) denklemi kullanilarak @y asli
normaller gostergesinin evoliit-dogrultu, Bertrand-
dogrultu ve Mannheim-dogrultu egrilerinin tanimlari
verilebilir ve bu egrileri baz1 6zellikleri incelenebilir.

4. Asli normaller gostergesinin evoliit-dogrultu
egrileri

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin asli
normaller gostergesinin evoliit-dogrultu egrileri
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tanimlanmis ve bu egriler ile ilgili baz1 6nemli
bagintilar elde edilmistir.

Tanim 4.1. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, Oy ,

oo . .. . a
@ egrisinin asli normaller gostergesi ve 'B , N

o L o o L. U 24
egrisinin X -dogrultu egrisi olsun. ﬂ egrisi N
s Oy N
egrisinin evoliitii ise /~ egrisine egrisinin evoliit-

dogrultu egrisi denir.

Onerme 4.2. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri ve

a o . .. .

N, & egrisinin asli normaller gostergesi olsun. B
e Oy e o
egrisinin egrisinin evoliit-dogrultu egrisi olmasi
icin gerek ve yeter sart (3.1) denklemindeki
fonksiyonlarin

X(s,) =0 y(su) =sin( [z (s,)ds, |
z(sy) = cos(jrN (sy)ds, )

olmasidir.

. L N, =T, 3
Ispat. Evoliit egri tammndan 7 oldugu

bilinmektedir. (3.4) denklemi kullanilarak

X'—yK, =K

B
y'+ XK, —27y =0
Z’+yr, =0

Yo (4.1)
diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.1) deki

birinci, ikinci ve liglincii denklem 51ra51ylax, y ve £
ile carpilip, elde edilen sonuclar toplanirsa, (3.3)
denkleminden X =0 elde edilir, X=0 degeri (4.1)
sisteminde yerine yazilir ve (3.2) goz Oniinde
bulundurulursa asagidaki ¢6ziim bulunur:

X(5,) =0, y(s,) =sin( [, (5,)ds, ),
z(sy) = cos(er (Sy)dsy, ) i

Asli normaller goéstergesi N ile onun evoliit-

dogrultu egrisi B nin egrilikleri arasindaki iliskiler
asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 4.3. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, @y

o . . .. . a
, @ egrisinin asli normaller gostergesi ve 'B, N
s R o ay Jij
egrisinin evoliit-dogrultu egrisi olsun. ve
egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliskiler
mevcuttur
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K

5 == sin( [ 7 (s;)ds; |
T, =K COS(ITT(ST)dST)

ve
2 ’
L R ')
K = \/K‘ﬂz +7,0 xS+t | K
Ispat.  (4.1) sisteminin  birinci  esitliginden,
Ky ==Ky Sin (er (sy)ds, ) § o
) oldugu  gorilir.
Onerme (4.2) den,
X=T, =sin(_[rN (Sy)dsy ) Ny
+ cos(J.rN (Sy)dsy ) =N
=T,

bulunur, Ayrica evoliit egri tanimindan B

oldugu bilinmektedir. B egrisinin birim binormal
vektori

B, =T,xN, =cos(_[rN (sy)dsy ) Ny

—sin( [ 7y (s, )ds, ) By

£ vektoriiniin tirevi alinarak ve
formiilleri kullanilarak

olarak bulunur.
(2.3) Frenet

T:KCOS(T S ds)
£ N I n (S ) Sy elde edilir.

Diger taraftan, 7 N esitliginin tiirevi alinarak ve

2 2
Ky =4|K, +T
kullanilarak =~ s s

p

(2.3) denklemleri

oldugu gorilir. egrisinin egrilikleri oram
T
£ = —cot(IrNdsN)
K
B oldugundan

r
IrNdsN = —arccot K—ﬂ
£/ elde edilir. Son esitligin

’
2

_ K 73
N Kk2+7.72\ &
tirevi alinarak s B £/ bulunur. O

Teorem 4.3’den asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.4. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, @y ,

T . .. . a
& egrisinin asli normaller gostergesi ve ﬂ, N

n veﬂ

egrisinin evoliit-dogrultu egrisi olsun.
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egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliskiler
mevcuttur

cot(erdsN): f,

Burada ve O, sirasiyla (2.1) ve (2.2) deki
fonksiyonlardir.

f.=0
ve N .

Sonuc 4.4 kullanilarak, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.5. & , 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, Oy

o . .. . a
, @ egrisinin asli normaller gostergesi ve 'B , N

egrisinin evoliit-dogrultu egrisi olsun.

i) ﬂ egrisinin bir helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o VTR - . . .
N egrisinin birim kiire iizerinde bir cember ya da bir

cember pargasi olmasidir.

ii) 'B egrisinin bir slant helis olmasi icin gerek ve

o oo .. . .
yeter sart N egrisinin kiiresel bir helis olmasidur.

Teorem 4.5, birim kiire tizerinde bir gember ya da bir
cember parc¢asindan bir helis ve bir kiiresel helisten de
bir slant helis iiretmek i¢in kullanish bir yoéntem
vermektedir. Ayrica elde edilen helis ve slant helis
egrilerinin birim hizli egriler olmasi ydntemin
kullanmishhgini arttirmaktadir.

Asli normaller gostergesi I ve O egrisinin
egrilikleri arasindaki iliskiler kullanilarak & egrisi ve
B evolit-dogrultu egrisinin egrilikleri arasindaki
iliski asagidaki gibi verilebilir.

Onerme 4.6. @, 3-boyutlu Oklid uzayinda X # 0 olan

bir et N O eprisinin asli ler ot .
1r egri, P egrisinin asii normalier gosterg651 ve

p

B egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iligki
mevcuttur.

f, :COt(_[KF\/l+O'2 1+ fzds)

Ispat. Sonug 4.4 ve (2.5) esitliklerinden agiktir.

ay o . o .
, N egrisinin evoliit-dogrultu egrisi olsun. & ve

Onerme 4.6’dan, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.7. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda X # O olan
bir egri, @y , & egrisinin asli normaller gostergesi ve

NI . o .
B , N egrisinin evoliit-dogrultu egrisi olsun. B
egrisinin helis olmasi icin gerek ve yeter sart &
egrisinin slant helis olmasidir.

Ispat. (2.1-2.5) denklemleri ve Onerme 4.6’dan aciktir.
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5. Asli normaller gostergesinin Bertrand-dogrultu
egrileri

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin asli
normaller gostergesinin Bertrand-dogrultu egrileri
tanimlanmis ve bu egriler ile ilgili baz1 6nemli
bagintilar elde edilmistir.

Tamm 5.1. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, I ,

[T . .. . a
@ egrisinin asli normaller gostergesi ve ﬂ , N

oo o o ST 24

egrisinin X -dogrultu egrisi olsun. ﬂ egrisi N
N e o O

egrisinin Bertrand egrisi ise /~ egrisine egrisinin
Bertrand-dogrultu egrisi denir.

Onerme 5.2. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri ve

a oo . .. .
N, & egrisinin asli normaller gostergesi olsun. B

e Ay e .
egrisinin egrisinin Bertrand-dogrultu egrisi
olmasi igin gerek ve yeter sart (3.1) denklemindeki
fonksiyonlarin

X(sy)=cos8 y(sy)=0 z(sy)=sind

a ool o
olmasidir. Burada 6, N ve B egrilerinin teget
vektorleri arasindaki sabit agidir.

. =N
Ispat. Bertrand egrilerin tanimindan, B N
oldugu bilinmektedir. (3.4) denklemi kullanilarak

X'—yKx, =0

Y+ Xicy — 21y =K,

Z'+yr, =0 5.1)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (5.1) deki

birinci, ikinci ve l¢lincii denklem SIra51y1aX, y ve £
ile carpilip, elde edilen sonuclar toplanirsa, (3.3)

denkleminden Y = 0 elde edilir. ¥ = 0 degeri (5.1)

. . . . o c .
sisteminde yerine yazildiginda, ' ve ? sabit reel

sayilar olmak iizere X=C e 2% gide edilir, X
birim kabul edildiginden, (5.1) sisteminin ¢dziimi
asagidaki gibi bulunur

{x(sy)=cosb, y(sy)=0, z(sy)=sind} ]

. R . ay .
Asli normaller gostergesi ~V ile onun Bertrand-

dogrultu egrisi B nin egrilikleri arasindaki iliskiler
asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 5.3. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, @y

. . .. . a
, @ egrisinin asli normaller gostergesi ve ﬂ, N
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oL o oo (24
egrisinin Bertrand-dogrultu egrisi olsun. N ve ﬂ
egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliskiler
mevcuttur

K, =Ky C0SO—17\ sin&
7, =k Sin@+7, cosd
ve

Ky =K,C080+7,8in0

Ty =—k,SiNO+17,C0S0

Ispat. (5.1) sisteminin  ikinci  esitliginden
K, =Ky C0S@—1, Sing i}
AN N oldugu goriiliir. Onerme
X =T,=c0s0T, +sind B
(5.2) den, bulunur,
=N
ayrica Bertrand egrilerin tammindan 7 N

oldugu bilinmektedir. B egrisinin birim binormal
vektori

B, =T,xN,=-sindT +cosd By

olarak bulunur. Binormal vektorin tiirevi alinarak ve
(2.3) Frenet formiilleri kullanilarak

T,=Ky,SINO+1, COSH
B N N elde edilir.

Diger taraftan, B egrisinin egrilikleri kullanilarak

al asli normaller gostergesinin egrilikleri kolayca

bulunabilir. O

Teorem 5.3’'den asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 5.4. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, I ,

a
O egrisinin asli normaller goéstergesi ve 'B, N
egrisinin Bertrand-dogrultu egrisi olsun. @y ve B
egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliskiler
mevcuttur
—sin@+ f, cos&

N .
+ f,sin
i cosd+ fys 49'
Oy =0
i) N B,
Burada ve O , sirasiyla (2.1) ve (2.2) deki
fonksiyonlardir.

Sonug 5.4 kullanilarak, asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 5.5. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, Oy

o . .. . a
, @ egrisinin asli normaller gostergesi ve ﬂ, N
egrisinin Bertrand-dogrultu egrisi olsun.

i) ﬂ egrisinin bir helis olmasi i¢in gerek ve yeter sart
I egrisinin bir kiiresel helis olmasidir.

ii) 'B egrisinin bir slant helis olmasi i¢cin gerek ve
ay

yeter sart
olmasidir.

egrisinin bir Kkiiresel slant helis

Teorem 5.5, bir kiiresel helisten bir helis ve bir kiiresel
slant helisten de bir slant helis tiretmek i¢in kullanish
bir yontem vermektedir. Ayrica elde edilen helis ve
slant helis egrilerinin birim hizli egriler olmasi
yontemin kullanighhigini arttirmaktadir.

6. Asli normaller gostergesinin Mannheim-
dogrultu egrileri

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egrinin asli
normaller gostergesinin Mannheim-dogrultu egrileri
tanimlanmis ve bu egriler ile ilgili bazi 6nemli
bagintilar elde edilmistir.

Tanmm 6.1. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, I ,

o . . . a
& egrisinin asli normaller gostergesi ve 'B, N

o o o L. O
egrisinin X -dogrultu egrisi olsun. B egrisi N

o . o o a
egrisinin Mannheim egrisi ise B egrisine N

egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi denir.

Onerme 6.2. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri ve

a . . .. .

N, & egrisinin asli normaller gostergesi olsun. B
U 21 o . o o
egrisinin N egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi
olmasi i¢in gerek ve yeter sart (3.1) denklemindeki
fonksiyonlarin

X(sy) =sin(IKNdsN) y(sy) = cos(IKNdsN)
z(sy) =0 ’

olmasidir.

)

. =B,
ispat. Mannheim egrilerin tammindan 7 N
oldugu bilinmektedir. (3.4) denklemi kullanilarak

!
X'—yx, =0
y'+ XK, —27y =0

'+yr, =k

A (6.1)
diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (6.1) deki

birinci, ikinci ve liglincii denklem 51ra51y1ax, y ve £
ile carpilip, elde edilen sonuclar toplanirsa, (3.3)
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denklemi yardimiyla Z = 0 elde edilir. Z=0 degeri
(6.1) sisteminde yerine yazilip (3.2) esitligi goz
ontiinde bulundurulursa, (6.1) sisteminin ¢6zimu
asagidaki gibi bulunur:

X(Sy) =sin(.[KN ds,, )
y(sy) :cos(_[KNdsN ) z(sy) =0. 0

. .. LAy .
Asli normaller gostergesi N ile onun Mannheim-

dogrultu egrisi B nin egrilikleri arasindaki iliskiler
asagidaki gibi verilebilir.

- [04
Teorem 6.3. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, =~
, @ egrisinin asli normaller gostergesi ve B , O

. . o o a
egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi olsun. ~ N ve B
egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliskiler
mevcuttur

Ky =Ty cos(jKNdsN) T, =Ty sin(IKNdsN)
ve

i
2

__ % i
L o S
Ko TTp \Kp) Tn=AKp TTp
Ispat. (6.1) sisteminin {gclincii  esitliinden
Ky;=T cos(jx ds ) i}
g N NN oldugu goriliir. Onerme
(6.2) den,

X =T, :sin(IdesN )TN +cos(jz<NdsN ) N,
bulunur,

N,=B
B N oldugu bilinmektedir. Boylece B egrisinin
birim binormal vektori

B, =T,xN, = COS(JK‘NdSN )TN —sin(IKNdsN ) N,

olarak bulunur. Binormal vektorin tiirevi alinarak ve
(2.3) Frenet formiilleri kullanilarak

T, =17y SIN (J.K‘N ds, )

ayrica Mannheim egrilerin tanimindan

elde edilir.

Diger taraftan, B egrisinin egrilikleri kullanilarak

2 2
=K, +7T
I egrisinin burulmasi p £ olarak
bulunur. B egrisinin egrilikleri orani
T
tan(IKNdsN):—ﬁ
K
B oldugundan
T
IKNdsN =arctan| £
P bulunur. Son esitligin
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_ K Ts
Ky =773 2|
tirevi alinarak elde edilir.

Teorem 6.3 kullanilarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 6.4. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, Oy
& egrisinin asli normaller gostergesi ve ﬂ , @y
egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi olsun. @y ve ﬂ
egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliski
mevcuttur
_1
fy=F—
Gﬁ .
Burada ve O , sirasiyla (2.1) ve (2.2) deki

fonksiyonlardir.

Teorem 6.3 ve Sonug 6.4 kullanilarak asagidaki teorem
verilebilir.

Teorem 6.5 &, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri, I

o . . . a
, @ egrisinin asli normaller gostergesi ve B , N
egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi olsun.

i) B egrisinin bir slant helis olmasi icin gerek ve yeter

(94 . N .
sart N egrisinin bir kiiresel helis olmasidur.

ii) B egrisinin bir dogru olmasi i¢in gerek ve yeter

a . . e . .
sart N egrisinin birim kiire {izerinde bir cember ya
da bir cember pargasi olmasidir.

Teorem 6.5, kiiresel bir helisten slant helis tretmek
icin kullanish bir yontem vermektedir. Ayrica elde
edilen slant helisin birim hizh olmasi yontemin
kullanishhigini arttirmaktadir.

ay o

Asli normaller gostergesi ve egrisinin

egrilikleri arasindaki iliskiler kullanilarak & egrisi ve

B Mannheim-dogrultu  egrisinin
arasindaki iliski asagidaki gibi verilebilir.

egrilikleri

Onerme 6.6. @, 3-boyutlu Oklid uzayinda X * 0 olan

RV 24 N . . .
biregri, N, & egrisinin asli normaller gostergesi ve

,B’O‘N

ve B egrilerinin egrilikleri arasinda asagidaki iliski
mevcuttur

=T1+o? sin(jzc\/1+ f241+ azds)

egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi olsun. &
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Ispat. Teorem 6.3 ve (2.5) esitliklerinden aciktir.

Onerme 6.6’dan, asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.7. &, 3-boyutlu Oklid uzayinda X # 0 olan
bir egri, @y , & egrisinin asli normaller gostergesi ve

a . . o U
'B , N egrisinin Mannheim-dogrultu egrisi olsun. 'B
egrisinin diizlemsel bir egri olmasi i¢in gerek ve yeter

sart @ egrisinin slant helis olmasidir.
Ispat. (2.2), (2.4) denklemleri ve Onerme 6.6’dan
acgiktir.

7. Ornek
3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri

“(S):(C"SI N1 fj

parametrizasyonu
normaller gostergesi

o) ()8

olarak bulunur. Burada S hem & egrisinin hem de

ile verilsin. Bu egrinin asli

ay . . Oy

egrisinin yay uzunlugu parametresidir. asli
normaller gdstergesinin evoliit-dogrultu  egrisi,
Bertrand-dogrultu egrisi ve Mannheim-dogrultu egrisi
sirasiyla

B (s) = [\/Esin clsin(
—\/Esinclcos(

)+C SCOSC, +C j
)+c5,

. S
2cos€sm[—)+c ssm¢9+cJ
,\/_

2
ﬂM(S)_[_\E 2sm(s ﬁ+cgj+cg,

2 S
—mcos(s—ﬁwg}qo, cnj
c,(i=1..11)

integrasyon sabitleri ve O sabit bir acidir. Maple 18
c, =x/b

kullanilarak, ,

,11) ve 0=r/4

Sl %l

?

Bs(s) = ( —J2cosOcos

olarak  bulunur. Burada ler

programi

c=0(=2

alinarak, verilen
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Q egrisi, & egrisinin asli normaller gostergesi On
Oy egrisinin evoliit-dogrultu egrisi, Bertrand-
dogrultu egrisi ve Mannheim-dogrultu egrisi sirasiyla
asagidaki gibi ¢izdirilmistir (Sekil 1-5).

Sekil 3. N asli normaller gostergesinin evoliit-dogrultu
egrisi

Sekil 1. ¢ egrisi

Sekil 4. N asli normaller gostergesinin Bertrand-dogrultu
egrisi

-0.54

0.5

1 1

Sekil 2. a egrisinin asli normaller gostergesi y

-1.5—

Sekil 5. N asli normaller gostergesinin Mannheim-
dogrultu egrisi

7. Sonuclar

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir
egrinin asli normaller gostergesinin evoliit-dogrultu
egrisi, Bertrand-dogrultu egrisi ve Mannheim
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dogrultu egrisi tanimlanmistir. Tanimlanan bu
egrilerin her biri, asli normaller gostergesi ile birer

baglantii  egri ¢ifti olusturmaktadir. Bdylece,
egrilerden birinin 6zellikleri kullanilarak, diger
egrinin Frenet vektorleri ve egrilikleri gibi

diferansiyel geometride ©neme sahip 6zellikleri
bulunabilir, ayrica egrinin diizlemsel egri, helis egrisi
ya da slant helis egrisi olup olmadig1 gibi bazi
karakterizasyonlar elde edilebilir. Tanimlanan bu yeni
baglantili egrilerin en 6nemli 6zelligi ise bilim ve
dogada siklikla karsilastigimiz, bilgisayar grafikleri,
bilgisayar destekli tasarim, makine miihendisligi, disli
carklar gibi bir¢cok kullanim alanina sahip helis ve
slant helislerin Uretilmesi i¢in kullanish yéntemler
ortaya koymasidir. Bu makalede ortaya koyulan
incelemelere benzer sekilde, 3-boyutlu Oklid uzayinda
bir egrinin tegetler ve binormaller gostergelerinin
dogrultu egrileri, devam eden ¢alismalardir.
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