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AB5ıRAcİ
Th6 cl.sBlcll Llne.r Pro!..mming Moo'€I is 6 w6ll known

l6chnlq!6 to fl.d lhğ ploflt m6r(ı6izing p,odud combiMtlon,
ln üi, paper. wo dov6lop.d s pslamel,jc LP hodol to d6

lormin. the oinIhum .6!ourco uıiliulno p,od!'t combln'ılon
dt ğch prorlt lavğl.

For ıhı9 pulpo3€, tho 
'ollowıno 

modiflc.rlon! h'v6 rc ba

m.dğ on rhe clss§lcrl lP ıhodeı: (1) ıh6 obi,cdvo funclıon
l. €et iö lnıoize th6 tolsl .o9o!rc6 6ag., (2) 3 ne coftlll-
jnt should b6 .ddod to th6 co.str6lnt 3et ol th6 cla9slcal LP

nodel, Th6 16ll hand.ide o' ihi6 n6w €quality @nltraint is th,
o6jğcliv6 

'unction 
ol üo.|agsi@l LP mod€l, İh, nght hand

sldo i! ü. liıed coit of lh€ lnn plu3 a pa,am6t€l. 

', 
whlch

shoM th6 oroiit |€v6l. rhe flm s*ks ro .chlev6,

1-GlRlş

Boşoboş Nokto§l (BBN) Anolizlerı genellikle tek ülün esosıno

doyonlrlor, Blrden çok ürüne doyoll yöntomler Ve bu yöntemleİle il_

gili çoıışmolor literotürdo ozdıl, Birden çok ürüno doyolt yöntomlor-

de ürün bileşimi icindeki ürünlorin birbirlerine oronlorlnln sobit ko-

bul edilmesi, her bir ürün bileşimi acIn oyrl bir problemin cözülme-
6inl geroktirir, Bunun do zor vo uzun bir yokloşlm olduğu oclktlr,

Buno korşlllk, birden fozlo doğişken kullonon Doğrusol Prog-

Erciy6§ Ü.lvor§ıteEl lktlı.dl v6 lderl

€.ciy* Üntvğİglt.6l lkilladl v6 ld.rl
sillnrl.r f.ıİh..l 6ğl€tld üY.sl,

Bılıml.. F.kültğ.l öğrcnn üy6.1.
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romıomo (DP) Yöntoml bu tür onolizlerl koloyıoştırır. Bu yöntomln
kullonllmosl holindo bir odet DP probleminin cözülmesiyle sıf|r k6r
oetiron ürün bjıeşImleranin, eğer vorso, türnü eldo edilir.

Bir ışletmeyi en yüksok kğtkl poylno uıoştllon ürün biıeşimini
buımok ıcın düzenlenen Dp Modeli şöyle özet|enjr:

Amoc FonksiyonuIz (en yüksek) ='kx
slnll KoşıJllon j 

' 
olx = bi

x,>0
Burodoki kotsoyl vo doğişkenler şöyle tonlmlonobllirıeİ :

z = enyüksokIenmek lstenen toplom kotkı poyl
x = j inci üründen üretjıen miktor
ki = linci ürünün kotkl poyl, j incl ürünün birlm sotlş fl-

yotl ile bırim değaşır moliyeti orostndoki fork
o| = teknak kotsoyllor
bt = ürotam veyo pozorlo ilgili kopositeler

8irden cok ürün ür€ton firmolorl BtsN'no uloştlron ürün blloşim-
lerini bulmok omoclylo yukorldokj mode'e yeni bİr smır koşulu ek-
|enmolldi.. tsöyıelikle genişletilmiş oıon bu yeni modele Mod€l I odr
n| verolim. ds|f|r KÖa slnlrü) dedjğjmiz bu yoni slnıa koşulunun ek-
lenmesiyle Model I şöylo yozllobiıir:

Amoo Eonksiyonıj: z(en yüksek) = İkx

{bütün i ler lÇjn)

slnlr Koşulloll :

MoDEL I

otlxl < bt (bütün l le, icin)

k]x] = sM

j

l
xı>0

Burodo sM toplom sobit moılyetlerl gösterir.

Model l bozl özel durumlol dlş|ndo dojmo cokıu oözüm vele-
cektir (1). Bu durumdo bu çözümlerden hongisinin seçilmesi gorek-

{'| l Bu ıonud. ğakhE
ö!e! .n, c.m.l, .Bll Mllcle oı.lln.,, |r1.1t . D.r!1.1. cltt lv, savı 1_2. EL
ıu.un, t979. s. l87_205,
Öırnv.n. cmrl - Y.tmrz c.nolı, .Doğru.rl P.oc..nl.m.nh B.rat 9 An.!lıı..
d. KüJll.nlm,. Muö.r!ö. En.tıtü6ü Dggl.I, Yll 9, s.yl 3l, 1983, lst nbul,
s.35-çı.
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tlği sorunu korşlmlzo clkqr. sıflr k6r gotir€n bu ürün bileşImlerln,

oJn. 
"ıo"u", 

en oz koYnok kullononml tercih etmemiz gereklr,

Probleme bu yeni omocın kotılmostylo firmoyl Karo Geciş Nok-

'or'no-rıoş'non 
(i} ,o en o, koynok kullonlmln| gerektiren tek bir

iri'" i'eşil' bulunur, au niteliklera toş|yon ürün bileşimini bulmok

için şöyle bir model önerilmiştir 13) :

Amoç FonksıYonu: c (en küçük) = ı cx

slnır Koşullon :

MoDEL II

l

i

klx, = sM

oıü| < bı

x,>0
Burodo c kotsoylsı j inci üründen bir birim üretmek lcin gerokli koy-

nok ı.rılon,a,n,,'c boğımlI değişkeni ise toplom koynok kullonlmlnı

gİ;,";ouOlr. Model II yolnızco sıfır k6r noktosındo en oz koynok

irılon,.,n, 
"oğıoyon 

ürün bileşiminin bulunmosl ]çin kullonllmoz,
'o"o]şiı. 

ta, oJzeyıerınoe en ou koynok kullonlmını gerektiren ürün

İlİJrİ.'"r'n'n bı.ılunmosı omocıylo do yukondoki Model lI den yo-

lorIonllobilir.

2 _ KoNuYA GET|R|LEN YEN| BoYuT

BBN ile moksimum k6r orosündokl her bir kör düzeyinde 6n oz

ı,oynoı< ı,uiıon,mı, ürün bileşimini bulmok omoclndo olduğumuzu ko,

iri "oai. 
]B, oro",r,ro uloşmok için Model II dekı slflr K6r sl-

ilrının sog torofıno hedef olınon k6r düzeyi eklenmelidir,

tsu uiguıomoyı bir örnek probl€m üzerindo göstorelim,

öRNEK 1

Mlktorlorl x, ve x1 ile gösterllen, lkl ürünü üreten bir filmonln

sotii' .oıiv"tı"rinin 9 bin Ta, omoçlodlğl k6r düzeyinin 4 bin TL.ol-

irgr", oior, edelim. Hor bir ürün için g€rekli bilgiler oşoğldodtr:

(bütün I ler icin)

Ka.. G6çlş Nokt63l do_
l2l Bu mal!t.d. B.r.b., Nokr!,|, sfır rlr Nöit"ı v,

ylml.ri bnbarlğrlnln ydln. killIınllm r,
{3| ö20üv6n, cğhal - Yllm., cğnglı,,ooğfu!,t Prcğdml,mlnln

,lhd6 Kull6nlhı., Muhr.eb6 Enstlti]sİ Dorg|,I, Yıl 9, s'yı 3l,

s.3r/ı2.

1983. lıtlnbul,
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ürün 1 Ürün 2 Eldekl Koposjto

Mokine I (§oot/bırim)

Mokine JI (şoot/bjrim)

işgücü (§oot/blİlm}

Kotk| Poyl (1,000 Tllblrim}

10

4

10

4
1

2

40 soot
40 soot

Flrmonln hedota 4 bin TL k6r geıiren vo en oz işoücü kullonon
ürün biloşjmini bulmoktlr,

Bu durumdo, Mod€l ıI yukorldo onlot|ldlğl şekilde uygulondlğın-
do şu DP Problemi eld€ ediıir :

c (en küçük) = 4x! + xı

PRoBLEM I

Bu problom çözüldüğÜnde fırmoyl her iki hedetine de uloştlron(irün bi]eşimi I\=5/2,r<,=11/4] daftk buıunur. Bu noktod; fir,
monün kulIondlğl toplom işgücü 51/4 soottir.

sıfır k6r ile moksimum k6r orosındo sonsuz soyüdo k6r düzeyi
clduğuno göre, her bir k6r düzeyindeki en oz koynok kuılonlmıl ürün
bileşimini bulmok için yukorlcıokl gibj sonsuz soyldo ploblemjn çö-
2i]ımosi gereklr.

Bu zcrjuğu oşmok icin Model II deki slfı. Kdr slnınnln soğ to_
rofındo sM'nin yonlno hedeflenen kör düzeyini gösteron 0 poro-met,
resi eklenmolidjr. Böylelikle oııJşturduğumuz bu Porometrik Prog-
lornlomo Mcdeıi'ne Modol TtI diyellm:

5x1 + 1ü,
10x! + 4x,
3x, + 2xı

Amoo Fonksiyonu c (en kücük) =

a40
440
= 9+4
>0

' 
cx

I

8sınlr Koşullorl

MoDEL III

=sM+! kı
j

, olx
l
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Bu modele oöre kurulon bir odet problemin çözümüyle, a poro,

metresine Verilen değıŞik doğerlere boğlı olorok h6r bjr k6r düzoyi

icin en oz koynok kuılonlml| ürün bileşimi bulunur, Böylolikle, hor
bjr kdr düzeyi jçin oyrl bir problom cözülmosi zorunluluğu ortodon
kolkmlş olul.

Önerilen yokloŞlmo 9öro kıJrulon ploblemln çözümünü vo so,
nuçlorlntn yorumunu gösterebiımok ioın Model III'ü yukorldo veri-
len örnek probleme uygtlloyollm.

3 _ MoDEL ıtI,ÜN uYGuLAMAsl

Yukolldoki ömek prob]emin Modol III'e göro kuruluşu şöyl€dir:
c (en küçük) = 4xı + xı

5x1 + 10x, <40
PRoBLEM II 10x1 + 4xı = 40

3xı + 2x, = 9+d
xı.x,,o > 0

GRAF|K I



Problom ll'nin s|nlr koşulton Grofak ı üzerinde çizilmiştir, s!f|r
Kdr slnır| orofikte cf} doğrusu ile gösterilmiştir. cB doğrusıJ ile il-
glli 0 doğ€ri, yoni, k6. süfürdür. d > 0 durumundo o'nln değeri ort,
lıkço cB doğrusu porolgl olorok soğo koyocoktlr. Pozitıf a değer-
ıeri için, cB'yo porolel olon bu yeni smır koşulıorlno (doğrulğro) or-
tlk (sıfır K6r slnlrl» donilomoz. Bunloro «K6r slnürlorl» demok dğho
doğru olur,

, = o iken Problem Il'njn uygun cözüm oıonl cB slflr K6r sı-
nınnln oDFE dörtgğninin içinde kolon AB porçosldlr. d değeri ğrt,
tlkço Kör sınlrt odml olon bu doğru poroosl porolel ololok soğo
koyor ve o d doğeri için problemin uygun çözüm olonlnı belirlel.
a, = 5 olduğundo Problem ll'nin uygun cÖzÜm olonı F noktosl oİur
ve 

' 
> 5 için Problem ll'nin uygun çÖzüm olonl bıJ]unmoz. Bu ne-

denlg farmonm uloŞobileceği on yüksek k6r düzeyinin 5 birim oldu-

ğunu söyliyobıliriz.

Önce Problem ll'nin 0 = 0 içın Duol simpleks Metod'lo optl-
mum çözümünü bulollm. Bu omoclo, suni doğişken kul]onmo zorun-
luluğundon kurtulmok ıcln

3xı+2x,=9+0
sln|rlnl lki eşitslzlık holinde yozollm:

3h + 2\,= 9+0

-3x, 
_ 2x2 =-4-0

soylsl dörd6 çlkon sınlr koşul|orlmlzdon her birine bir y boş değiş,
konl ekledlğimazde Problem It'nin formülosyonu oşoğıdoki şekıi oır:
c (en kütük) = 4x1 + xz + 0, + 0y. + 0y3 + 0y.

5xı + 10x, + y,
10xl + 4x, +y2
3x1 + a, +

lxı _ 2xı

=40+00
=40+00y. = 9+ 0

*Yı =_9_0
XıXz, Yı Yı, Yı, Yı 0 > 0

Bu 
'ormülosyonlo 

ilgili boşlonglç ve sonrokl Duol simpl6ks Tob,
lolor Tobıo I de verllmi9tlr.

Toblo ,1.0 doki cözüm (xt = 0, )(, = 0, c = 0) optımum olon fo-
kot uygun olmoyon biİ cözümdür v6 Groflk I'da 0 noktoslno ko§ı-
İk oelmektQd|r.
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Duol simplek§ Metodun kurollollno göre Toblo 1.0 üzerindo bır

itero6yon yopthp Toblo 1.1 deki cözüm eldo edilmiştir. Bu çözüm
(xl = o, x, = 4.5. c = 4.5) yine optimum olon fokot uygun olmoyon
blr cözümdür vo Grorlk ı de c noktos.no korşılık golmoktedlr.

tledef ollnon optimum ve Uygun cözüm Tqblo 1.2 do aı,

do edilmlştlr. Grofik I d6 A noktosl ile gösterilon bu cözüm

{xl = o.5, & = 3.75, c = 5.?5) firmo için en oz koynok kullonlml|, sl_

flr kör voren ürün bileşimidir, Doho önce do vuroulodlğlmP gİbl bu

cözüm a = o içln gecorlidır. Toblo ,ı deki hor olt toblodo Tom6l 'De-

ğişkenlorin Değorlorı (TDD) sütunundoki 0 terimlorl slflİlo çorp|llp
§obit ter|m1619 oklenQrek çözüml€ro uloş|lmlştlr.

TD TDo
..b|t t..io a to.ıml

o
0
o
l

o
40
ao
0

-9

c ı _-4 -1 o o o o

Yıo 5ro'l 0 o o

1.o ,2 o to .ıı o 1 o o

Y3 o'3 z o o 1 o
ya o_3-2 o o o l

1.33 o.5

o.5/ı,6

22

o
ıı,6

, -2.5 oo 
_lo_ 

o
o -0.6o6

o2
l1
o -0.6

oo
1o1.1

ol
oo
ooİ" o 1.5 1

c

-2o
0.6

o8AN o.25

---o.25 o
_--o.1o o

o.4 1

oo
o.15 o

o -1 .75

o __-o ]5

o4
ı1
o 0.25

1.75

o.6

o
--4.25

5.75

o.5
20
o

3.75

cloo
xıolo

1-2y7ooo
Yıooo
hool

İABlo l
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0 > 0 olmo§| hoılndo Problom ll'nin çözümü Tobıo 1.2 nin TDD
sütunıonndon Yolorlonllolok Şöylo bulunur :

l 11.75|, l0.5 l+0|-4 ll0l
]__025 _.]

i a5.75
0,5 

]

=20i
0

1clı,
lv"
lv"
Lı,

(])

0>5 durumundo yı<0 oıocoğl icin,0<04 5 oroılğlndoki uy_
gun Vo optimıJm oözümler iıişki (1) den bulunocoktlr a > 5 ilo jlgilİ

optimum ülygun tözümlgrin bulunmosl icin Toblo 1.2 de bir itoro§_
yonun yopllmo§| gerekir. Ancok, bu toblonun y, sohrlndo hio bir
negğtif elemonın bulunmomosl bu jterosyono olonok vermez. o hol.
do, d > 5 içjn Problem II nin uygun çözümü yoktur, (4}.

iijşki 1 de, 
''yo 

0 ile 5 orosmdo forkll doğorıer verilerek o k6r
düzeyi ile ilgiıi on oz koynok kuılonlmll ürün biıeşimi elde ediIjr.

0 = 4 aken ilişki 1'den (xt = 2.5, x, = 2.75, c = 12,75) optimum
uygun çözümü buıunıJa, Bu, Problem 1'an yukondo bulunon çözü.
münün oynlsldlr.

0 = 5 lken oynl ilişkiden (x, = 3, x. = 2.5, c = 14.5) optimum
uygun çözümü bulunıJr. Bu do Grotak ı'doki doho önco sözü odil.n
F noktostdll

öRNEK 2

Örnok 1 deki firmonln toplom işgücü yerine toplom oneİİi
kullonımlnl en kücük yopmok istediğinj vorsoyol|m, Birim boşlnğ bi-
rinci ürün ,l birim enerjİ, jkinci ürün 4 biim enerii kuılonümlnl go_
rektirdiğine gör€, diğor Vorjler oynl kolmok koydlylo Probl€m ll'njn
yoln|zco omoc fonk8iyonu doğişir.

(4| Paİahetlık slmplğkg ,M6todunun Kur.ll.n ıçh örkInı.:
V8n dğ P.n.o, c.. M.thod. Fo. umr And o{.dr.Jc PE!.aİmho, Nonn_
Holl.nd Publlğıhg comP6.y, ı975,



c{onkücük) = xt + 4xı
5xı+lür=40

10x1 + 4x, < 40
PRoBLEM III 3x1 + 2ıı = 9+0

--3xı- 2x, =-9_0xl,,lr,o > 0

P.obtem tII llo llgill oözüm toblolorı Toblo 2 de verilmiştir. Bir

ltero§yonıo d = o için optİmum uygun çözüm Toblo 2.1 do 6lde

edilmektedir. Grofjk l'de B noktostylo gösterilen bu çözüm do

(xı = 3, ı, = 0. c = 3) olur.

İDD
s.hlt t rlm atollhl

TD

c t _! -_-4

Yıo5ıo
|zOiO4

2.o yı 'o 3 2

y.o-J-2

0
1

0

0

o

o
o
l
o

o

o
o
o
1

o

0

o
o
0

1

o
ao
40
9

__§

o
o
o
1

_,

o.33 2

c

2.1 y.

_-3.33 o
6,E6 ,l

_2.60 o

o _0.33
o 1.66
o 3.33

l!
o _--o.33

0.33

-1.66

o
o,33

1

o
o

o
o
o

o
,l

o

1

0

o

3

lo

o
3

o

o
oo
0.60 o

onAN 1.25

c

?,? ,ıı

1

o

o
o
0

o
o
o
o
l

o
o
,!

o
o

o
1

o
o
o

-1.26 o _--4.5

?.a 0 lo
__-0.375 o -1.25o11

o.25 o o.5

_e.5 4,5

60 -ro
-3,75 1,25

oo
6.6 -_-o.5

TAaLo 2
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o'nln değlşik değe.lerl lcln oron|lon uyoun vo optlmum ürün bl,
leşimlerj Toblo 2.1 dokl TDD §ütunlonndqn bulunur:

Bu lllşk| 0=o<3 orosındo geç6.1ldlİ.0>3 lken yr<0 olocoğü
|9in olde edilen cözüm optımumdur omo uygun değildjr. tsu neden-
le, 

' 
> 3 loln yenl bir lterosyon yopllmqsl gereklr. Tobıo 2.1'jn y,

sotırlndo bır eksı değer bulunduğu ioin bu iterosyon yopllobilir,

Bu lterosyonun oonucu Toblo 2.2 de yer olmoktodır. 0 > 3 ioln
optimum vo uyoun ürün biıeşİmlerl yine bu toblonun TDD 6ütunlo-
rlndon Q|do edilmoktedir :

\2,

|cl ı-.T Io$T
lv, 1 l25 l 1_1.66 l

lv, ]= l10 + 0 .|-J.33 l

ly, l l0l | 0 l

lx, l l 3l l 0,33 l

T q.s-ü

]-10 l

| 1.25 
|l0l

_|--4.5 ]-

]-c 
-ı l--9

|v, l 50

|x, | = I--3lv"| |0
l-r,_l l 5.

_-
.5

I

.75 l + 0

l

.5]

l3)

3 < 0 < 5 orostndo, lllçkl {3} opt|mum ve uygun 9özüml6rl verm€k-
tedir. , > 5 lken yt < 0 o|ocoğlndon doloyl yho yeni blr ltgİosyonun
yopllmo8l g€r6klr. Amo, Tob|o 2.2 nln yı 3ot1.1ndo h€r hongl bİr ek-
8ı doğgr bulunmodlğl içh bu |t€rosyon yopllomomoktodlr. 

' 
> 5 lçln

Probleın ul'ün hlç blİ uygun cözümü yoktur.

Toblo 2.1 vo 22 nln Groflk I üzerlndekı yorumu şöyle yopllo-
biılr: 0 = 0 olduğundo ll|9kl (2) d€n Gİoflk I deki B noktoglnl bulu-
ruz. 

' 
sflrdon ü9e doğru yüksolirkon Grofik I do B noktoglndon E

noktq8lno doğru gitmekteylz. lılşkl t2l v6 ilışkl {3) , = 3 için Grofik
t dekl E noktos|nl verİt o > 3 ıoın |lişki {3) ü kullondlğlmızdo, Gfo-
flk ı do E 116 F oroglndoki doğtşık noktolorl buluruz. a = 5 olduğun-
do 'F noktoslndokı opılınum uygun çözürno uloşlnz.

l7a



4 _ soİ{uç

Biİden ook ürün ür6l6n 
'|rmolon 

§lllİ k6r düzeylndğ 6n oz koy-
nok kutlonlml| ürün blloşimlno uloştlron DP modelİndo {Mod€l II)
bl, doğişiklik yoplloblllr. Bu d6ğlşikıik, slflr Kdr s|nln'nın soğ toro-
flno k6r düzeyini gösteren a poronetreslnin eklenmoŞIdir. tsöyloce,

§|f|r k6r düzeyindo on oz koynok kullonlmll ürün bileşimini veren

irodel II yerine slfl. do dohil değişIk k6r düzeyl6rİnde en oz koy-

nok kullonlmll üİün blloşimler|nl veren y6nl bir model golİştiriıebilir.

Eldo edjten bu yğnl ıPorometrlk Prooromlomoı Modoli (Modol

III) Model II'yo göro doho 96nğl va doho liullonlşlldır.

Bunun do öto§lndo Model III bır işIetmoyl en yüksek kotkl po,

Y|no uloştlron ürün blleşiminl do doloyll olorok vğrmektedir. Diğer

bir deyişle, ModeI III'dQ en yüksek 0 değeri ilo llk boşto verllon

ve bir lşletmoyl en yük§ek kotkı poyno uloştlron ürün biloşimini

buımok lcin düzenlenen DP Modolinln bulocoğl çözüme u!o§lll,,
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