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ABSTRACT

In this paper, we mainly concentrated on special types .
of beta distributions which are employed in probabilistic PERT
models. Contrary to the existing literature, it is claimed that
the mostlikely or modal value of the beta distributions should
not be estimated. Because, for a given set of parameters and
an estimated range, the modal value of the beta distribution is
completely determined. Thus, depending on the magnitude of
the dlfference between the estimated modal value and the cal-
culated one, expected completion time of each activity and
that of the project may differ greatly from the one that could
be obtained otherwise. This difference consequently, may cause
selection of an incorrect critical path and misleading comple-
tion time probabilities.

1. GIRIS

PERT (Program Evaluation and Review Technique) 1958 yilinda
Amerikan Deniz Kuvvetleri Ozel Proje Biirosu, Lockheed Aircaft Sir-
keti, Booz ve Allen and Hamilton firmalarinin birlikte geligtirdikleri
matematiksel bir yéntemdir. Bu makalede PERT ve PERT'in kulla-
nim alanlarina deginilmeden, olasilikli PERT analizlerinde yer alan
ic farkli beta dagiimi ve bunlann uygulamadaki yanhs kullanimla-
n tzerinde durulmustur. Bu cerceve icerisinde; konuya acikiik ge-

* Esciyes Universitesl |ktisadi ve Idarl Bilimler Fakiltesi Ogretim Oyesi.
(1) Fazla bilgi igin bkz. Hahn, Gerald J., Shapiro, Samuel S., Statistical Models
In Englneering, John Wiley and Sons, 1967, pp. 91-99.
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tirmek gayesiyle, dnce beta dadiimi teorik olarak incelenmis daha
scnra da bu dagihmin yanhs kullaniimasi sonucu dogan hatalar or-
taya konulmustur,

2. BETA DAGILIM FONKSIYONU

Bu fonksiyon gekil veya bicim parametrelerinin (y ve ) degi-
gik degerleri icin farkh bicimler alan bir dagihm ailesi fonksiyonu-
dur. Burada, Olasilikli-PERT analizlerinde kullanilan beta dagilimi in-
celendiginden parametrelerin bazi ézel degerleri ele alinacaktir. $6y-
le ki;

N v>1,9>1ve y=1 ise dagiim simetrik,
2) y>1.97>1ve y>q ise dagiim sola carpik, ve
3) y>1,9>1ve y<qg ise dagiim saga carpik bir hal alir (1).

Beta dagihimi PERT analizlerinde kullanildi§i gibi, pratikte bir
¢cck problemin ¢éziiminde de kullaniimaktadir. S6z konusu dagilim
esas itibariyle [0, 1] aralidinda tanimlanmis ve uygun bir transfor-

masyonla en kicik degeri k ve en biiyiik degeri b olan [k, b] ara-

iGinda kullanilir bir hale getirilmistir. Birtakim &zelliklere aciklik ge-
tirmek amaciyla [0, 1] ve [k, b] araliklarinda tamimlanan beta da-
Gilimlar ile PERT analizlerinde kullanilan G¢ ézel dadihmi kisaca
inceliyelim.

2.1. BiRiM ARALIKTA TANIMLANAN BETA DAGILIMI

Bu dagilimin fonksiyonu,

I y+9) o n-!
fix,y9) = ———X (1-x) , 0=x=1,9>09>0 (1)
I {y) T(n) :

clup,ortalamas;,

t=E =fxf{x)dx (2)
R

genel ifadesinden; variyansi,
o = Var (X) = E (X-p)? = E (X?) - 1,2 (3)
genel ifadesinden; ve variyansin elde edilmesinde kullanilan E (X?) de

182




EX) = § x*f(x)dx 4)
R

genel ifadesinden yararlanilarak bulunur. Burada f (x) dagihim fonk-
siyonu ve R de bu fonksiyonun tarif arali@dir. Bu durumda,

: 3 _
AN j‘1xx7 (1-x)n1dx

E(X) =
I(y) [0
[ (y+n) Y 9
= x (1-x) dx (5)
“T(y) T'n) O
olup (5) nolu esitlikteki
19 7-1
S x (1-x) dx
0
de
[ (y+1) [ (n)
(6)

r (y+9+1)

ifadesine esittir.
Ayrica gama fonksiyonun

I y+1) =7 I v
zelliginden faydalanarak (6) nolu esitlik,
vy Ly I

(y+2) [ (y+n)
seklinde yazilabilir. (3) nolu ifadede integral yerine (7) deki ifade
vaozilirsa, ortalama

C (y+n) y Iy [ y
E(X) = : = (8)

LT (y+n) T (y+n) v+
olarak bulunur. (4) nolu esitlikten dolay1,

[ (y+m) I1 -1 7-1

(7)

E (X3 = x2x  (1-x) dx
[ () T @) O
I (y+n) Tyl 7-1
= 5% (1-x) dx 9)
F(y) [y O

ve (9) daki integral ise,
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1-y+1 7-1 I (#+2) T ()
= (X)) - ol Rt = (10)
0 [ (y+n+2)
olup, gama fonksiyonunun sdzi edilen o&zelliginden faydalanilarak
(10) esitliginin sag tarafi,

[ (y+2) T (n) (y+1) y L () T ()

[ (y+9+2) = (y+2+1) (y+2) T (y+9)

seklinde yazilir ve (8) da yerine konularak gerekli kisaltmalar yapil-
didinda tesadilfi degiskenin karesinin beklenen degeri icin,

v y+1)
EDO) = (12)
(y+n+1) (y+n)
ifadesi bulunur, (3) nclu esitlikte E (X?) icin (12) de bulunan ve u2
yerine de (8) de bulunan ifadenin karesi yazilip gerekli kisaltmalar
vapildiginda tesad(fi degiskenin variyansi icin,

(1)

7
o} = (13)
“{y+n+1) (y+9)?

ifadesi elde edilir.

2.2. SONLU BIR ARALIKTA TANIMLANAN BETA DAGILIMI

Ginlik hayatta karsilasran bir ¢ok degisken birim aralik iceri-
sindeki degerlerle sinirli kalmayip en kiciik dederi k ve en blylk
degderi b olan bir aralik icinde dagiimaktadir. Bu nedenle, birim ara-

lik icerisinde tarif edilen beta dagiiminin, &zelligini bozmadan, her-
hangi bir [k, b] araliginda igler hale getiriimesi gerekir. Béylece,
beta dagiliminin kullanim alani genigletilmis olur. Bu dagilimi [0, 1]
craligindan herhangi bir [k, b] aralidina tasimak icin birim arahkta,
0 = x = 1, degerler alan tesadifi degisken X lzerinde,

Y=k+ (b-kfy X k>0 b>0 k<b (14)

sekiinde bir dogdrusal transformasyon yapmak gerekir, Béyle bir
transformasyonla X tesadiifi degiskeni [0, 1] aralidin tararken Y te-
sadifi degiskeninin de [k, b] arahidini taramasi saglanmis olur. Bas-
ka bir deyimle,
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X
X

0 iken y=k ve
1 iken y=b

degerlerini alacaktir. (1) nolu fonksiyonda x yerine (14) nolu esitlik-
ten elde edilen,

y-k
x=

(15)
b-k

konuldugunda, [k, b] araliginda dagiim gésteren Y tesodiifi degis-
kenin densite fonksiyonu,

L (y+n) vk 71 * yk ™!
tiy.v.7) = Gy -y
(b-k) T'(y) T () b-k b-k
k=y=h >0 >0 (16)

seklini alir. Bu durumda Y tesadiifi degiskeninin ortalamasi,
py = E (Y) = E [k + (b-k) X] = k + (b-k) E (X) . (17)

oldugundan, (17) nolu esitlikte x yerine (8) nolu esitlikteki ifade ya-
zilip gerekli diizenlemeler yapilirsa, ortalama,

kn+ by
By = — [18]
Y+
olarak bulunur ve Y nin variyansi,
o=Var(Y) =E[Y-E(Y)]? (19)

oldugundan (19) nolu ifadede Y yerine (14) nolu esitligin sa§ tara-

findaki ifade, E (Y) yerinede (17) nolu esitligin sag tarafindaki ifa-
de konulursa,

oy = E [k + (b-k) X - k - (b-k) E (X) ]2
= (b-k?E[X-E(X) J* (20)

halini alir. Bilindigi tzere E [X - E (X) 1% X in variyansidir. Dolayisi
ile (10) nolu esitlikte E [ X - E (X) ]* yerine bunun esiti olan (13) no-
lu esitligin sag tarafindaki ifade konuldugunda, Y nin variyansi,
¢ &)
o2 = (b-k)? ' (21)
(y+2+1) (y+2)?

olarak elde edilir. Ayrica [k, b] araliginda tanimlanan beta dagilhimi-
nin modal dederi veya en muhtemel degeri, m, dagihm fonksiyonu-
nun tirevi alinarak sifira esitlendiginde,
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k(n-1) + b (y-1)
= (22)

Y+n—2
olarak bulunur. (18) nolu esitlikte kp+by yerine (22) nolu ifadeden
elde edilen k4+m (y+7-2) +b konulursa Y nin ortalamasi,

k+m (y+9-2) +b -
B = (23)
Y+

seklinde de yazilabilir.

2.3 OLASILIKLI PERT ANALIZLERINDE KULLANILAN
BETA DAGILIMLARI

Bu dadihmlar [k, b] araliginda tanimlanan beta dadihminin G¢
6zel seklidir. Olasilikli pert analizinde kullanilan beta dagilimiarinin
ortalama ve variyansi sirasi ile,

k+4m + b
by = —— (24)
6
(b-k)?
ol = (25)
36

dir. [k, b] araliginda tanimlanan beta dagiliminin beklenen degeri ve
variyansi, (23) ve (21) nolu ifadeler, incelendiginde; beklenen dege-
rin (24) nolu ifadeye ve variyansin da (25) nolu ifadeye esit olmasi,
sekil veya bicim parametrelerinin ancak agagida belirtilen Gc¢ fark-
Ih deger ciftini almasiyle mimkiin oldugu gorilecektir.

1) vy =3+\V2
7 =3—\2
2) ¥y = 3—\/2
n = 342
3) y =4
y % 4

Her (c halde de y > 1, > 1 oldugundan dagiimlar tek modiudur.
Birinci durumda vy > 5 oldugundan dagiim sola, ikinci durumda ise
v < 7 oldugundan dagdilim saga carpiktir. Ugiincti durumda v =19
oldugu icin de dagiim simetriktir ($ek. 1). Yainz, Gelnci halde,
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beklenen degder ifadesinde m nin katsayisi 4 yerine 6 ve payda da
8 degerini alir.
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k+6m+b
Y (28)
8
Fakat dagilim simetrik oldugundan (26) nolu ifade daima (24) nolu
ifadenin verdidi degere esit bir deger verecektir. Dolayisiyle, Gg¢iln-
cii durumda da yani dadiim simetrik oldugunda da (24) nolu ifade
dogru sonuc verecektir.

Yukarida bahsedilen (¢ parametri cifti icin dagilim fonksiyon-
lan sirasiyle;

13.008 y-k 242  y-k 2—/2
(— (1- —

(b-k)  b-k b-k

f(y, 3+12,3—/2) =



13.008 y-k 2—\/2 y-k 2+\/2

fly,3—v2,3+V/2) = =) (1- —)

(b-k) b-k b-k '
Kk=sy=b k>0 (28)
140 vy-k y-k
fly.4,4) = ( B e )* k=y=Db k>0 (29)
(b-k)  b-k b-k

halini alirlar. Bu dagilim fonksiyonlarinin grafikleri Sekil 1 de veril-
mistir.

3. SONUC

Clasihkli PERT analizi ile ilgili eserlerde (2) bir proje icerisinde
yer alan bagimsiz faaliyetlerin her birinin tamamlanma slresinin be-
ta dagiimi gbsterdigi kabul edilmekte ve her bir faaliyetin ortala-
ma tamamlanma siresi (24) ve variyansi da (25) nolu ifadeler yar-
dimiyle bulunmaktadir. Ayrica bu konudaki eserlerde, ortalama ve
variyansi hesapliyabilmek icin en kisa siire k, en uzun sire b, ve
en muhtemel siire m, nin tahmin edilmesinin gerektiginden bahse-
dilmektedir. Uygulamada da, ortalama ve variyans, tahmin edilen
bu t¢ deger yardimiyle bulunmaktadir, Bu makalenin 2.3 dnci bo-
limiinde deginiidigi gibi olasilikli PERT analizinde ortalama zamani
bulmak icin kullanilan (24) nolu ifade ve variyans: bulmada kullani-
lan (25) nolu ifade beta dadihim parametrelerinin ancak belirli de-
gerleri icin gecerlidir. Bu parametreler belirlendigi zaman beta da-
giliminin bicimi belirlenmekte ve her [k, b] arahg: icin beta dagih-
minin medu, k ve b nin fonksiyonu olarak kesin bir degere ulagmak-
tadir. Parametreler bolim 2.3 de bahsedilen 6zel degerleri aldiginda,
en muhtemel deder, m,

2—V2)k+ (2+\V2) b
o
R+V2)k+(2—\2)b
4

scla carpik dagilim igin;

sada carpik dadilim icin;

(2) Fazla bilgi igin bkz. Trueman, Richard E., An Introduction To Quantitatve Met-
hods For Decision Making, Holt Rinehart and Winston Inc. 1974 pp. 352-
355., Thireof Robert J., Grossee, Richard A., Decision Making Trough Ope-
ration Researh, John Wiley and Sons Inc. 1970, pp. 118-121, Hiller, Frede-
rick S., Lieberman, Gerald J., Introduction To operations Research Holdan-Day
Inc. 1973 pp. 234-241.
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k+b

ve simetrik durum i¢in de;
2

olmaktadir. Buradan da anlasilacagi gibi bu ¢zel durumlarda eger
k ve b tahmin edilmis ise modal deder ayrica tahmin edilemez. Ay-
rica tahmin edilen modal deger bahsedilen dagiimlarin, ¢cok blyuk
tesadiifler diginda, gercek medal dederleri olamaz. Bu durumda ger-
cek modal veya muhtemel degerin bilinen k ve b icin hesapla bu-
lunmas: gerekir. Baska bir deyimie, parametreleri ve yayiima alam
belli olan bir beta dagiiminin modu da bellidir. O halde, bu tir ana-
lizlerde belirli bir aralik icin tahmin edilen modal deder gercek mo-
dal degerden uzakta tahmin edilirse ortalama tamamianma sirele-
ri de belirli bir élciide etkilenir. Bu halde, ortalama tamamianma
siirelerindeki sapma,

4 (Gercek Modal Deger - Tahmin Edilen Modal Deger)

6
kadar olur.

Faaliyetler icin bu sekilde hatali olarak hesaplanan ortalama si-
reler, hatanin boyutuna bagh olarak, olasilikli PERT analizlerinde
yanhg kritik yériinge secimine sebep clabilirler. Sadece bununla da
kalmayip her bir yériingenin ortalama tamamlanma siresinin ve do-
layisiyle projeyi belirli bir siirenin altinda ya da ustinde bitirme ih-
timallerinin hatali hesaplanmasina yolacar. Bunun sonucu da, da-
ha tutarh kararlar verebilmek icin olasiikii PERT modelini kullanan
yoneticinin, beklediginin aksine, hatali karariar vermeye siriiklen-
mesinden baska bir sey degildir.
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