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|n üı. prp6r, vjg mlinly .o.conıratod on spocl8l typğ,

ot b6u disırlburlon. V/hich 6rc ompıoYod ln plob€billsnc PERT

nod.t.. co.t.ary io tho ğİl6tl.!o lit.raturo, h ls cı,Imğd ü,l
th. mctltkoly or modal v6luo ol üğ b.ta dlJtrlbutlon, Bholld
mt bo ostlmAtod. 8ğc!u.e, tol , qivon ,öt o' pa"m,rğ6 ,nd
6n gltlnalod ,ang., ıt6 modgl vslu6 o' ttıg b6ra dl§t,lbudon |,
complotgly d6termlnod. İhus, d6pondlno on tho magnltudo o'
th6 dlir6l6nğ. belwdm ttİo esıImstod hodal valoğ .nd üğ c,l
cul.t6d ong, atp6cısd compl€tlon tlm6 ol 6§ch ,ctlvity ond

thll ol th. Dloioct may dllfo. o.6.dy iroh thğ on6 üal co'ıd
bg obtlinğd otho lse, Thlg difr6ronc6 consoquğtrtıy, may c6!§0

,gl&llon o' an lncot..t crltic.l pıü and n|,1oadln! co6pl6,
don tlm6 problblll1lğ.

1. GlRlş

PERT (Progrom Evoluotion ond Revieu, Technjque) 1958 yıllndo

Amerikon Dsniz Kuwotıerl Özel Proio Bürosu, Lockh€ed Alrcoft Şir-
kett, Booz ve Atıen ond Homilton firmolorlntn birlikto geliştirdikl6ri

motemotıkgel bır yöntemdir. Bu mokoledo PERT ve PERT'in kulıo"

nlm olonlonno değinilmod€n, olaslllkll PERT onoıizlerinde yer olon
üç forklı beto doğlıüml ve bunlolln uygulomğdoki yğnllş kılllonlmlo-

r| Üzerindo durulmuştur. 8u çerçeve içerlslnde; konuyo ocıkl|k 0e_

t E.cly.. onlv.frh.ıl |ktl..d| v. ıd.n 8ll!ml* frk0ti,ıl öğrsdm oy.,ı
l1l Frııı bll!| lçln ğİt.,Hıhn, G.r.td J., sh.p|,o, s,mu,l s,, at.d,tlo,| Mod,|,

ln ErEln oİinr. Joıın wl.Y .nd sonı le.7, p9. e.|,99,
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tirmek goyesiyle, önco boto doğ|ltml teorik oıo.ok incelenmiş doho
scnro do bu doğlılmln yonllş kullonülmosl şonucu doğon hotoİor ol-
toyo konuımuştur.

2. BETA DAĞlLlM FoNKslYoNu

Bu fonksıyon şekil veyo baçlm porometrolelinin (7 ve ?) deği-
şjk değerleri lçin forklı biçjmıer olon bir doğlılm oi|esi fonksiyonu_
dur, Burodo, oloslllkll-PERT onoıIzlerindo kullonllon b6to doğlılml jn_

celendiğinden porometreledn bozı özeı değe.lerl ele oltnocoktlr, Şöy-
lo ki;

1J ^y > 1. 1) 1 ve 7 = ı1 |se doğllım sımetrık,

2l ı> 1, ı> 1 vo 1>', |8e doğıllm §olo çorpık, ve

3) 7>1, r>l ve 7<? ise doğlllm soğo corplk bir hol ollr l1),

Beto doğlııml PERT onolizlerlndo kullonlldığ| gibi, protikte bi,
tck problomin çözümünde de kullonılmoktodır. söz konusu doğıIlm
e§os ltiboriyle [0,'1] orol|ğındo tonlmlonm!ş vo uygun bir t.onsfor-
mosyonlo en küçük değeri k ve 6n büyük değer| b olon [k,b] oro_
ltğlndo kul]onlhr bir hoIe gotirilmiştjr. Birtok|m özelIikIere oclkllk ge-
tirmek omocıyIo [0,1] ve [k,b] orollklorındo tonlmlonon beto do-
t]lllmlorl jle PERT onolizlerindo kullonılon üc özel doğlılml klsoco
lncelİyelam,

2.1. BiRlM ARALIKTA İANIMLAı{AN BETA DAĞlLıMl

Bu doğlllmln fonksiyonu,

r (7+r) 7f, ?-ı
f (x,)?) =-x (1-x} , 0=x=1, ?>0,?>o (1)

f 17) rh)
cIup,ortolomosl,

p,= E(X) = .r xf(x) dx l2l

oanel atodesinden j volIYons|,

d.' = Vorlx) = E |x-r.|' : E |x1| . ,,"' (3)

genel ifodesindenj vo vo.jyongm eldg €dilmoslnde kullonllon E (xı) do
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E (X,) = J x,f(x}dx (4)

i
oenel ifodgsinden yororlon|lofok bulunu,, Bu,odo f (x) doğlllm fonk-

İİyonu ,e n Oe bu İonkslyonun torif orol|ğıd|r, Bu durumdo,

e tx): I (ı+ı| 
11rr7''11_rlr-'d,

f (ı) t (zl 0
r (, +?l T İü,|

rb) r (o) 0

olup (5) nolu €şltllkteki
ı7 ry1

J x (1,x) dx
0

de

t (1+1) t (r)

f (7+r+1)

lfodesing oşittlr.
Aynoo gomo fonksiyonun

r (}+1) = ? I (Y)

özolliğinden foydolonorok (6) nolu eşitlik,

ıf{ı) r (o)

tr+r) t (r+,,)

şeklındo yozllobilir. (5) nolu lfodedo Integrol y9rine {7) dekl lfodo

vozlllrso. ortolomo

t (7+?) y f (z) f (ı) T

E(x)=-.-. = -:- (s)

r (?)'f (?) (r+?) f (?+a} T +,t

olorok bulunur. (4) nolu egltllkten doloyl,

f (r+r) 1 T,1 41
E l)«) = .f x'x (1,xl d x

I (z) r(ı) 0

t (,y +?) 1 ?+ 1 a,1

= -j-l-!!_ s x' (1 -xl ' d x ı9)

I (r) r (r) 0

ve {9) dokl integrol lsg,

(6)

(7)
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1 ı+ı ,ı-1
"f x (1-x) dx =

0

olup, gomo fonkslyonunun
(10) s9itliğinin 60ğ torof|,

t (7+2) r (r)

r (r+2) t (z)

l l^r +ı +2l
sözü edilon özeıljğinden foydolonııorok

(1+1)7f(?)I(r)

(10)

11 
,] 

)

(12)

(13}

r ç, +,ı+2l (7+?+1) (7+?) r (?+?)

şeklinde yoztllr ve (9) do yorİno konuloİok o€rgkli kısq[tmolor yoptl-
dülndo tesodüti değlşkenin kore§inin bokl€n n d€ğ6rl lçln,

,, lT +1|
E (x1 = (?+, + 1) (7+?)

ifodesı bulunıJr, (3) noıu eşitıikt€ E (x') icin (12) do bulunon vo /".
yer;ne de (8) de bulunon itodenln koresi yozıılp gerekıi klsoıtmolor
yopıldlğlndo tesğdüf i değlşkenln Voriyonsı ioin,

,y ,1

b+n+1l l.y +nl'
ifodesj eldo edilir,

2,2. soNlu BİR ARALIKTA TANıMLANAN BETA DAĞıLlMl

Günlük hoyotto korşlloşı]on bjr çok değişken biram orollk içerl.
sindekı değerlerle s]nlr]l kolmoylp en küçük değeri k vo on büyük
değori b olon bir oro||k içinde doğllmoktodlİ, Bu nodenl6, birim oİo-
llk ioeri§inde torjf €dilen boto doğll|mlnln, özelliğini bozmodon, hor-
hongi bir Ik,b] orollğlndo işler holo getirilmesi oer6kir. Böyleco,
beto doğılımlnın kullonlm olonı genişletalmaş olur. Bu dğğllImı [0, 1]

cro]lğlndon horhongi bir Ik, b] orolığlno toşlmok için birim orol|kto,
0 < x = 1, doğerler olon tesodüfl değişken X üzerinde,

Y=k+(b-k) X k>0, b>0, k<b (14)

şekiinde blr doğrusoı tronstormosyon yopmok gerekjr. Böyle bi,
tronsformosyonlo x tesodüfi değişkeni [0.1] orolığınt toro*en Y to-
scdüfi dğğişkğninin do [k, b] oroılğlnı toromosl soğlonmlş olur. Boş-
ko bir doyimıe,
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x = 0 lken y=k vo
x = 1 lken y=b

değerlerlni olocokt|İ. (1) nolu fonksiyondo x yerino (14) nolu oşItlik-
ten 9ldg €dllen,

y-k

b_k

konulduğıJndo, Ik, b] orolığlndo
konln densite fonksiyohu,

. {15}

doğılım gösteren Y tesodüfl değiş-

f (1+4)

{b-k) I(7) t(a)

y-k ü-1 y.k '' '

(-l (1- 

-)b-k b_k
k=y<b,.| >0, 4>0 {16)

şğkllnl olır.8u durumdo Y ıesodüfi değişkeninin orto]omosl,

,4= ElY) = Etk + (b-k) X] = k + (b-k) E(X) l17)

oıduğundon, (17) nolu oşitlikte x yerino (8} nclu oşitlikleki ifodo yo,
zlhp gorokll düzen|6me|er yoplllrso, ortolomo,

kıl +ür
(18)

1+n
olorok bulunur ve Y nin Voriyonsl,

a,'= Vor (Y) = E tY _ E (Y) ]ı (19)

olduğundon (19) nolu ifodedo Y yerine (14) nolu eşitliğin soğ toro,
flndoki ifodo, E (Y) yerine de (17} noıu eşitliğan soğ toroflndokl lfo-
do konulurso.

o,3=E[k+(b_k)X_k-(b-k) E (X) ]ı
= (b_kF E tX. E (x) l" l2ol

holini ollr. Bilindiği üzere E [X - E lx} l', x in Vorıyonsldır. Doloylsl
ile (10) nolıJ sşitlikte E I X - E (X) l' yerine bunun eşiti olon {13) no-
lu eşitliğln soğ toroflndoki ifode konulduğundo, Y nin voriyonsl,

|?+?+1) (7+?)'
olorok €ldo edillr. Ayrıco [k, b] orolümdo tonlmlonon b6to doğlİml-
nln modol değğrl vQyo 6n muhtemel d6ğerl, m, doğlllm fonksıyonu-
nun tÜİovi ol|norok gtftro 9şltl9ndiğind6,
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k(r-1) + b t1-1)

,y +4-2
o|orok bulunur. (18) nolu eŞitlikte k?+b7
eld9 edilon k+m ("+?-2) +b konıJlurso Y

k+m (1+?-2) +b

k+4m+b
pl =-

6
(b_ı<lı

l22l

yerlne |22'l nolu ifodod€n
nln ortolomosl,

(23)
,y+ı

şoklindo do yozllobjlir,

2.3 oLAslLlKLl PERT ANAL|ZLER|NDE KuLLAN|LAN
BETA DAĞlLIMLAR|

8u doğlllmlor [k,b] orollğ|ndo tonlmlonon b€to doğlİm|nln üç
özeı ş€klidir. oıoslllkll port onolizinde kullonılon beto doğll|mlonnln
ortolomo ve vorlyonsl slro8l il€,

l24,

(25)

36

dlr. [k,b] oroı|ğlndo tonlmlonon b6to doğlllmln|n bğkıenen doğerl vo
vorıyon$, (ıB) ve (21) nolu lfodolor, lncelendiğinde; boklğnen değe-
rln 124| nolu ıfodeyo ve vorlyonsln do '(25) noıu ifodeyg oşlt olmost.

ş6kll vEyo b|olm poromotrolerlnln oncok oşoğldo b€llnllgn üç fork-
İ değor Oırtlnl oknoslylğ mümkün olduğu oöİtil€caktlr.

1) ./ = 3+V2
q = 3 -\/2

2l ", = 3-\/2
q = 3 +.,,/2

Hgr üc holdo d6 1> 1, ? > 1 olduğundon doğllımlor tek modludur,

Bırinci durumdo a > ? olduğundon doğlılm solo. lkınci dıJrıJmdo iso

"<? 
olduğundon doğlllm soğo çorplktıl. Ücüncü durumdo 7=ı1

olduğu loın do doğıllm 6lmetriktlr (Şek,,1), Yoinlz, üoüncü holdo,
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bekl€nen doğor ifodoslndo m nin kot§oyısı 4 yerine 6 vo poydo do

8 değe.lni o!ır.

k+6m+b
8

(26)

Fokot doğıllm simetrik olduğundon (26) nolu ifode doimo (24) nolu
ifodenin verdiği değere eşıt bir değor verecektir. Doloylsiyle, üçün-
cü durumdo do yoni doğlllm sımetrik olduğundo do l24) nolu ifod6
qoğru 8onu9 vo.ocoktlr.

Yukoİldo bohEedilon üo porometrı çittj ic|n doğlllm fonkslyon,
lon sıro6tyl€;

13.008 y-k 2+V2 y-k 2-\n
ı |y,3+\/2,3_v2' = 

- 

(-) 11- 

-)(b_k) b_k b-k
k<y<b, k>0 l27'ü

$if

l\
\i

9ot|l 1. ğt özEL 8ETA Dı,ĞlLtMl
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13.008 y_k 2-V2 Y-k 2+v2
t |y,3_v2,3+\,/2) = 

- 

(-) tl_ 

-l{b_k) b_k b.k
k=y=b, k>0

140 y.k y-k
t|v,4,4|=- (-)3 (1_ 

-f 
k<y< b, k>0

{b_k) b_k b,k
ho|lnl oİr|or. 8u doğll|m 

'onksiyonlolınün 
grotiklorl Şokll 1 de

ınış{r.

3. 9oNuc

(28)

{29l

veİi!-

oloslllkİ PERT onolizi ile ilgj]i eserlerde (2) blr pro|o icorislndo
ye' olon boğtmsız tooliyetlerin her birjnin tomomİonmo sÜrosinin be-
lo doğ|llmı gösterdiği kobul edilmekte ve her bir fooliyetIn ortolo_
mo tomomıonmo süresi {24) ve Voljyonsı do (25) nolu lfodeler yor-
dlm,ylg buıunmoktodlr. Aynco bu konudokl eaealerde, ortoıomo vo
vorlyonst hosopllyobilmek icin en klşo süre k, en uzun güre b, vo
6n muhtemel süre m, njn tohmin ed|lmesınln ger€İtlğindon boh6e-
dllmektodir. Uygulomodo do. ortolonıo ve voliyons, tohmln odilon
bu üc dğğer yordlmlyıe bulunmoktodlr, Bu mokolonin 2.3 üncü bö-
lümünd€ doğinIldiği gibl oloslhkll PERT onolizlnd6 ortolomo zomonl
bulmok |Oin kullonılon (24) nolu ifodo ve vorlyonsı bulmodo kullonF
lon (iE) nolu lfodo beto doğıllm polomotrelellnın oncok belırll de-
ğerleİl loin gecerİldir. Bu porometlelğ belirlendığl zoİnon beto do-
ğlllmlnın blcİmi belirlenmekte vo her [k, b] orohğl ioln boto doğlh-
mlnln modu, k ve b nin fonksıyonu olorok k6şin blr değero uloşmok-
todlr. Poİometrelgr bölüm 2.3 do boh8odalen öz€l değederı oldlğlndo,
€n muhtemeı değor, m.

|2_\/2|k + |2 + \/2' b
9olo colplk doğlılm lcini

9oğo çorplk doğllım lcin;

4
(2 + \,/2l k + (2_V2} b

{2) F.2l6 bllel ıçln bkt. 
'ruğm!n, 

nl.h..d E,, An lntrcducııon To oo.ntlĞtE Möt.

hod! For Do.islon M.kl.o, Hoh Rlnenan lnd wln3ton lnc, t974 pp, 352-

355., Thii.oi Rob6n J.. G.os!6e, Rlch!,d A,, Docı.lon M6klne Tlouqh op6-
r.llo. R6366rh. John wll5y lnd sonğ |nc. ı97o, p9. 118-'121, Hlı|er, F.ods.

.l.k s,, lİobormln. G.r.ld J., lnt oduction To op..!tlon. R.to.i.ai Holdan_oay

ınc, !973 pt. 23+24l.
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k+b
v6 6lm6trlk durum lcln de:

otmoktodlr. Burodon do onloşllocoğl gibl bu özel durumlordo eğer
k vo b tqhmln odllmlş lso modoı değer oyrrco tohmin odilomez. Ay-
r|co tqhmln edilen ınodol d€ğor bohsedllgn doğlltmlorm. çok büyük
tesodüfıor d§lndo, gerçek modol değerleri olornoz. Bu durumdo goİ,

96k rnodol vevo muhtemal d€ğe.in blllnen k ve b için hesoplo bu-

Iunmoa| ger6klr. Boşko b|r deylml9, porometreıeri ve yoyılmo olonl
b€lll olon blr bgto dqğıllmlnln modu do bo]lidjr. o holde, bu tür ono,
lirordo bell.|l blf orohk lcin tohmin edilon modol değ6r gerçek mo-

dol değ6rd6n uzokto tdhmln edilirse ortolomo tomomlonmo sü.slo-
ri do bollrl| blr öloüdo .tkilonir, Bu holde, oİtolomo tomomlqnmo
§ürslorındğki soprno;

4 (Goİc6k Modol Doğ6r - Tohmin Edllon Modol Dğğor}

6

kodor olur,

Fooliyetler ioin bu şokjlde hotcll oiorok h€sop]ğncn crtolomo sü-
leler, hotonın boyutuno boğll olorok, olosll!klı PERT onoİizlerindo
yonltŞ kritik yörüngo soçimine sebep c]obilirler. sodece bunünıo do

kolmoylp hor bir yörünoenin ortolomo tomomlonmo süresinin ve do-
Ioy.siyle proieyi bellrli bir sürenin oltlndo yo do ü6tünde bitirme ih-

tİmolterinİn hotolı he§oplonmostno yo|ocor. Bunun sonı]cıJ do, do,
ho tutolll kororlor verebiımek jçln oloslllklı PERT modeIlni kulIonon
yöneticinin, beklediğinin ğksino, hotoll kororlol Vermeye sürüklen-
mesinden boşko blr ş9y doğlldir,

1a9




