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Ozet: Bu makalede, kismi diferansiyel denklem kullanilarak modellenen bir
epidemik model ¢alisiimistir. Hanta viriis modeli de denilen bu modelde tiim fare
popiilasyonu M, ve M; olarak iki sinifa ayrilmistir. M = Mg + M; seklinde toplam
fare popiilasyonunu veren, Fisher-Kolmogorov kismi diferansiyel denkleminin
genel ¢6zlimi icin Lie simetri analizinden faydalanilmistir.

Lie Symmetry Analysis of Fisher-Kolmogorov Equations Obtained from Hanta-Virus
Model
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asM = M + M;.

Abstract: In this paper, we studied on a epidemic model which modeled by
using partial differantial equation. In this model which called as Hanta virus
model, all mice populations categorized in two groups as M, and M;. It is been
used Lie symmetry analysis for the general solution of the Fisher-Kolmogorov
partial differantial equation which give us totally mice population

1. Giris

Hanta viriisi, farelerden bulasan tek sarmalli bir RNA
virtisiidiir. flk olarak bu viriis 1976 yilinda Kore'de
izole edilmis ve Seul viriisii olarak da adlandirilmistir.
Bu virtis hakkinda daha detayl bilgi edinmek ve ayni
zamanda viriisii analiz etmek amaciyla bu makalede
de kullanacagimiz kismi tiirevli Hanta viriis modeli,
[1] ve [2] de verilen Abramson ve Kenkre
calismalarindan sonra oOnerilmis ve bu tarihten
itibaren Abramson ve Kenkre modeli olarak da
kullanilmistir.

[3]'de incelenecek olan modelin adi mertebeden
diferansiyel denklemler ile verilen durumu, [4]de
Hanta viriis modelinin niimerik ¢ozlimleri ile ilgili
analizler, [5]'de erkek kemirgenlerdeki Hanta viris
enfeksiyonu i¢in iki yeni model, [6]'da ise Hanta viriis
modeli icin kesirli mertebeden ¢alismalar ortaya
konmustur. [7]’de viriisiin tarihsel gelisimi ile ilgili
calismalar yer almistir. [8]'de ise Hanta viris
modelinden elde edilen Lojistik diferansiyel
denklemin niimerik ¢ozlimleri i¢cin standart olmayan
sonlu fark metodunu kullanmistir. Bu makalede
calisilacak olan Abramson ve Kenkre modelinde tiim
fare popiilasyonu susceptible (hasta olmayan) ve
infected (hastalikli) olmak tizere ikiye ayrilmis ve bu
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ifadeler ile sistemde ifade

edilmistir.

sirasityla M, ve M;

Ayni zamanda toplam fare popiilasyonu da M = M, +
M; toplami ile ifade edilmistir. Kismi diferansiyel
denklem sistemi olarak modellenen Abramson ve
Kenkre modeli de denen Hanta viriis modeli

oM 9°M Mg M

ats = ax; + bM — cM, — j{ —aMM; (1)
oM; 0%°M; M; M
6_tL= ?ZL—CML'— ;{ +aMSMl- (2)

seklindedir. Burada K probleme ait cevre tasima
kapasitesini, a bulasma oranini, b dogum oranini ve ¢
ise 6lim oranini simgelemektedir. Denklem 1 ve 2

taraf tarafa toplanmasi ile Fisher tipi Lojistik
diferansiyel denklem,

oM _ 3*Mm M

3= etO-omMi-oon] @
seklinde elde edilir.
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Makalenin sonraki asamalarinda, elde edilen bu
Lojistik diferansiyel denklemin ¢o6ziimiiniin Lie
simetri metodu ile yapilmasi amaglanmaktadir.

Makale su sekilde organize edilmistir. [kinci béliimde,
ilk olarak Lie simetri doniisiimleri ile ilgili baz1 temel
tanimlar ve sonrasinda ise birinci mertebeden adi

diferansiyel denklemler ve kismi mertebeden
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde Lie simetri
metodunun kullanilmasiyla ilgili bilgilere yer

verilmistir. Uglincii béliimde ise sistemden elde
edilen Lojistik diferansiyel denklemin Lie metodu ile
¢oziimleri arastirilmis ve son olarak da ¢oziimlere ait
bazi1 grafik ve simiilasyonlara yer verilmistir. Son
bolimde ise tartisma ve sonuglar ile makale
sonlandirilmistir.

2. Temel Kavram ve Tanimlar
2.1. Bir parametreli Lie gruplari

Konu ile ilgili daha detayli ¢alismalar i¢in [9-13]
kaynaklarina bakilabilir.

Her n € Rigin,

®:R2 x >R, P: R 2 x >R (4)

fonksiyonlari, p parametresi ve x,y degiskenlerine
sahip iki analitik fonksiyon olsun.
Oy, ) = x, Py, ) =y (5)

olmak tlizere

T:R? - R? ve (6)
y) = Ty = (@ (6,10, 90y, W)
= (x1,y1)
doniisimii  yapilarak, G = [T |p € R] kimesi

tanimlansin. Eger bu kiime tizerinde bir ikili islem T :
G X G = G ile grup aksiyomlarimi sagliyorsa, bir
parametreli Lie grubu adin1 alir.

Lie grubu tanimindaki @ ve ¢ fonksiyonlarini p =0
civarinda Taylor serisine agilirsa,

s =(3) (7)
e =(52) (8)

seklindeki &(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlarinin da
yardimi ile

X =x 4 p(x, y) + 0(u?) (9

y1 =y +un(x,y) +0u?) (10)

olarak bulunur. Bu ifadeye de Lie grubunun sonsuz
kiiciik dénitistimii ad1 verilir. Bulunan bu déniisiim
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altinda  diizgiin  bir  fonksiyon  degisiminin
gozlemlenmesi icin Lie operatéri adi verilen
L diferansiyel operatorini asagidaki gibi
tanimlayabiliriz.
L=¢ 24 2 11
=S y)g tntny) o (11)
2.2. Birinci mertebeden adi diferansiyel

denklemlerin Lie simetri doniisiimii ile ¢oziilmesi

Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin Lie
simetri ile ¢6ziimii hakkinda ¢alismalar [10,11,14-16]
daki ¢alismalarda yapilmis olup bu béliimde de bu
kaynaklardan faydalanilmistir.

y'=f(x,y) seklinde verilen genel birinci
mertebeden bir adi diferansiyel denklemi alalim.
Tanimlanan T déniisiimi bu denklem i¢in bir simetri
doniisimii ise bu durumda adi diferansiyel denklem
icin simetri sarti,

Y1ty vy,

x1x+y’x1y

a4y1 _ Dxyi _
dxq Dyxq

(12)

olarak elde edilir.

Burada D, total tiirev operatérii olmak iizere
asagidaki gibi tanimlanir.

2
a'l‘

Sy Py

D, =
X ay

(13)

Lie grubu etkisi ile bulunan x; ve y; icin Taylor seri
acilimlarinin simetri sart1 altinda yerine yazilmasiyla,
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler igin
lineerlestirilmis simetri sart1 asagidaki gibi bulunmus
olur.

Ny + (le - fx)f - fyfz =¢fi + nfy (14)
Buradan elde edilen § ve n tanjant vektorleri ile adi
diferansiyel denklemin ¢oziimi asagidaki verilen
yontemle kolayca bulunabilir. Ancak burada ¢dziime
ulasabilmek icin (r,s) = (r(x,y),s(x,y)) seklinde
tanimlanan kanonik koordinat kullanilmalidir. Bu
(7, s) kanonik koordinati asagidaki gibi hesaplanir.

i) Eger £ # 0 ise r nin
9y _ n(xy)
— = 15
ox  &E(xy) (15)

diferansiyel denkleminin bir integrali oldugu ele

alinir ve bu denklemin ¢dziimiiniin 6(x,y) olarak
dx

bulundugu diistintiltirse, r = 8(x,y) ve s = fg(x )

olarak r ve s ¢ozlimleri elde edilir.

ii)

Eger £ = 0 ise r ve s nin ¢dziimleri r = x ve
dy
n(r.y)

/

seklinde bulunur.
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Daha sonra bulunan bu kanonik koordinatlar
yardimiyla verilen adi diferansiyel denklemin genel
¢Ozumiu,

ds

L= o) (16)

olmak {lizere, bu ¢6ziim asagida verilen integralin
¢oziilmesiyle elde edilir

s, y) = [@)dr +c (17)

Burada c keyfi sabittir.

2.3. Kismi diferansiyel denklemlerin Lie simetri
doniigiimii ile ¢éziilmesi

n. mertebeden genel kismi diferansiyel denklemi
)=0

F(t,x,u, Uy, U, ... (18)

formunda ele alirsak, bu denkleme ait bir parametreli
Lie grup doniisiimij,

t+ ud(t,x,u)
x + ué(t,x,u)
u+ un(t, x,u)
i + umn; (t' X, U, ul)

£
%
v (19)

s |l

i,

W,k = Uijk + H0 k(6 XU U, e, Uy)
seklindedir. Burada p 6nceki béliimde tanimlandigi
gibi grup parametresidir. Elde edilen bu doniisiime
karsilik gelen Lie diferansiyel operatort,

a a 3
L= 5(tlxlu)a+f(tlxlu)a-l_n(tlxlu)a (20)
seklinde ifade edilir.
Bu operatordeki tanjant vektorleri
ot _
(5),;0 = 8(t,x,u), (21)
ax
)., = exw, (22)
ox _
&), _, = nexw (23)
seklinde tanimlanabilir. Lie operatoérii yardimiyla,
3
L'=L+n(txu)—
aui
2 (24)
+ni,j,...,k (t, X, U, Ug,) ey uk) ouij

olarak elde edilir. Burada kullanilacak sonsuz kii¢iik
iiretecler onceki boliimde tanimlanan D total tlirev
operatdri yardimiyla,

n; = Din — (D;8)u, — (Di)uy (25)
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seklinde tanimlanir.

Burada birkac ifadenin yerine yazilmasiyla,

N1=D¢ (M) —u:D¢(8) — u, D (§)
=N + (M — S)ue — Eety — 8, (Ue)* — Euey
ﬂz:Dx(n)—uth(5) - uxDx(‘S)
=Ny + My — 5 Uy — Sy up — fu(ux)z
- 6uutux
N11=De(M1) e D (8) — ugx D (§)
= Nee + 2New — Se)Ue + My — 260,) (y)?
— Sy (Ue)® = 38, upuye
— SeeUy — 28y UpUy — 284Uy
- fuuux(ut)z - fuuxutt
- quutuxt
7122=Dx(7]2)_7'%2:1)96(6) - uxxDx(f)
= Nax + 2Ny — S ) Uy — Sxx Uy
+ (nu - ng)uxx - 26‘xutx
+ (nuu - fou)(ux)z
- 26>cuut7flx - guu (ux)3
- 6uuut(ux)2 — 3§y Uy Uyy
- 6uutuxx - 26uuxutx

(26)

seklinde ¢6zlim i¢in gerekli ifadeler bulunur.

Ornegin u, = u,, denklemi i¢in ikinci mertebeden
genisletilmis Lie operatori L ile n; =n,, esitligi
elde edilip, ¢6zlim i¢in simetriler bulunur.

2.3.1 Grup indirgeme

6,¢ ve nyardimiyla bir kismi diferansiyel denklemi
simetri ¢6zimi yardimi ile bir adi diferansiyel
denkleme asagidaki gibi indirgeyebiliriz.

at _ dx _  du
5(txu) - E(txu) - n(txu)

(27)

Bu sistemden elde edilen iki integralin ¢oziilmesiyle
elde edilen ifadeleri v ve z olarak adlandirirsak
indirgeme islemi icin w(z) = v almir. Bu ifadenin

verilen kismi diferansiyel denklemde yerine
yazilmasiyla denklem adi diferansiyel denkleme
indirgenir ve sonrasinda bu adi diferansiyel

denklemin w ¢6ziimii kismi diferansiyel denklemin
¢Oziimii olarak elde edilir.

Bu boéliim hakkinda daha detayh bilgi i¢in [17-19] ile
verilen kaynaklara bakilabilir.

3. Kismi Mertebeden Hanta Viriis Denklem
Sisteminin Lie Simetri Metodu ile Céziimiiniin
Arastirilmasi

Denklem 1 ve 2’nin taraf tarafa toplanmasi ve M =
M + M; ifadesinin kullanilmasi ile Denklem 1 ve 2
sistemi Denklem 3 ile ifade edilen,

oM _ 9’M
E_ ﬁﬁ'(b—C)M[l—

M
(b—C)K] (28)



M. Kocabiyik, M. Yakit Ongun / Hanta Viriis Modelinden Elde Edilen Fisher-Kolmogorov Denkleminin Lie Simetri Analizi

seklindeki Fisher tipi Lojistik diferansiyel denklem
halini alir.

Kolaylik agisindan bu denklemi,
Uy = Uy, + Au— B.u? (29)
olarak ifade edelim. Burada

A=(b-c)veB = %seklinde alinmis ve M ifadesi ise

u ile gosterilmistir. Bu denklem u, = u,, + f(u)
seklinde daha genel olarak ifade edilebilir.

Yukarida verilen ikinci mertebeden genisletilmis Lie
operatorii olan L nin kullanilmasiyla elde edilen
Fisher denkleminin Lie simetri ¢6ziimii i¢in

“NfutNi—MN22=0 (30)

ifadesinin ¢cozilmesi gereklidir.
tanimlarinin yerine yazilmasiyla bu esitlik,

N1 Ve,

—1 fu + e + (0 = Sue — & uy — Su,”
_Scuutux — Max T (_znxu + fxx)ux + 6xx us +
(_r/u +2 Scx)uxx + Zax Uy + (_nuu +
28 Jus” (31)
+268,, Uty + Eyy s + Syt Uy +
36‘& ux uxx
+0y, Uplyy + 26, Uy, = 0

seklini alir. Yukarida verilen u; = u,, + f(u) ifadesi
ile Uy, yerine uy — f(u) yazilmasiyla kismi
diferansiyel denklem

[—TI fu - (_nu +2 Stx)f(u) +1e— nxx] +
[nu - 5t + 5xx + (_nu + 2 fx) - Suf(u)]ut
+[_6u + 5u]ut2 + [_Eu + Zaxu + 3Eu]utux

F[=§e— 2N + Exx — 3&uf (W]u, + [fuu]ux3
+[_77uu + zfxu]uxz + [5x]utx + [su] Uy Uty
+[6uu]ux2 uy =0

(32)

halini alir.

u'ya  gore biitin  mertebeden tiirevlerin
katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagidaki sistem
elde edilir.

sbt:—n fu = (=M + 28 f (W) + N — Ny = 0
UMy — O+ 8 + (N +28,) — 6uf(w) =0
Ui =8, +6, =0
Upy: =& +26,, 38, =0
Uyt =8 =2y + & — 38 f (W) =0 (33)
Ut =Ny + 2850 = 0
U & =0
U6, =0
UpUpyt 6, = 0
U2 U8y =0

Buradan ifadelerin ¢6ziimlenmesiyle,

6=C,E=e,n=0 (34)

elde edilir. C; ve e keyfi sabitlerdir.

L diferansiyel operatori ile elde edilen simetriler,
L=68txw2+&txuw)>+ntxu)> (35
- R P $(txu oz LW (35)

ifadesi yardimi ile L; = %ve L, = :—x olarak bulunur.

Burada C; = 1 alinirsa grup indirgeme yardimiyla
kismi diferansiyel denklemin ¢éziimii i¢in,

&_dx_du (36)

ifadesinin ¢oziilmesi gerekir. z = x — et olmak lizere
iki integral ¢6ziimi ile w(z) = u seklinde ifadelerin
u ¢6zimil bulunur. Burada w keyfi bir fonksiyondur.

Elde edilen w ¢éziiminiin Lojistik denklemde yerine
yazilmasiyla kismi diferansiyel denklem

w' +ew' + Aw — Bw? =0 (37)

seklinde adi diferansiyel denkleme indirgenmis olur.
Burada Fisher tipi diferansiyel denkleminin ¢éziimii
hakkinda ¢alismalar igin [17-20] kaynaklarina
bakilabilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6zimi
olduk¢a zordur. [21]'de bu diferansiyel denklemin
genel ¢cozimi

M(x,t) == [1  tanh(d(x —et))]*  (38)

seklinde elde edilir ki burada e ve d keyfi sabitlerdir

ve ¢Ozlim icin e=i5% ve dzi\/— olarak

v
V24
secilmistir.

Ozel olarak A = B alinirsa elde edilecek diferansiyel
denklem &« = A = B olmak lizere;

w'+ew +aw(l-w)=0 (39)

seklinde elde edilir. Bu diferansiyel denklemin
¢oziiml olduk¢a zordur, ancak [19] ve [20]" deki

calismalar sonucunda e = —5% secilmesi ve c¢; keyfi

sabit olmak iizere genel ¢6ziim

M(x,t) = i— %tanh (—c1 + 1—12\/6a(x — et))
2 (40)
+itanh <c1 + %\/60:(3( — et))

olarak elde edilir.

Denklem 3’de a =0.1, b =1,c = 0.5,K = 20 olarak
secilirse, bu durumda A =b—c = 0.5 ve B =1/20

olarak elde edilir [2]. Genel ¢6zlim i¢in ise , e = 5%
_ V5 oserleri
ve d = N7 degerleri bulunur. Bu kosullar altinda

Denklem 3’iin ¢6ziimii,
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0.5 V0.5 Vo5
M(x, t) = m [1 + tanh(ﬁ (x - Sft))]z (41)

olarak elde edilir bu ¢6ziim diizenlenirse,
5 1 e 1 y12
M(x,t) = St tanh(w§ (x-5 i t)] (42)

olur. Ancak burada Abramson ve Kenkre modeline
gore ¢evresel parametrenin bir kritik degeri vardir ve

b
200 M, ve M;

popiilasyonlarini birbirinden ayirir. Bu sebeple K nin
secimi daha fazla d6nem kazanir. Eger K < K,
secilirse, M; popiilasyonu sifira egilim gosterir ve
enfeksiyon yok olur. Diger yandan K > K, seciminde
ise yenilebilir kaynaklarda bir artis oldugu icin
enfeksiyon gelisir [22]. Bu sebeple verilen

bu deger K, = ile ifade edilip,

a, b ve c sabitleri i¢cin K, = ﬁ = 20 olarak elde

edildiginden K ¢evre tasima kapasitesinin bu degere
esit, daha biiyiikk ve daha kiiciik ii¢ degeri icin
¢ozlimler arastirillmis ve bu durumlarda toplam
poptllasyona ait grafikler verilmistir.

Analitik ¢6ziime ait bazi grafik ve simiilasyonlar
asagidaki gibidir.

e °

o1
Sekil 1. K=20 i¢in Fisher-Kolmogorov denkleminin ¢6ziim
grafigi

Eger K =40 segilirse bu durumda denkleme ait
¢Ozum,

0.5 V0.5 V0.5
M(x,t) = 75 [1 £ tanh(= (x — 5= (43)

olur gerekli diizenlemeler ile bu ¢dziim,

M(x,t) =5[1+ tanh(% (x — 5%1:))]2 (44)

halini alir. K = 40 i¢in ¢dziime ait grafik ise Sekil 2’ de
verilmistir.

Eger A=B olmas1 i¢cin K =2 olarak secilirse bu
durumda analitik ¢6ziim,

0.5 V0.5 V0.5
M(x,t) = 272 1 T tanh(= (x = 570)]2 (45)
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Sekil 2. K=40 i¢in Fisher-Kolmogorov denkleminin ¢6ziim
grafigi

halini alir ve baz1 diizenlemelerle
M(x,t) =1/4[1+ tanh(ﬁ (x — S%t))]z (46)
seklinde ¢oziim elde edilir.

Bu ¢oziime ait grafik ise asagidaki gibidir.

5 5
Sekil 3. Ozel durum, K=2
denkleminin ¢dziim grafigi

icin Fisher-Kolmogorov

50 “5p
Sekil 4. K=2 icin Fisher-Kolmogorov denkleminin farkli
aralikta ¢6zlim grafigi

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu c¢alismada, Hanta viriis modeli olarak verilen
dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklem
sisteminin genel ¢6ziimii icin Lie simetri metodundan
yararlanilmistir.
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Toplam fare popiilasyonun
denklemi olarak elde edilmesinden
denklemin  ¢6zlimii  igin  Lie  simetrilerinin
bulunmasindaki gii¢lik sebebi ile baz1 sabit
degerlerin 6zel secimleri ile ¢oziimlere ait grafikler
Sekil 1-4 ile verilmistir.

Fisher-Kolmogorov
sonra, bu
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