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Özet: Bu makalede, kısmi diferansiyel denklem kullanılarak modellenen bir 
epidemik model çalışılmıştır. Hanta virüs modeli de denilen bu modelde tüm fare 
popülasyonu 𝑀𝑠 ve 𝑀𝑖  olarak iki sınıfa ayrılmıştır. 𝑀 = 𝑀𝑠 +  𝑀𝑖  şeklinde toplam 
fare popülasyonunu veren, Fisher-Kolmogorov kısmi diferansiyel denkleminin 
genel çözümü için Lie simetri analizinden faydalanılmıştır. 

  
  

Lie Symmetry Analysis of Fisher-Kolmogorov Equations Obtained from Hanta-Virus 
Model 
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Abstract: In this paper, we studied on a epidemic model which modeled by 
using partial differantial equation. In this model which called as Hanta virus 
model, all mice populations categorized in two groups as  𝑀𝑠 and 𝑀𝑖 . It is been 
used Lie symmetry analysis for the general solution of the Fisher-Kolmogorov 
partial differantial equation which give us totally mice population 
as 𝑀 = 𝑀𝑠 + 𝑀𝑖 . 

  
 
1. Giriş 
 
Hanta virüsü, farelerden bulaşan tek sarmallı bir RNA 
virüsüdür. İlk olarak bu virüs 1976 yılında Kore’de 
izole edilmiş ve Seul virüsü olarak da adlandırılmıştır. 
Bu virüs hakkında daha detaylı bilgi edinmek ve aynı 
zamanda virüsü analiz etmek amacıyla bu makalede 
de kullanacağımız kısmi türevli Hanta virüs modeli, 
[1] ve [2] de verilen Abramson ve Kenkre 
çalışmalarından sonra önerilmiş ve bu tarihten 
itibaren Abramson ve Kenkre modeli olarak da 
kullanılmıştır. 
 
[3]’de incelenecek olan modelin adi mertebeden 
diferansiyel denklemler ile verilen durumu, [4]’de 
Hanta virüs modelinin nümerik çözümleri ile ilgili 
analizler, [5]’de erkek kemirgenlerdeki Hanta virüs 
enfeksiyonu için iki yeni model, [6]’da ise Hanta virüs 
modeli için kesirli mertebeden çalışmalar ortaya 
konmuştur. [7]’de virüsün tarihsel gelişimi ile ilgili 
çalışmalar yer almıştır. [8]’de ise Hanta virüs 
modelinden elde edilen Lojistik diferansiyel 
denklemin nümerik çözümleri için standart olmayan 
sonlu fark metodunu kullanmıştır. Bu makalede 
çalışılacak olan Abramson ve Kenkre modelinde tüm 
fare popülasyonu susceptible (hasta olmayan) ve 
infected (hastalıklı) olmak üzere ikiye ayrılmış ve bu 

ifadeler sırasıyla 𝑀𝑠 𝑣𝑒 𝑀𝑖  ile sistemde ifade 
edilmiştir.  

 
Aynı zamanda toplam fare popülasyonu da 𝑀 = 𝑀𝑠 +
 𝑀𝑖  toplamı ile ifade edilmiştir. Kısmi diferansiyel 
denklem sistemi olarak modellenen Abramson ve 
Kenkre modeli de denen Hanta virüs modeli 

 

 
𝜕𝑀𝑠

𝜕𝑡
=  

𝜕2𝑀𝑠

𝜕𝑥2 + 𝑏𝑀 − 𝑐𝑀𝑠 −
𝑀𝑠 𝑀

𝐾
− 𝑎𝑀𝑠𝑀𝑖  (1) 

 

 
𝜕𝑀𝑖

𝜕𝑡
=  

𝜕2𝑀𝑖

𝜕𝑥2 − 𝑐𝑀𝑖 −
𝑀𝑖 𝑀

𝐾
+ 𝑎𝑀𝑠𝑀𝑖  (2) 

 
şeklindedir. Burada 𝐾 probleme ait çevre taşıma 
kapasitesini, 𝑎 bulaşma oranını, 𝑏 doğum oranını ve 𝑐 
ise ölüm oranını simgelemektedir. Denklem 1 ve 2 
taraf tarafa toplanması ile Fisher tipi Lojistik 
diferansiyel denklem, 

 

 
𝜕𝑀

𝜕𝑡
=  

𝜕2𝑀

𝜕𝑥2 + (𝑏 − 𝑐)𝑀 [1 −
𝑀

(𝑏−𝑐)𝐾
] (3) 

 
şeklinde elde edilir. 
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Makalenin sonraki aşamalarında, elde edilen bu 
Lojistik diferansiyel denklemin çözümünün Lie 
simetri metodu ile yapılması amaçlanmaktadır. 
Makale şu şekilde organize edilmiştir. İkinci bölümde, 
ilk olarak Lie simetri dönüşümleri ile ilgili bazı temel 
tanımlar ve sonrasında ise birinci mertebeden adi 
diferansiyel denklemler ve kısmi mertebeden 
diferansiyel denklemlerin çözümünde Lie simetri 
metodunun kullanılmasıyla ilgili bilgilere yer 
verilmiştir. Üçüncü bölümde ise sistemden elde 
edilen Lojistik diferansiyel denklemin Lie metodu ile 
çözümleri araştırılmış ve son olarak da çözümlere ait 
bazı grafik ve simülasyonlara yer verilmiştir. Son 
bölümde ise tartışma ve sonuçlar ile makale 
sonlandırılmıştır. 
 
2. Temel Kavram ve Tanımlar 
 
2.1. Bir parametreli Lie grupları  
 
Konu ile ilgili daha detaylı çalışmalar için [9-13] 
kaynaklarına bakılabilir. 
 
Her µ ∈  ℝ için, 
 

 Ф: ℝ 2 × µ→ℝ , 𝜓: ℝ 2 × µ→ℝ (4) 
 
fonksiyonları, µ parametresi ve 𝑥, 𝑦 değişkenlerine 
sahip iki analitik fonksiyon olsun. 
 
 Ф(𝑥, 𝑦, µ) =  𝑥1, 𝜓(𝑥, 𝑦, µ)  = 𝑦1 (5) 
 
olmak üzere 
 
𝑇: ℝ2 → ℝ2 𝑣𝑒  

(𝑥, 𝑦) →  𝑇 (𝑥, 𝑦) =  (Ф (𝑥, 𝑦, µ), 𝜓(𝑥, 𝑦, µ)) 

  = ( 𝑥1, 𝑦1)  

(6) 

 
dönüşümü yapılarak, 𝐺 =  [𝑇 | µ ∈  ℝ] kümesi 
tanımlansın. Eğer bu küme üzerinde bir ikili işlem Γ ∶
 𝐺

 
×  𝐺 →  𝐺 ile grup aksiyomlarını sağlıyorsa, bir 

parametreli Lie grubu adını alır. 
 
Lie grubu tanımındaki Ф ve 𝜓 fonksiyonlarını µ = 0 
civarında Taylor serisine açılırsa, 
 

 𝜉(𝑥, 𝑦) = (
𝜕𝑥1

𝜕𝜇
)

𝜇=0
 (7) 

 

 𝜂(𝑥, 𝑦) = (
𝜕𝑦1

𝜕𝜇
)

𝜇=0
 (8) 

 
şeklindeki 𝜉(𝑥, 𝑦) ve 𝜂(𝑥, 𝑦) fonksiyonlarının da 
yardımı ile 
 
 𝑥1 = 𝑥 + 𝜇𝜉(𝑥, 𝑦) + 𝑂(𝜇2) (9) 
 
 𝑦1 = 𝑦 + 𝜇𝜂(𝑥, 𝑦) + 𝑂(𝜇2) (10) 
 
olarak bulunur. Bu ifadeye de Lie grubunun sonsuz 
küçük dönüşümü adı verilir. Bulunan bu dönüşüm 

altında düzgün bir fonksiyon değişiminin 
gözlemlenmesi için Lie operatörü adı verilen 
𝐿 diferansiyel operatörünü aşağıdaki gibi 
tanımlayabiliriz. 
 

 𝐿 =  𝜉(𝑥, 𝑦)
𝜕

𝜕𝑥
 +  𝜂(𝑥, 𝑦) 

𝜕

𝜕𝑦
 (11) 

 
2.2. Birinci mertebeden adi diferansiyel 
denklemlerin Lie simetri dönüşümü ile çözülmesi 
 
Birinci mertebeden adi diferansiyel denklemlerin Lie 
simetri ile çözümü hakkında çalışmalar [10,11,14-16] 
daki çalışmalarda yapılmış olup bu bölümde de bu 
kaynaklardan faydalanılmıştır. 
 
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) şeklinde verilen genel birinci 
mertebeden bir adi diferansiyel denklemi alalım. 
Tanımlanan 𝑇 dönüşümü bu denklem için bir simetri 
dönüşümü ise bu durumda adi diferansiyel denklem 
için simetri şartı, 
 

 
𝑑𝑦1

𝑑𝑥1
=

𝐷𝑥𝑦1

𝐷𝑥𝑥1
=

𝑦1𝑥+𝑦′𝑦1𝑦

𝑥1𝑥+𝑦′𝑥1𝑦

 (12) 

 
olarak elde edilir.  
 
Burada 𝐷𝑥  total türev operatörü olmak üzere 
aşağıdaki gibi tanımlanır. 
 

 𝐷𝑥 =
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
𝑦′ +

𝜕

𝜕𝑦′ 𝑦′′ + ⋯ (13) 

 
Lie grubu etkisi ile bulunan 𝑥1 ve 𝑦1 için Taylor seri 
açılımlarının simetri şartı altında yerine yazılmasıyla, 
birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler için 
lineerleştirilmiş simetri şartı aşağıdaki gibi bulunmuş 
olur. 
 

 𝜂𝑥 + (𝜂𝑦 − 𝜉𝑥)𝑓 − 𝜉𝑦𝑓2 = 𝜉𝑓𝑥 + 𝜂𝑓𝑦 (14) 
 

Buradan elde edilen ξ ve η tanjant vektörleri ile adi 

diferansiyel denklemin çözümü aşağıdaki verilen 
yöntemle kolayca bulunabilir. Ancak burada çözüme 
ulaşabilmek için (𝑟, 𝑠) = (𝑟(𝑥, 𝑦), 𝑠(𝑥, 𝑦)) şeklinde 
tanımlanan kanonik koordinat kullanılmalıdır. Bu 
(𝑟, 𝑠) kanonik koordinatı aşağıdaki gibi hesaplanır. 
 
i) Eğer 𝜉 ≠ 0 ise 𝑟 nin 
 

 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
=

𝜂(𝑥,𝑦)

𝜉(𝑥,𝑦)
 (15) 

 
diferansiyel denkleminin bir integrali olduğu ele 
alınır ve bu denklemin çözümünün 𝜃(𝑥, 𝑦) olarak 

bulunduğu düşünülürse, 𝑟 = 𝜃(𝑥, 𝑦) ve 𝑠 = ∫
𝑑𝑥

𝜉(𝑥,𝑦(𝑥,𝑟))
 

olarak 𝑟 ve 𝑠 çözümleri elde edilir. 
 
ii) Eğer 𝜉 = 0 ise 𝑟 ve 𝑠 nin çözümleri 𝑟 = 𝑥 ve 

𝑠 = ∫
𝑑𝑦

𝜂(𝑟,𝑦)
 şeklinde bulunur. 
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Daha sonra bulunan bu kanonik koordinatlar 
yardımıyla verilen adi diferansiyel denklemin genel 
çözümü,  
 

 
𝑑𝑠

𝑑𝑟
= 𝜑(𝑟) (16) 

 
olmak üzere, bu çözüm aşağıda verilen integralin 
çözülmesiyle elde edilir 
 
 𝑠(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝜑(𝑟)𝑑𝑟 + 𝑐 (17) 
 
Burada 𝑐 keyfi sabittir. 
 
2.3. Kısmi diferansiyel denklemlerin Lie simetri 
dönüşümü ile çözülmesi 
 
n. mertebeden genel kısmi diferansiyel denklemi 
 
 𝐹(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑡 , … ) = 0 (18) 
 
formunda ele alırsak, bu denkleme ait bir parametreli 
Lie grup dönüşümü, 
 

𝑡̅ = 𝑡 + 𝜇𝛿(𝑡, 𝑥, 𝑢)  
�̅� = 𝑥 + 𝜇𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)  
�̅� = 𝑢 + 𝜇𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)  

𝑢�̅� = 𝑢𝑖 + 𝜇𝜂𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1)  
⋯  

𝑢𝑖,𝑗,…,𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑢𝑖,𝑗,…,𝑘 + 𝜇𝜂𝑖,𝑗,…,𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, … , 𝑢𝑘) 

(19) 

 
şeklindedir. Burada 𝜇 önceki bölümde tanımlandığı 
gibi grup parametresidir. Elde edilen bu dönüşüme 
karşılık gelen Lie diferansiyel operatörü, 
 

 𝐿 = 𝛿(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
 (20) 

 
şeklinde ifade edilir.  
 
Bu operatördeki tanjant vektörleri 
 

 (
𝜕𝑡̿

𝜕𝜇
)

𝜇=0
= 𝛿(𝑡, 𝑥, 𝑢), (21) 

 

 (
𝜕�̿�

𝜕𝜇
)

𝜇=0
= 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢), (22) 

 

 (
𝜕𝑢

𝜕𝜇
)

𝜇=0
= 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)  (23) 

 
şeklinde tanımlanabilir. Lie operatörü yardımıyla, 
 

𝐿𝑛 = 𝐿 + 𝜂𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑢𝑖
  

+𝜂𝑖,𝑗,…,𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑢, 𝑢1, … , 𝑢𝑘)
𝜕

𝜕𝑢𝑖,𝑗,…,𝑘
  

(24) 

 
olarak elde edilir. Burada kullanılacak sonsuz  küçük 
üreteçler önceki bölümde tanımlanan 𝐷 total türev 
operatörü yardımıyla,  
 
 𝜂𝑖 = 𝐷𝑖𝜂 − (𝐷𝑖𝛿)𝑢𝑡 − (𝐷𝑖𝜉)𝑢𝑥  (25) 

şeklinde tanımlanır. 

 
Burada birkaç ifadenin yerine yazılmasıyla,  

 
𝜂1=𝐷𝑡(𝜂)−𝑢𝑡𝐷𝑡(𝛿) − 𝑢𝑥𝐷𝑡(𝜉) 
= 𝜂𝑡 + (𝜂𝑢 − 𝛿𝑡)𝑢𝑡 − 𝜉𝑡𝑢𝑥 − 𝛿𝑢(𝑢𝑡)2 − 𝜉𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥 
𝜂2=𝐷𝑥(𝜂)−𝑢𝑡𝐷𝑥(𝛿) − 𝑢𝑥𝐷𝑥(𝜉) 
= 𝜂𝑥 + (𝜂𝑢 − 𝛿𝑥)𝑢𝑥 − 𝛿𝑥𝑢𝑡 − 𝜉𝑢(𝑢𝑥)2

− 𝛿𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥 
𝜂11=𝐷𝑡(𝜂1)−𝑢𝑡𝑡𝐷𝑡(𝛿) − 𝑢𝑡𝑥𝐷𝑡(𝜉) 

= 𝜂𝑡𝑡 + (2𝜂𝑡𝑢 − 𝛿𝑡𝑡)𝑢𝑡 + (𝜂𝑢𝑢 − 2𝛿𝑡𝑢)(𝑢𝑡)2

− 𝛿𝑢𝑢(𝑢𝑡)3 − 3𝛿𝑢𝑢𝑡𝑢𝑡𝑡

− 𝜉𝑡𝑡𝑢𝑥 − 2𝜉𝑢𝑡𝑢𝑡𝑢𝑥 − 2𝜉𝑡𝑢𝑡𝑥

− 𝜉𝑢𝑢𝑢𝑥(𝑢𝑡)2 − 𝜉𝑢𝑢𝑥𝑢𝑡𝑡

− 2𝜉𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥𝑡 
𝜂22=𝐷𝑥(𝜂2)−𝑢𝑡𝑥𝐷𝑥(𝛿) − 𝑢𝑥𝑥𝐷𝑥(𝜉) 

= 𝜂𝑥𝑥 + (2𝜂𝑥𝑢 − 𝜉𝑥𝑥)𝑢𝑥 − 𝛿𝑥𝑥𝑢𝑡

+ (𝜂𝑢 − 2𝜉𝑥)𝑢𝑥𝑥 − 2𝛿𝑥𝑢𝑡𝑥

+ (𝜂𝑢𝑢 − 2𝜉𝑥𝑢)(𝑢𝑥)2

− 2𝛿𝑥𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥 − 𝜉𝑢𝑢(𝑢𝑥)3

− 𝛿𝑢𝑢𝑢𝑡(𝑢𝑥)2 − 3𝜉𝑢𝑢𝑥𝑢𝑥𝑥

− 𝛿𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥 − 2𝛿𝑢𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥 

(26) 

 
şeklinde çözüm için gerekli ifadeler bulunur. 

 
Örneğin 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥  denklemi için ikinci mertebeden 
genişletilmiş Lie operatörü 𝐿 ile 𝜂1 = 𝜂22 eşitliği 
elde edilip, çözüm için simetriler bulunur.

 
 

 
2.3.1 Grup indirgeme  
 
𝛿, 𝜉 ve 𝜂 yardımıyla bir kısmi diferansiyel denklemi 
simetri çözümü yardımı ile bir adi diferansiyel 
denkleme aşağıdaki gibi indirgeyebiliriz. 

 

 
𝑑𝑡

𝛿(𝑡,𝑥,𝑢)
=

𝑑𝑥

𝜉(𝑡,𝑥,𝑢)
=

𝑑𝑢

𝜂(𝑡,𝑥,𝑢)
 (27) 

 
Bu sistemden elde edilen iki integralin çözülmesiyle 
elde edilen ifadeleri 𝜈 ve 𝑧 olarak adlandırırsak 
indirgeme işlemi için 𝑤(𝑧) = 𝜈 alınır. Bu ifadenin 
verilen kısmi diferansiyel denklemde yerine 
yazılmasıyla denklem adi diferansiyel denkleme 
indirgenir ve sonrasında bu adi diferansiyel 
denklemin 𝑤 çözümü kısmi diferansiyel denklemin 
çözümü olarak elde edilir. 

 
Bu bölüm hakkında daha detaylı bilgi için [17-19] ile 
verilen kaynaklara bakılabilir.  

 
3. Kısmi Mertebeden Hanta Virüs Denklem 
Sisteminin Lie Simetri Metodu ile Çözümünün 
Araştırılması 

 
Denklem 1 ve 2’nin taraf tarafa toplanması ve 𝑀 =
𝑀𝑠 +  𝑀𝑖  ifadesinin kullanılması ile Denklem 1 ve 2 
sistemi Denklem 3 ile ifade edilen, 

 

 
𝜕𝑀

𝜕𝑡
=  

𝜕2𝑀

𝜕𝑥2 + (𝑏 − 𝑐)𝑀 [1 −
𝑀

(𝑏−𝑐)𝐾
] (28) 
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şeklindeki Fisher tipi Lojistik diferansiyel denklem 
halini alır. 
 
Kolaylık açısından bu denklemi, 
 
 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝐴. 𝑢 − 𝐵. 𝑢2 (29) 
 
olarak ifade edelim. Burada  
 

𝐴 = (𝑏 − 𝑐) ve 𝐵 =
1

𝐾
 şeklinde alınmış ve 𝑀 ifadesi ise 

𝑢 ile gösterilmiştir. Bu denklem 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢) 
şeklinde daha genel olarak ifade edilebilir. 
 
Yukarıda verilen ikinci mertebeden genişletilmiş Lie 
operatörü olan 𝐿 nin kullanılmasıyla elde edilen 
Fisher denkleminin Lie simetri çözümü için  
 
 −𝜂 𝑓𝑢 + 𝜂1 −  𝜂22 = 0 (30) 
 
ifadesinin çözülmesi gereklidir. 𝜂1 ve 𝜂22 
tanımlarının yerine yazılmasıyla bu eşitlik,  
 

−𝜂 𝑓𝑢 + 𝜂𝑡 + (𝜂𝑢 − 𝛿𝑡)𝑢𝑡 − 𝜉𝑡  𝑢𝑥 − 𝛿𝑢𝑢𝑡
2  

−𝜉𝑢𝑢𝑡𝑢𝑥 − 𝜂𝑥𝑥 + (−2𝜂𝑥𝑢 + 𝜉𝑥𝑥)𝑢𝑥 + 𝛿𝑥𝑥  𝑢𝑡 +  
(−𝜂𝑢 + 2 𝜉𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 2𝛿𝑥 𝑢𝑡𝑥 + (−𝜂𝑢𝑢 +

2𝜉𝑥𝑢 )𝑢𝑥
2  

+2𝛿𝑥𝑢 𝑢𝑡𝑢𝑥 + 𝜉𝑢𝑢𝑢𝑥
3 + 𝛿𝑢𝑢𝑢𝑥

2 𝑢𝑡 +
3𝜉𝑢 𝑢𝑥  𝑢𝑥𝑥   

+𝛿𝑢 𝑢𝑡𝑢𝑥𝑥 + 2𝛿𝑢 𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥 = 0 

(31) 

 
şeklini alır. Yukarıda verilen 𝑢𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑢) ifadesi 
ile 𝑢𝑥𝑥  yerine 𝑢𝑡 − 𝑓(𝑢) yazılmasıyla kısmi 
diferansiyel denklem  
 

[−𝜂 𝑓𝑢 − (−𝜂𝑢 + 2 𝜉𝑥)𝑓(𝑢) + 𝜂𝑡 − 𝜂𝑥𝑥] + 
[𝜂𝑢 − 𝛿𝑡 + 𝛿𝑥𝑥 + (−𝜂𝑢 + 2 𝜉𝑥) − 𝛿𝑢𝑓(𝑢)]𝑢𝑡  
+[−𝛿𝑢 + 𝛿𝑢]𝑢𝑡

2 + [−𝜉𝑢 + 2𝛿𝑥𝑢 + 3𝜉𝑢]𝑢𝑡𝑢𝑥  
+[−𝜉𝑡−2𝜂𝑥𝑢 + 𝜉𝑥𝑥 − 3𝜉𝑢𝑓(𝑢)]𝑢𝑥 + [𝜉𝑢𝑢]𝑢𝑥

3 
+[−𝜂𝑢𝑢 + 2𝜉𝑥𝑢]𝑢𝑥

2 + [𝛿𝑥]𝑢𝑡𝑥 + [𝛿𝑢] 𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥 
+[𝛿𝑢𝑢]𝑢𝑥

2 𝑢𝑡 = 0 

(32) 

 
halini alır. 
 
𝑢’ya göre bütün mertebeden türevlerin 
katsayılarının sıfıra eşitlenmesiyle aşağıdaki sistem 
elde edilir. 
 
𝑠𝑏𝑡: −𝜂 𝑓𝑢 − (−𝜂𝑢 + 2 𝜉𝑥)𝑓(𝑢) + 𝜂𝑡 − 𝜂𝑥𝑥 = 0  
𝑢𝑡: 𝜂𝑢 − 𝛿𝑡 + 𝛿𝑥𝑥 + (−𝜂𝑢 + 2 𝜉𝑥) − 𝛿𝑢𝑓(𝑢) = 0  

 𝑢𝑡
2: −𝛿𝑢 + 𝛿𝑢 = 0  

𝑢𝑡𝑢𝑥: −𝜉𝑢 + 2𝛿𝑥𝑢 + 3𝜉𝑢 = 0  
𝑢𝑥: −𝜉𝑡−2𝜂𝑥𝑢 + 𝜉𝑥𝑥 − 3𝜉𝑢𝑓(𝑢) = 0  

𝑢𝑥
2: −𝜂𝑢𝑢 + 2𝜉𝑥𝑢 = 0  

𝑢𝑥
3: 𝜉𝑢𝑢 = 0  

𝑢𝑡𝑥: 𝛿𝑥 = 0  
𝑢𝑥𝑢𝑡𝑥: 𝛿𝑢 = 0  

𝑢𝑥
2 𝑢𝑡: 𝛿𝑢𝑢 = 0 

(33) 

 
Buradan ifadelerin çözümlenmesiyle, 
 
 𝛿 = 𝐶1 , 𝜉 = 𝑒 , 𝜂 = 0 (34) 

elde edilir. 𝐶1 ve 𝑒 keyfi sabitlerdir.  
 
𝐿 diferansiyel operatörü ile elde edilen simetriler, 
 

 𝐿 = 𝛿(𝑡, 𝑥, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜉(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝜂(𝑡, 𝑥, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
 (35) 

 

ifadesi yardımı ile 𝐿1 =
𝜕

𝜕𝑡
 ve 𝐿2 =

𝜕

𝜕𝑥
 olarak bulunur. 

Burada 𝐶1 = 1 alınırsa grup indirgeme yardımıyla 
kısmi diferansiyel denklemin çözümü için,  
 

 
𝑑𝑡

1
=

𝑑𝑥

𝑒 
=

𝑑𝑢

0
 (36) 

 
ifadesinin çözülmesi gerekir. 𝑧 = 𝑥 − 𝑒𝑡 olmak üzere 
iki integral çözümü ile 𝑤(𝑧) = 𝑢 şeklinde ifadelerin 
𝑢 çözümü bulunur. Burada 𝑤 keyfi bir fonksiyondur. 
 
Elde edilen 𝑤 çözümünün Lojistik denklemde yerine 
yazılmasıyla kısmi diferansiyel denklem  
 
 𝑤′′ + 𝑒𝑤′ + 𝐴𝑤 − 𝐵𝑤2 = 0 (37) 
 
şeklinde adi diferansiyel denkleme indirgenmiş olur. 
Burada Fisher tipi diferansiyel denkleminin çözümü 
hakkında çalışmalar için [17-20] kaynaklarına 
bakılabilir. Bu diferansiyel denklemin çözümü 
oldukça zordur. [21]’de bu diferansiyel denklemin 
genel çözümü 

 

 𝑀(𝑥, 𝑡) =
𝐴

4𝐵
[1 ± tanh (𝑑(𝑥 − 𝑒𝑡))]2 (38) 

 
şeklinde elde edilir ki burada 𝑒 ve 𝑑 keyfi sabitlerdir 

ve çözüm için 𝑒 = ±5
√𝐴

√6
 ve 𝑑 = ±

√𝐴

√24
 olarak 

seçilmiştir. 

 
Özel olarak 𝐴 = 𝐵 alınırsa elde edilecek diferansiyel 
denklem 𝛼 = 𝐴 = 𝐵 olmak üzere; 

 
 𝑤′′ + 𝑒𝑤′ + 𝛼𝑤(1 − 𝑤) = 0 (39) 

 
şeklinde elde edilir. Bu diferansiyel denklemin 
çözümü oldukça zordur, ancak [19] ve [20]’ deki 

çalışmalar sonucunda 𝑒 = −5
√𝛼

√6
 seçilmesi ve 𝑐1 keyfi 

sabit olmak üzere genel çözüm 

 

𝑀(𝑥, 𝑡) =
1

4
−

1

2
tanh (−𝑐1 +

1

12
√6𝛼(𝑥 − 𝑒𝑡))  

+
1

4
tanh (𝑐1 +

1

12
√6𝛼(𝑥 − 𝑒𝑡))

2

  
(40) 

 
olarak elde edilir. 

 
Denklem 3’de 𝑎 = 0.1, 𝑏 = 1, 𝑐 = 0.5, 𝐾 = 20 olarak 
seçilirse, bu durumda 𝐴 = 𝑏 − 𝑐 = 0.5 ve 𝐵 = 1/20 

olarak elde edilir [2]. Genel çözüm için ise , 𝑒 = 5
√0.5

√6
 

ve 𝑑 =
√0.5

√24
 değerleri bulunur. Bu koşullar altında 

Denklem 3’ün çözümü, 
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 𝑀(𝑥, 𝑡) =
0.5

4/20
[1 ± tanh (

√0.5

√24
 (𝑥 − 5

√0.5

√6
𝑡))]2 (41) 

 
olarak elde edilir bu çözüm düzenlenirse, 
 

 𝑀(𝑥, 𝑡) =
5

2
[1 ± tanh (

1

4√3
 (𝑥 − 5

1

2√3
𝑡))]2 (42) 

 
olur. Ancak burada Abramson ve Kenkre modeline 
göre çevresel parametrenin bir kritik değeri vardır ve 

bu değer 𝐾𝑐 =
𝑏

𝑎 (𝑏−𝑐)
 ile ifade edilip, 𝑀𝑠 ve 𝑀𝑖  

popülasyonlarını birbirinden ayırır. Bu sebeple 𝐾 nın 
seçimi daha fazla önem kazanır. Eğer 𝐾 <  𝐾𝑐  
seçilirse, 𝑀𝑖  popülasyonu sıfıra eğilim gösterir ve 
enfeksiyon yok olur. Diğer yandan 𝐾 >  𝐾𝑐  seçiminde 
ise yenilebilir kaynaklarda bir artış olduğu için 
enfeksiyon gelişir [22]. Bu sebeple verilen 
 

𝑎, 𝑏 ve 𝑐 sabitleri için 𝐾𝑐 =
𝑏

𝑎 (𝑏−𝑐)
= 20 olarak elde 

edildiğinden K çevre taşıma kapasitesinin bu değere 
eşit, daha büyük ve daha küçük üç değeri için 
çözümler araştırılmış ve bu durumlarda toplam 
popülasyona ait grafikler verilmiştir.  
 
Analitik çözüme ait bazı grafik ve simülasyonlar 
aşağıdaki gibidir. 
 

 
Şekil 1. K=20 için Fisher-Kolmogorov denkleminin çözüm 
grafiği  

 
Eğer 𝐾 = 40 seçilirse bu durumda denkleme ait 
çözüm, 
 

 𝑀(𝑥, 𝑡) =
0.5

4/40
[1 ± tanh (

√0.5

√24
 (𝑥 − 5

√0.5

√6
𝑡))]2 (43) 

 
olur gerekli düzenlemeler ile bu çözüm, 
 

 𝑀(𝑥, 𝑡) = 5 [1 ± tanh (
1

4√3
 (𝑥 − 5

1

2√3
𝑡))]2 (44) 

 
halini alır. 𝐾 = 40 için çözüme ait grafik ise Şekil 2’ de 
verilmiştir. 
 
Eğer A=B olması için 𝐾 = 2 olarak seçilirse bu 
durumda analitik çözüm, 

 

 𝑀(𝑥, 𝑡) =
0.5

4/2
[1 ± tanh (

√0.5

√24
 (𝑥 − 5

√0.5

√6
𝑡))]2 (45) 

 

 
Şekil 2. K=40 için Fisher-Kolmogorov denkleminin çözüm 
grafiği 

 
halini alır ve bazı düzenlemelerle 
 

 𝑀(𝑥, 𝑡) = 1/4 [1 ± tanh (
1

4√3
 (𝑥 − 5

1

2√3
𝑡))]2 (46) 

 
şeklinde çözüm elde edilir. 
 
Bu çözüme ait grafik ise aşağıdaki gibidir. 
 

 
Şekil 3. Özel durum, K=2 için Fisher-Kolmogorov 
denkleminin çözüm grafiği 

 
Şekil 4. K=2 için Fisher-Kolmogorov denkleminin farklı 
aralıkta çözüm grafiği 

 
4. Tartışma ve Sonuç 
 
Bu çalışmada, Hanta virüs modeli olarak verilen 
doğrusal olmayan bir kısmi diferansiyel denklem 
sisteminin genel çözümü için Lie simetri metodundan 
yararlanılmıştır. 
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 Toplam fare popülasyonun Fisher-Kolmogorov 
denklemi olarak elde edilmesinden sonra, bu 
denklemin çözümü için Lie simetrilerinin 
bulunmasındaki güçlük sebebi ile bazı sabit 
değerlerin özel seçimleri ile çözümlere ait grafikler 
Şekil 1-4 ile verilmiştir.  
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