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PEARSON DAGILIS AILESININ GUVENILIRLiK ANALIZiNDE
KULLANILMASI UZERINE BiR CALISMA'

Ali Kemal SEHIRLIOGLU
Mustafa UNLU"
Oz

Giinliik hayatimizda kullandigumiz tiim iiriinler veya sistemler zaman iginde
yipranmakta ve bunun sonucunda da bozulmaktadir. Ureticiler agisindan bu olast
yipranma ve bozulmalarin sebeplerinin énceden bilinmesi hayati énem tagimaktadir. Bu
bakis agisiyla tiriinlerin potansiyel yagamlarinin belirlenmesi amacina yénelik giivenilirlik
analizi ¢alismalart yapilmaktadir. Giivenilirlik analizinin temelinde hata siirelerinin
dagilmi  vardw. Uygun dagiim  belirlenirken ¢esitli  istatistiksel — araglardan
yararlamlabilir.  Giivenilirlik analizinde genellikle kiimiilatif dagilim  fonksiyonu,
giivenilirlik fonksiyonu, hazard fonksiyonu, ortamla artik yasam fonksiyonu ve artik yagam
varyanst bu dagilimi belirlemede kullanmilan en yaygin araclardir. Aynmi zamanda hata
dagilislart  bu  fonksiyonlar arasindaki iligkilerden  yararlamilarak  karakterize
edilebilmektedir. Pearson diferansiyel denklem sistemi, giivenilirlik analizinde kullanilan
bir¢cok dagilist icerisinde barimdirmaktadir. Bu nedenle giivenilirlik analizinde dnemli bir
yeri vardir. Bu ¢alismada Pearson diferansiyel denklem sisteminin, asimetrik dagilim
tiireten kiibik paydali bir yapisi ele alinacaktir. Daha sonra bu yapt i¢in kosullu momentler

ile asimetri dlgiileri incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Giivenilirlik Analizi, Kiibik Paydali Pearson Diferansiyel
Denklem Sistemi, Kosullu Momentler.

A STUDY BASED ON USING PEARSON DISTRIBUTION FAMILY ON
RELIABILITY ANALYSIS®

Abstract

All products or systems that we use in daily life, degrade in time so, they ultimately
fail. It is very crucial for manufacturers to forecast the reasons of the failures before. With
that perspective reliability analysis is carried out to determine the potential lifetime of

' Bu ¢alisma Mustafa Unli'niin “Pearson Dagilis Ailesinin Giivenilirlik Analizinde
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products. Failure time’s distribution is the basis of the reliability analysis. While
determining the proper distribution, some statistical methods can be used. Cumulative
distribution, reliability function, hazard function, mean residual life, variance residual life
are most common tools to determine proper distribution in reliability analysis. At the same
time failure distributions can be characterized by using relations between these functions.

Pearson Differantial Equation System includes many distributions which are also
used in reliability analysis commonly. Because of this it plays a very important role in
reliability analysis. In this study, Pearson Differantial Equation System's cubic
denominator structure which derives asymmetric distribution will be handled. Then
conditional moments and asymmetry measures will be analysed for that structure.

Keywords: Reliability Analysis, Pearson Differantial Equation System,
Conditional Moments.

GIRIS

Giivenilirlik, belirli bir zaman araliginda, belirlenmis kosullar altinda bir
fonksiyonun hatasiz ¢aligma olasiligidir Gerg¢ek hayatta hicbir iiriin ya da sistem
giivenilir degildir. Clinkii zamanla birlikte asinmalar meydana gelmekte ve bu da
nihai olarak hataya yol agmaktadir. Bahsedilen hatalarin rassal olarak meydana
gelmesi sebebiyle giivenilirlik olasiliksal bir ¢cergevede degerlendirilmelidir.

Giivenilirlik analizinde, hatalarin dagiliglarini karakterize etmek ve boylece
uygun dagiliglar1 tamimlamak amaciyla hata orani, ortalama artik yasam ve
dayaniklilik fonksiyonu gibi araglar gelistirilmistir. Bdylece arastirmaci hatalar1 bu
fonksiyonlar cinsinden ifade ederek model tanimlanmasi probleminin iistesinden
gelmis olmaktadir (Sindu, 2002: 1).

Normal dagilis, 19.yy’da tiim istatistiksel analizler i¢in ¢ok dnemli bir rol
oynamustir. Cogu teorik ¢aligmalarda dagilisin normal oldugu ya da normale yakin
oldugu varsayilmistir. Fakat gercek hayattaki verilere uygun bir dagilis bulma
istegi ortaya ¢iktiginda, verilerin normal dagilimdan oldukc¢a farkli karakteristikleri
oldugu fark edilmistir. Bdylece 20.yy’in baslarinda normal olmayan egriler
kullanilmaya baslanmistir. Karl Pearson bu tarz dagiliglar1 tanimlamak igin istel,
gamma, beta, weibull vb. giivenilirlik analizinde sik¢a kullanilan birgok Onemli
olasilik modelini igeren diferansiyel denklem sistemi olusturmustur. Bu &zelligi
sebebiyle Pearson diferansiyel denklemleri giivenilirlik analizi ¢alismalarinda sik¢a
kullanilmistir. (Unnikrishnan ve Sankaran, 1991; Glanzel, 1991; Sindu, 2002;
Osaki ve Li, 1988; Unnikrishnan ve Sankaran, 1998; Asadi 1998; Unnikrishnan ve
digerleri, 2003; Shakil ve digerleri, 2010; Glanzel ve digerleri, 1984; Kotz, 1974;
Papathanasiou, 1995; Navarro ve digerleri, 1998). Bu caligmalarda kuadratik
paydali klasik Pearson diferansiyel denklemi kullanilarak farkli bakis acgilariyla
diferansiyel denklemin ¢oziimleri bulunmustur. Unnikrishnan ve Sankaran,
diferansiyel denklemi, giivenilirlik fonksiyonu tammindan yararlanarak karakterize
etmigler ve bdylece giivenilirlik analizinde kullanilan giivenilirlik fonksiyonu,
canlilik fonksiyonu ve hazard fonksiyonlartyla diferansiyel denklem arasindaki
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iliskiyi ortaya g¢ikarmislardir (Unnikrishnan ve Sankaran, 1991). Glanzel, ayni
diferansiyel denklem sistemi i¢in kosullu momentler ile Pearson Dagilis Ailesi igin
bir karakterizasyon onermistir (Glanzel, 1991).

Giivenilirlik  analizinde kullanilan dagilislar  genellikle asimetrik
dagiliglardir. Bahsedilen tipteki dagilislar incelenirken, asimetri Olgiileri de goz
Oniine alinmalidir. Dagiligin garpikligini belirlemek igin tiglincii, basiklig1 belirmek
icin ise dordiinci moment birer Ol¢ii olarak kullanilabilir. Yukarida bahsedilen
caligmalarda Pearson Diferansiyel Denklem Sistemi, kuadratik paydali yapisiyla
ele alimmis ve bahsedilen asimetri Olgiileri degerlendirilmemistir. Bu ¢alismada
Pearson diferansiyel denklemi, asimetrik dagilislar tiireten kiibik paydali formuyla
ele alinacaktir. Elde edilen yeni form hem Glanzel’in hem de Unnikrishnan ve
Sankaran’in Onerdigi yontemler kullanilarak karakterize edilecektir. Yapilan
islemler sonucunda da ii¢iincii moment elde edilerek, kiibik paydali diferansiyel
denklem formuna uygun bir dagilis i¢in asimetri 6lgiileri bulunacaktir.

KOSULLU MOMENT YAKLASIMI

X siirekli bir rassal degisken olsun. X’in olasilik yogunluk fonksiyonu f{x)
asagidaki diferansiyel denklemi sagladiginda Pearson Dagilis Ailesi’ne aittir (Unlii,
2013);

) ap+ ax
f(x)  bg+ byx + byx? + byx3

(1.1)

Teorem 1: X siirekli bir rassal degisken olsun.

E(X3) < o, E(X3|X > x),E(X?|X >x)ve E(X|X > x) tiirevlenebilir olmak
iizere, asagidaki kosul saglandiginda X Pearson Dagilis1 gostermektedir;

4b;E(X3|X > x) = A(X)E(X?|X > x) + B(xX)E(X|X > x) + C(x)
Burada
A(x) = 3bsx — 3b,, B(x) = (a; + 2b,)x — 2b;, C(x) = (ag + b1)x — by

Ispat: Vitality fonksiyonu, herhangi bir t zamanina kadar hayatta kalmis
bir bilesenin kalan beklenen 6mriinii tanimlar. ¢t (0, ) araliginda tanimli siirekli bir
degisken olmak iizere,

m(t) = E(X|X > t)
&) == fw ()d
m(t) = 0 xf(x)dx
t
seklinde tanimlanir. Bu fonksiyon ayni zamanda,

695



Unlii, M., Sehirlioglu, A. K. DEU SBE Dergisi, Cilt: 15, Sayi: 4

EXIX > x) = — [P ¢f(t)dt’dir. O halde,

R(x) 'x
b b

4b3f t3f(t)dt = (3b3x — 3b2)f t2f(t)dt +

x
b b

[y + 2by)x — 2b4] f tF(O)dt + [(ao + by)x — bo] f F(Odt

X
yazilabilir. Bu esitlikte iki kez tlirev uygulanirsa,
f,(.X') _ (3a1 + 6b2 - 6b0)x + 2(a0 + bl)
f(x)  bsx3+ (3by — a; — 2b,)x2(2b; — ay — by)x + by

elde edilir. Boylece incelenen yapinin kiibik paydali Pearson diferansiyel denklem
sitemine uygun oldugu goriilmektedir.

(1.1)’deki diferansiyel denklemden,
flao + arx] = f'(x)[bo + byx + byx? + byx?]

Bu ifadenin x’ten b’ye integrali alinirsa;

b b
f[ao + a,t] f(t)dt = f[bo + byt + byt? + bst3] £ (t)dt
X X
Esitligin sag tarafinda kismi integral uygulanirsa;
b b
(bo + byt + byt? + bst3)f(t)|2 — by f f(t)dt — 2b, f tf (t)dt
X

x
b

—3b3ft2f(t)dt
X
Esitligin sol tarafi;

b b

b
f[ao + a,t] f(t)dt = ay f f®)dt + alf tf (t)dt

Bu iki esitlik birlestirilip gerekli islemler yapildiginda;

—(bg + byx + byx? + b3x3)% = (ao + by) + (a; + 2b,)E(X|X > x)

+3b3E(X?|X > x)
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(1.2)

Simdi (1.1)’deki esitligin pay ve paydasi x ile genisletilirse;
f@)[aox + a;x?] = f'(x)[box + byx? + byx® + byx*]

olur. Aymi islemler bu esitlik i¢in uygulandiginda;
b b

f[aot + a t?] f(t)dt = f[bot + byt? + byt3 + bst*] f(t)dt

Kismi integral ile esitligin sag tarafi,

b
(bot + b1t? + byt3 + bstH F ()2 — boff(t)dt —
X

b b b

Zblftf(t)dt—3b2ftzf(t)dt—4b3ft3f(t)dt

X X X
Sol taraf;
b b b

f[aot + a t?] f(t)dt = aof tf (t)dt + alf t2f(t)dt

X X X

Iki ifade birlestirilip gerekli islemler yapildiginda;

X
—(box + b1x2 + b2x3 + b3x4) % = bO + (ao + Zbl)E(X|X > X)

+(a; + 3by)E(X?|X > x) + 4b3E(X3|X > x)
(1.3)
(1.2)’deki ifade x ile genisletilip (1.3)’e esitlenirse;
(ag + by)x + (ay + 2by)xE(X|X > x) + 3b3xE(X?|X > x) =
bo + (ap + 2b))EX|X > x) + (a; + 3b,)E(X?|X > x) + 4b3;E(X3|X > x)
Elde edilir. Bu sonug diizenlendiginde,
4b3E(X3|X > x) = [(ag + by)x — bo] + [(ay + 2by)x
—(ag + 2b)E(X|X > x) + [3b3x — (a; + 3b,)]E(X?|X > x)
Bu durumda;
A(x) = 3bsx — (a; + 3b,)
B(x) = (a; + 2by)x — (ay + 2by)
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C(x) = (ap + b1)x — by

olur. Bu sonucla figiinci dereceden kosullu moment ile ikinci ve birinci
derecelerden kosullu momentler arasindaki iligki kiibik paydali diferansiyel
denklemin parametreleri cinsinden elde edilmistir.

GUVENILIRLIK FONKSIYONU YAKLASIMI

Pearson diferansiyel denkleminin kiibik paydali yapisi igin giivenilirlik
fonksiyonunun tanimindan yararlanarak asagidaki gibi bir karakterizasyon
yapilabilir.

Teorem 2: X siirekli bir rassal degisken olmak iizere, asagidaki esitlik
saglandiginda, X’in dagilig1 kiibik paydali Pearson diferansiyel denklemi yapisina
uymaktadir.

1
(bo + bax + byx? + b3x®)h(x) = [(ay + 2by)u, + 3bsu, | (1 + %)

Ispat: (1.1)’deki diferansiyel denklemden,

b b
f(ao + ax)f(x)dx = f(bo + bix + byx? + byx®)f (x)dx

oldugu biliniyor. Esitligin sag tarafinda kismi integral uygulanirsa;

b
(bo + byx + byx? + b3x®)f(x)|2 — by f f(x)dx

b b

—szfxf(x)dx— 3b3fx2f(x)dx

X X

Buradaki terimler,

b
[ rax=rew

b b
—szfxf(x)dx = —szxR(x)+2b2fR(x)dx

X X

b b
—3b3fx2f(x)dx = —3bsx? + 6b3fo(x)dx

X X

olmak iizere, esitligin sag tarafi;
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b
—(bg + b1x + byx? + b3x3)f(x) — byR(x)—2b,xR(x)+2b, f R(x)dx

x
b

— 3b3x%R(x) + 6by f xR (x)dx
X

olur. Sol taraf i¢in ayn1 islemler uygulanirsa;

b b

f(ao + a.x)f(x)dx = agR(x) + a;xR(x) — a, f R(x)dx
X X

Elde edilen sonuglar birlestirildiginde;
b
(bo + b1x + byx? + b3x®)f(x) + byR(x)+2b,xR(x)—2b, f R(x)dx

X

b b
+3b3x%R(x) — 6b; f xR(x)dx + agR(x) + a;xR(x) — a, f R(x)dx =0
X X

Burada f(x) = h(x).R(x) esitliginden yararlanarak;
[(bo + b1x + byx? + b3x3)h(x) + (ag + by)+(ay + 2by)x + 3b3x?]
b

b
_ (sz + al) 6b3
= W R(x)dx + R(x)fo(x)dx

yazilabilir. Esitligin sag tarafinda;

b
_ (sz + al) 6b3
=R R(x)dx + R(x

b

f xR(x)dx

X

olsun. Moment denklemlerinden [aq + bq] + [a; + sz],u'1 + 3b3//2 =0 oldugu

biliniyor (bkz. Ek, Esitlik 1.1.1). Bu esitlikte gerekli islemler yapilirsa,
b b

ay + by + (ay + 2by) f xf (x)dx + 3bs f x2f(x)dx =0
X

x
b b

—3b; f x2f(x)dx = ag + by + (a; + 2b,) f xf (x)dx

Bu ifade i¢in kismi integral alinirsa;
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b
_ (ag+by) 1
fo(x)dx = 6b;  6b; [—(a; + 2b, — 3b3x]xR(x)
X
b
(a1 + sz)f
-2 2R
6b, (x)dx
X

Elde edilen bu sonug¢ A’da yerine yazildiginda,

__(ag+by)
=~ ®

olur. Bu ifadeyi yerine koydugumuzda;

+ [(a; + 2b,) + 3bsx]x

1
(By + byx + byx® + bsx®)h(x) = —(ag + by) (1 + %)
Moment denklemlerinden —(ao + b1) = (a; + 2by)u, + 3bzu, (bkz. Ek Esitlik
1.1.1) oldugu biliniyor. O halde esitlik,

1
(b04-b1x4-b2x2-+b3x3)h(x)==[(a14-2b2)ﬂ14-3b3ﬂ2]<14-§z;5)
Boylece kullanilan Pearson diferansiyel denklem tipi i¢in giivenilirlik
fonksiyonu, hazard fonksiyonu, birinci moment ve ikinci moment arasindaki iligki
elde edilmistir.

SONUC

Giivenilirlik analizinde hata dagihislarinin dogru modellenmesi ¢ok
onemlidir. Yapilacak olan g¢aligmalarin dogrulugu da model se¢iminin isabetli
yapilmasina baglidir. Giinliik hayatimizda kullandigimiz iriinlerin ¢ogunun hata
dagiliglar1 asimetriktir. Dolayistyla giivenilirlik analizinde de en ¢ok bu tip
dagiliglar kullanilmaktadir. Bu bakis acgisiyla bu ¢alismada Pearson diferansiyel
denklemi asimetrik dagilislar tiireten bir formda kullanilmigtir.

Daha oOnce yapilan ¢alismalarda (bkz. Unnikrishnan ve Sankaran, 1991;
Glanzel, 1991; Sindu, 2002) giivenilirlik fonksiyonu yaklasimi ve kosullu
momentler ayri ayr1 ele alinmistir. Bu c¢alismada parametreleri belirlenmis bir
dagilisin Pearson diferansiyel denkleminin kiibik paydali yapisina uygun oldugu
durumda 6nce giivenilirlik fonksiyonu yaklasimiyla birinci ve ikinci moment ile
giivenilirlik fonksiyonu ve hazard fonksiyonu arasindaki iligki elde edildi. Daha
sonra kosullu moment yaklagimi dikkate alinarak, ii¢iincii dereceden kosullu
moment karakterize edildi. Tim bu bilgiler beraber degerlendirilerek tgilincii
dereceden kosullu moment ile giivenilirlik fonksiyonu ve hazard fonksiyonu
arasindaki iliski elde edilmis oldu. Bu bilgilerin elde edilmesiyle arastirmacinin
model iizerindeki hakimiyetinin artmasi hedeflenmistir. Elde edilen bu asimetri
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ol¢iilerinin bilinmemesi durumunda ayni1 ortalama ve varyansa sahip fakat ¢arpiklik
ve basikliklar1 farkli dagiliglar ortaya cikacaktir. Dolayisiyla bu farkli dagilislarin
her biri i¢in farkli giivenilirlik dlgiileri olacaktir. Bu ¢aligmada Onerilen yontem ile
boyle durumlarda arastirmacinin elinde model hakkinda karar vermek i¢in daha
fazla bilgi mevcut olacaktir.
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EK: Kiibik Paydah Pearson Diferansiyel Denkleminin Moment Denklemleri

) ap+ ax
f(x)  bg+ byx + byx? + byx3
S

N

f x™ (ap + a1x) f(x)dx = fx"(bo + bix + byx? + byx®)f (x)dx
T T
Bu esitligin sag tarafi i¢in kismi integral uygulanirsa,
N
x™(by + byx + byx? + b3x3) f(x)|$ — nby f x" 1 (x)dx

r

N N N
—(n+1)b, f x"f(x)dx — (n + 2)b, f x"1f(x)dx — (n + 3)bs f x"2f(x)dx
T T T
Sol taraf;
N N N
fx” (ap + a1 x)f(x)dx = a, f x™ f(0)dx + ay f x"1f(x)dx
T T T
O halde;
N N
nb, f x" 1 (x)dx + [ag + (n + 1)by] f x"f(x)dx
T T
N N
+[a; + (n+ 2)b,] f x"1f(x)dx + (n + 3)bg f x™2f(x)dx = 0
T T
nbou,, | + lag+ (n+ Dbylu, +[as + (n+ 2)bylu.,,, + (n+3)bsp.,, =0
ty = 1 olmak iizere;
n=0 i¢in; [ag + b1] + [aq + sz],u'1 + 3b3,u'2 =0 (1.1.1)
n=1 i¢in; by + [ag + Zbl],u'1 + [aq + 3b2],u'2 + 4b3,u'3 =0 (1.1.2)
n=2 icin; 2bou; + [ag + 3byluy + [ar + 4byluy + Shap, =0 (1.1.3)
n=3 igin; 3b0,u’2 + [ag + 4b1],u'3 + [aq + 5b2],u; + 6b3,u'5 =0 (1.1.9)
n=4 icin; 4bous + [ag + 5blu, + [ay + 6byluy + 7Thsu, =0 (1.1.5)
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