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Ozet

Bu calsmada donel yaylar ile mesnetlegrbir karbon nanottipiin deésik sinir sartlari
icin ¢6zumu incelenntir. Klguk boyut etkisini problemin ¢ézimuine dagtihek icin
yerel olmayan elastisite teorisi kullanilfmwe Timoshenko kiriteorisinde uygulanan
kabuller g6z 6nunde tutulmpwr. Yatay yer dé@stirme fonksiyonu olarak Fourier sinis
serisi secilmgtir. Sinir kgullarinda esneklik sdanmasi bakimindan bir matematiksel
donyim olarak adlandirilan Stoke dagiimi yiksek mertebeden sinirsidtarina
uygulanmgtir. Matematiksel hesaplardan sonra icinde yay #abi ve boyut
parametresi de bulunan bir katsayilar matrisi eledilmistir. Bu katsayilar matrisinin
0z degerleri serbest tirgim frekanslarini vermektedir. S6z konusu katsayratrisinin
dogal titresim frekanslarini bulabilme yetegie bir cok matematiksel 6rnekte test
edilmis ve literattirde bulunan sonuclar ile kalastiriimistir. Cozilen 6rneklerden
titresim frekanslarinin dénel yay sabitlerine ve yerehalan parametreye ph olarak
degistigi sonucuna ulglmistir.

Anahtar kelimeler: Karbon nanotip; donel yay; serbest tiia; Stoke dongumd,
Fourier sinUs serisi.

Free vibration analysis of a rotationally restraimarbon
nanotube via nonlocal Timoshenko beam theory

Abstract

In this study an investigation has been performed d& carbon nanotube with

rotationally restrained boundary conditions. In erdto examine the small size effect,
nonlocal elasticity with Timoshenko beam assumptibave been used to solve the
problem. Lateral deflection function has been choae a Fourier sine series. Stoke
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transformation has been applied to the higher ordeundary conditions. A coefficient
matrix including nonlocal and spring parametersderived after some mathematical
calculations. The eigen values of this matrix gites free vibration frequencies. The
capabilities of present coefficient matrix has bdested through several numerical
examples and compared the results avaliable ifitti@ture. From the solved samples,
the vibration frequencies have been reached asaltref the change depending on the
rotational spring constants and the non-local paeden.

Keywords:Carbon nanotube, rotational restraints, free vitioa, Stoke transformation,
Fourier sine series.

1. Giris

Yap! ve makine sistemlerinin boyutlari mikro veyano olcekte oldgunda; klasik
elastisite teorisi gerekli olan statik ve dinamikabzler icin yetersiz kalmaktadir. Boyut
etkisinin g6z 6nune alinmak zorunda gidunano veya mikro 6lcekli yapilarda daha
hassas sonucglar elde etmek icin mutlaka yiiksek eleden elastisite teorileri
kullanmak gereklidir. Son vyillarda yiksek mertebedelastisite teorileri kiucguk
boyuttaki makina veya yap! parcalarinin analizirgl&likla kullaniimaktadir. Bu
teorilerden bazilari (yerel olmayan elastisite i@pryapiyl zayiflatici etkilere sahipken
bazilari ise yapiyl guclendirici 0zelliklere salmpfdegistirilmis gerilme cifti teorisi,
gradyan elastisite teorisi). Literatlirde bulunanavatirmacilar ilgisini ceken mikro ve
makro boyutta ortaya c¢ikan farkhliklar ginimuizadguyn bir sekilde incelenmektedir.
Chong ve Lam [1] epoksinin blytk 6lciide boyutglb@ldugunu gozlemlensiir.
McFarland ve Colton [2] nano Olgekte yapticalsmalarda; klasik elastisite teorisi
kullanmanin uygun olmagh Gizerinde durmgiur.

Oncelikli olarak nano boyuttaki malzemeler ile dgn@pmak oldukca pahali ve son
derece zahmetlidir. Dolayisiyla teorik gatalar buyik 6nem arz etmektedir. Teorik
calismalarin buyudk ¢cgunlugu elbetteki deneysel catnalarin yerini tutamaz ama buyuk
maliyetler gerektiren deneysel gahalara gik tutabilir. Uygulamali matemati ve
yuksek mertebeden elastisite teorilerini iceren ook teorik cakma literatirde
mevcuttur. Bu ¢agmalar ¢ ana bélimde kategorilendirilebilir. Bunhabrit (atomik-
surekli) [3-5], surekli [6-8] ve atomik [9,10] ontamekanikleridir. Klasik elastisite
teorisi ¢cok fazla hesaplama zahmeti gerektirmemieklikte hibrit ve atomik yontemler
ile blyuk Olciide benzerlik gamaktadir [11,12]. Son yilllarda bir c¢ok yiksek
mertebeden elastisite teorileri 6n plana cgtmibunlar gerilme cifti teorisi [13,14],
yerel olmayan elastisite [15], ylzey elastisite][\t& gradyan elastisite teorileridir [17].
Yang ve ark. [18] d&stirilmis gerilme cifti teorisini gektirmistir. Bu teoriden sonra
degistirilmi s gerilme cifti elastisite teorisi ve gradyan elss$é teorileriyle; nano ve
micro Olcekteki yapilarin statik dinamik ve statalianalizleri dgisik arastirmacilar
tarafindan gercgekiérilmi stir [19-25].

Literatlr taramasindan gorulgeagibi calismalarin ¢gunda sinir kgullari rijit olarak
alinmstir. Bilindigi gibi rijit sinir kosullari sadece 6zel durumlarda s6z konusudur ve
uygulama gamasinda sinir kallarinin rijit olmasi ¢gu zaman mudmkin gedir.
Hareket edebilir sinir kaoillariyla ilgili 6zellikle nano 6lgekli yapilardaapilan bilimsel
calisma sayisi oldukgca azdir. Bu gahada Fourier serileri ve Stoke d@dinu
kullanilarak deforme olabilir sinir kallarinda nano 6lcekteki bir Timoshenko kinin
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yerel olmayan elastisite teorisine gore titne analizi yapilmgtir. Ilerleyen bolimlerde
deforme olabilir sinir keullarini da kapsayan bir katsayilar matrisi eldéneigtir. Bu
katsayllar matrisinin 6z derleri titresim frekanslarini  vermektedir. Cgtna
kapsaminda elde edilmolan katsayilar matrisi 6zellikle sinir fdlarinin degisiminde
esneklik sglamaktadir. Ayrica literatlirde siklikla bulunanitriginir kgullarina ait
¢cbzimler hesaplanacak determinantta bulunan yaylesate 6zel dgerler verilerek
elde edilebilmektedir.

2. Teorik alt yapi

2.1 Problemin formilasyonu

Sekil 1'de gosterilmy olan basit ve donel yaylar ile mesnetlepivir Timoshenko kigini
g6z 6nune alalim. Bu cainada boyut etkisini géstermek icin Eringen [15htardan 6ne
surllen yerel olmayan elastisite teorisi kullarakta. Yerel olmayan elastisite ve
Timoshenko ki teorisine gore hareket denklemlefa@da verilmistir [26].

El 3)(? KSGA(¢+%/()+ Ipa)2¢—72(pﬁa)2%¥(+ | pew? CF¢) 0 (2)
kG 9N pury=0 @

@ Bu BL

a A

Sekil 1. Basit ve donel yaylar ile mesnetleriiir Timoskenko nano kii.

burada; y dgey darultaki yer dgistirmedir. ¢ enkesitin gilmeden kaynaklananganini
temsil etmektedir. EI isegéme rijitli gini gostermektedir. G kayma modull, A enkesit
alani,w acisal frekans, | atalet momenti, E elastisite niodé p kitle ygsunlugudur. Ks
terimi ise Timoshenko kiiteorisinde kullanilan dizeltme katsayisidir vgrddan enkesit
geometrisiyle ilgilidir. (1) denkleminin x’e gorérevi alinirsa;

d’s dg 2%_ , dy
=l KGA(x o’

bulunur. Bu ¢alimada herhangi bir titsen modu icin yatay yer dgstirme fonksiyonu ve
egim ifadesi @agidaki iki formulasyonla gosterilrgtir.

+ | po? ¢) 0 3)
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0, Xx=0
o, X=L
X) =& : 4
Y09 ZCnsin(@) 0<x <L )
= L
4, x=0
g  x=L
X) =9 : 5
P0) ZDncos(nLLXj Ox < ®)
n=1

burada L karbon nanotiipin boyudur. (4) ve (5) damldrindeki Fourier sabitleri
asagldaki gibi yazilabilir.

_ 2L . NrX

C, == [, y(¥sinE=)dx (6)
_2t 7 X

D, = [, p(x)cos( pix. ™

2.2 Stoke dongiimu

Bu alt boélimde; 6ncelikli olarak Stoke d@intinin nasil gerceldrildigi hakkinda
teorik alt yapi gosterilecektir [27-30]. Timoshenlkiris teorisinin yerel olmayan
elastisitede hareket denklemini ¢c6zmek icin bir gaksma mevcuttur. Ancak hareketli
sinir kaullarini problemin ¢éziminde gostermek icin bu sgahida Stoke dorimi
kullaniimstir. (4) denklemi bir kez turetilirse;

y'(x) =, C, cos, ) (8)
n=1

bulunur. Buradax,, katsayisi gagidaki formdadir:

o, =—, 9)

(8) denklemi Fourier kosinus serisi gibi gosteiilieb

y'(X) :%+ifn cosg, X), (20)

=1
(10) denklemindeki katsayilagagida verilmitir.

_ 2L, _2
fo == [,y (9 dx==[ X - yO)], (11)
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f :% joLy'(x) cosgr, x)dx (n=1,2." (12)
Kismi integrasyon uygulayarakagidaki ifadeler elde edilebilir.

_—[y(x)cos@: XY, +— [ j y(X)sing,, x)d% (13)

= Z[1ry(L)- yO)+a,C,, (14)

ve sonug olarak birinci tirev sinirgdlar ayriklatiriimis halde aagidaki gibi bulunur.

dzl(xX) = +icos(a x)[ ((_1) %% )+anCnJ (15)

Yukarida Ozetlenngi olan matematiksel yontem Stoke dgimiati olarak |fade _edilir.

kolaylikla bulunabilir.

m —Za sin(a x)[ ((_1) oL =% )+anCnJ (16)
IR A +Zcos@zx)'2(( FAZ0 D EEDO=2) oy )
d*y(® _ 26 26" 2 2(C 16 ~5,),

dX4 _Z Sln( X) L o, ( L ancn)) (18)

kosinus serisi de sinirlar igin ayrll,;llmlablllr

d¢(x) Za D, sin(a,X) (19)
d?x(zx) = ia coy«, x)(z(( U'd-%)_ a, Dn] , (20)
d ¢( X - Za sin(a X)(Z(g — 1S, ), ananj (21)

2.3 Fourier katsayilarinin bulunmasi
(16), (17), (18), (19), (20) ve (21) denklemleri) (2e (3) denklemlerinde yerlerine

yazilirsa, C,, D, katsayilari gagidaki gibi bulunur.

12
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2GK T, (%, — (1" 9.)

C,= . (22)
L(GK (- Apw® +aiT) + po®(lpo®+a T ,))
2(pw® —-GK a2 ), (9, + (-1)*"9,) (23)
Lpa) (1 po® —a’T,) +GLK (T, — po T,)
burada;
I, = El - %1 po® (24)
[,=-El+7°l po®-G(Ay?+ 1)K, (25)
[, = A+ (A2 + Na? (26)

seklinde ifade edilngtir.

2.4 Timoshenko kig teorisinde yerel olmayan sinir kallari
Sekil 1’ deki Timoshenko kig teorisinde yerel olmayan sinirskdlari [26] donel yaylari
da icerecekekilde gagidaki gibi yeniden duzenlenebilir.

o, dggg(x) = E19,— 2 (pA0y+ plo?3,), 27)
y=0, x=0 (28)
0, dzg(x) ELY, — 72 (pAn’y+ plo3d,), (29)
y=0, x =L, (30)

buradad, ve 6, sirasiyla sinirlardaki donel yay sabitleridir. X1@.3), (22), (23) ve (17)
denklemleri (27)-(30) denklemlerinde yerlerine Yaga agagidaki iki denklem takimi
bulunur.

Z: AAZ) 9 (nz; 2L490//\\1Aj\( 1)“”)3 0o 31)
2LO, A A 1+n = 2L, A A
e A( ) M3 20 e o (32)
burada;
A, =El - %l pw? (33)
A, =L po®-Gn’r *K, (34)

13
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A, = Lpo?(—EIn’z 2+ (LP+n ¥ )l po ) (35)

A, =G(Bn'z* - (L+ 'z )x ( ALl+ nr *Npo ) K (36

seklinde gosterilntir. (31) ve (32) denklemleri matris formundg@daki gibi gosterilir.

|:le le:||:‘9c'):| -0 (37)
Xor Xl S
burada;
2 2L6 A A
=AYy —0 L2 38
X1 1 ; A +A, (38)
_ i 2LOA A (1) (39)
=1 A+ A,
_ i 2LO A AL (1" (40)
= A +A,
2, 2L6 A A
=—A.+ L—lZ, 41
X22 1 nZ:; A +A, (41)

seklinde ifade edilmgtir. (37) denklemindeki katsayilar matrisinin Ggdderi
determinantin sifirasglenmesiyle bulunur;

det\ Zij\:o Q,j =1,2. (42)

(42) denkleminden elde edilecek karakteristik demkh koklerig,ve 6, parametrelerinin
cssitli degerleri icin bulunabilir. Bulunacak 6zgerler Timoshenko kigi teorisine gore
yerel olmayan Kiglerin serbest titrgm frekanslari olacaktirg,ve 6, parametrelerine
sonsuz buylk derler verilirse ankastre mesnetli nanottplerin dredtari bulunurg, ve

6, parametreleri sifir olursa basit mesnetli nanetiplfrekanslar elde edilir. Gorulga
gibi kurulan formilasyonla g#li sinir sartlarindaki nanottplerin frekanslari kolaylikla
bulunabilmektedir.

3. Sayisal sonuclar

Bu bolimde o6nceki kisimlarda elde edgnolan formulasyonlar uygulanarak sik
sonuglar elde edilngir. Ayrica donel yay sabitlerine 6zelgiler vermek suretiyle klasik
sinir kaullar icin de sonuglar elde edilebilir. Ornek alaryay sabitleri ¢, = 0,6, = 0)
alinirsa, (42) denklemi basit menetli karbon napletin ¢6zima icin kullanilabiir.
Benzersekilde yay sabitleri §, =, 6 =) olarak yazilirsa; iki tarafi ankastre karbon
nanottpun acisal frekanslar bulunabilir.

3.1 Sayisal drnekler

Bu alt bolimde cgtli sayisal Ornekler; kurulan formulasyonla ¢oOzuktir. Sayisal
anallzlerdeE 1 TPa, Ks = 9/10 olarak alirgtwr. Literatirle uyumlu olarakp = 2.3 g cm
3alinmstir [26]. Karbon nanotiipiin ¢ap ve uzunluk orahLd 1/10 secilmitir.

14
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Cozlulmi olan orneklerin tamamind#&@, =6, =0.01 nN/nm alinmgtir. Csesitli yerel
olmayan parametreler icin ¢coztmler buluna$eakil 2 ‘de gosterilmitir. Bu 6rnekten yerel
olmayan etkilerin yiksek modlarda daha 6n planaigilgozlenmgtir. S6z konusu
sonuglar literatdr ile uyumludur.

(42) denkleminden gortlegiegibi determinanti olgturan elemanlar sonsuz serilerden
olusmaktadir ve serilerde kullanilacak terim sayisisecilmesi buyik o6nem arz
etmektedirikinci 6rnekte citli terim sayilar kullanilarak elde edilen sorachekil 4-5’

te sematik olararak sunulngtur. S6z konusu sayisal gahada farkli terim sayilariyla (42)
denklemiyle verilmg olan determinant hesaplarynve ilk iki mod icin grafiksel olarak
karsilastirma yapilimgtir. Bu 6rnekte sabit yerel olmayan parametrgedeicin disey yer
dezistirme fonksiyonlar ilk iki mod ic¢in cizdirilmi ve kullanilacak terim sayisi test
edilmigtir. Sekil 4-5’ ten goruldga gibi ilk 50 terimin kullaniimasi her iki mod icide
yeterlidir ve yeterli hassasiyete sahiptir. Bgaraadan sonra terim sayisinin artiriimasi
sadece hesaplama zahmeti getirecektir.

Son Ornekte farkli yerel olmayan paramtrelerin @iort mod Uzerindeki etkileri
tartisilmistir. Ik dort mod icin dgey yer dgistirme fonksiyonlari elde edilerefekil 6-9
da grafiksel olarak verilngiir. Bu grafiklerden ytiksek modlarda yerel olmayskilerin 6n
plana ciktgl ve belirginlgtizi gozlenmitir. Problemi klasik elastisite teorisine gore
¢6zmenin ozellikle nano Olcekteki yapilarda ne kaginls oldusu ortadadir. Problemi
¢6zmek icin kiiglik boyut etkisini g6z dnune olansgkmertebeden elastisite teorilerinin
kullaniimasinin zorunlu oldiu s6z konususekillerden ortaya gikmaktadir. Ozellikle
yuksek modlarda klasik elastistisite teorisi oldauktatali sonuclar vermektedir. Benzer
sekilde farkh yay sabitleri icin yerel olmayan dékin katkilari incelenmgtir ve literatirle
uyumlu sonuclar elde edilgtir. Literatlrden bilindi gibi yerel olmayan etkilerin yiksek
modlarda daha 6n plana ¢cikmaktadir. Busgaida yapilan ¢ézimlerde de yerel olmayan
parametrenin yiksek modlara etkisi daha fazladsegiaki sekillerden goruldgu gibi
terim sayisinin belli bir dgrinden sonra titggm frekanslari ayni dgerde kalmaktadir.
Terim sayisi icin sonsuz bir ger alindginda ¢ozimler kapali olacaktir. Cézimlerin
yapilmasi icin Fortran programlama dilinde bir peog yazilmg ve sayisal veriler
problemde kullanilan parametrelerirsiledegerlerine gore elde edilstir.

Literatirde bulunan camalari bir ¢gunda sinir kgullar olarak ya basit mesnetli
Timoshenko kigleri kullanilms veya rijit sinir kgullarina sahip cubuklar tercih edilgtir
[31,32]. Sinir keullarinin rijit secilmesinin temel nedeni analitkzim icin gerekli olan
fonksiyonlarin kolay dnerilebilir olmasidir. Ancglercek fiziksel nesnelerde bulunan sinir
kosullari hi¢ bir zaman rijit olmayacaktir. Bu gahada gercek fiziksel bir problem
¢c6zmek icin rijit olmayan sinir kallari tercih edilmgtir.

10

Md nunar asi

Sekil 2. Farkh moaiara art acgisal Trekansiarin rayerel oimayan parametre gleri icin
degisimi.
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L B A L B L B By
7r ]
6F S\
[ wWa ]
5- w3 1
o \ f
3 W .
2L \ ]
w
1f 1\ .
O;\ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L \;
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
>

2 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

— 50 terim

— 5terim |

— 3terim
H — 2 terim
6 7\ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 \7
0 5 10 15 20
Sekil 4.a. Birinci mod icin farkl terim sayilariylaulunmy olan sonugclar (2,3,5 ve 50
terim).
1.5 i‘ .
[ — 30 terim
1.0 — — 10 terim
; — 8taim
0.5F
A — 5 tarim
X 00f
0.5 —
10}
15
o s 1 15
Sekil 4.b. Birinci mod igin farkl terim sayilariylulunmy olan sonuglar (5, 8, 10 ve
50 terim).
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1.5F

F — 0 taim

L0 — D tgim

[ — 20 taim
0.5;

: — 10 taim
% 0.0F
> L
0.5F
-10F
1.5}
o

Sekil 4.c. Birinci mod

X

icin farkli terim sayilariylaulunmy olan sonugclar (10, 20, 30 ve
50 terim).

1.5}

1.0F

— 5 terim
— 5 terim
— 3 taim

-0.5 F

0.5 ) ]
A — 2teim A
* 00Ff ]

Sekil 5a.ikinci mod icin farkli terim sayilariyla bulunnaelan sonuglar (2,3,5 ve 50

terim).
1.0} i
0.5:—
< 0.0 ]
>
70.5:—
L0}
0

Sekil 5b.1kinci mod igi

X

in farkl terim sayilariyla bulunmwlan sonuglar (5,8,10 ve 50
terim).
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1ol — 50 terim 1

I — 35 terim ]

r — 25 terim 1

0.5 | il

[ — 15 terim i

x 00} ]
> [ ]
7\ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L \7

0 5 10 15 20

X

Sekil 5¢.Ikinci mod icin farkli terim sayilariyla bulunmwolan sonuclar (15, 25, 35 ve
50 terim).

| — p=t.2 nm
— p=1.5nm
— y=2.0 nm
— y=2.5nm

— y=1.2nm

ylx]

— y=1.5nm
— y=2.0nm
— y=2.5nm

Sekil 7. Farkli yerel olmayan parametrelerin ikinmbda etkisi.
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— y=1.2nm

— y=1.5nm

y[=]

— y=2.0nm
— ¥=2.5nm

Sekil.9. Farkh yerel olmayan parametrelerin dordiintoda etkisi.

4. Sonuclar

Basit ve donel yaylar ile mesnetlenniimoshenko kiglerinin yerel olmayan elastisite
teorisine gore titr@m analizleri incelenngtir. Yatay yer dgistirme ve gim fonksiyonu
olarak sirasuyla Fourier sinus ve kosinis seriggtCilmistir. Bu serilere Stoke
dontumleri uygulanmy ve problemi yoneten denklemlerde yerlerine yaztimiBu
sekilde Fourier katsayilari elde edigtir. Bulunmus olan katsayilar yiksek mertebeden
sinir kaullarinda yerlerine yazilarak katsayilar matrikleeedilmitir. Bu katsayilar
matrisinin 6z dgerleri titresim frekanslarini vermektedir. Bulunan sonuclapgada
siralanmgtir:

e Bulunan katsayilar matrisi farkli sinir gdlar icin titresim frekanslarini
vermektedir.

e Klasik yontemlerde oldgu gibi her defasinda yeni sinirkdu yazilarak yeni

denklem ¢6zmeye ihtiya¢ duyulmadargdadan sonuca gidilmektedir.

Titresim davranginin yay sabitlerine [gh oldugu gosterilmgtir.

Boyut etkisi sert yaylarda daha fazla ortaya ¢ikiadk.

Bu metodla herhangi bir zamandaki yatay deplasnagrudan bulunabilecektir

Kullanilan terim sayisi arttikca bulunan sonucliabibine ¢cok yaklamaktadir ve

bu da kullanilan yéntemin goulugunu ispatlamaktadir.
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e Yiksek modlarda daha fazla terim kullanmanin gerekdlugu sekiller ile
gosterilmitir.
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