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l. l.Do[rusa! Nlodellcr

qDIiRM igmmm qegngtrrdr$rncian daha genig bir pratrk alanura
"sahiptir Bunurr dnenrli bir nedeni Istatistik'te l'e Ekonometri'de do[rusal
urodel kavramr ile p;lrametrelerinde dolrusal olan modelin anlaqrlmakta
slnxrsrdrr. Di giqkenlerurde ve parametrelerinde dolrusal olan modeller
CIIDRN{ "nin geierreksel araglan iie rrdelenebilir. Yine parametrelerurde
Cc'[n:sal, degigkenlerurde do$rusal oimayan modeller iCir-r de
(degiqireniernJe uygiin donu;timlere gidildikten sonra) CDDRM 

'nin

araglanndan v'ararlnnrlabilir. Parametrelerinde do$rusal olmayan
mod ei ierCen lra zt ian cla u-r,gun don ii g iiml erl e ciofru sa iia gtrrrla br lrnekted i r t .
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vektcirii:iri, )\" ,, X ,,. ., -Y , k

+f lo, {*+s ( I "2. l) denkJemi ile
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' ,ektorleruri, 
P,,,13,. ,rt, k tane paramctrevi € ise mociele

rlrstlsntrsal oima cizelligrnr veren anaktitle hata payl vektrirr"rnii
srmgeienrek-iecir. Ciiven arahgi hesabr 1,a r'{a pararnetrel*'rle ilgrli hipote:
trstien agarnasrnda, nenrral da[rlim ya da onurria ilintili difer oi;lsrlrk

dafrl.miarmr kuiianabilmek iqrn anakutle hara pav,rrn 0 ortalan a ," 6'
varvansl ile rion ru I caf r idrgr varsayrlmaktadrr.

Yukarujaki modei degiSkelierinde vE parametrelerinde dcgrusal bir
rnodeldir Bununla biriikte sozgelimi,

i7= = f | , , ,  /3. ,X' ,+ pjrE'{ ,+ p.sir , .Y,X,.-  f1 ,s ' \"-r t '  g ibr
brr n'rqrriel de ri:grgreli,;r;rde u-ygun dtrnr.igtimiere gidilerek
dtgrusall* gtrrrlabiii r.

y'" ' ii . X: = .Xi, X'r.. log X' X' =,\i, f, .X- , X.r= g^\.'
cieniiecek olu-rsa,

i ii . 
* 

P, x': ' * 
/3 ..Y; 

'c ddntietiinihrrue dcfrusal nrodeii

eide eclii..,celcir.

' Ila?.r d,.r;!.'iisnllr.,irl1o6t1;t lonksivtrnia; 1f:1n i)kz: IIotk'n8, R R , 
''[,lethods ald Applicauotls

ct"l-:ncli l'.'ftlCcl.;: Regrcssron an'J tirc Analvsis of VuLiancs , ,lotur Wilel' | :'96, siSl--18i
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Bazr rnodeller de parametrele.rinde do[nrsal degiidir Omelgn teorrk
kiniyada sabrt bir srcakhkta trrtulan bir gazur hscml (V) ile basurcr (ir)
arasrnda Ei: il isl;i vardir:

l'Vt -. r: (c bir sabit olmak tizere)

Burada ;, her :-*i.:a gt're fbrkh deferler alan, gazlarur ayrrdedrci bir oz*{iifinr

qosteren bii sabirtir. E[er ]"-=F ve X ,.. f 
' 

doniigiimleri

gerqeklegliri iece!; ol u rsa

t' = i: ̂ \" nt.:deJt r!di,' ,:rlile*chtir

E;rtligin lrer i[ r ...;.r.rlnui i*grritm:rsr rhra:ak olursa
logl =i'rgc ,f iog.t bafrntrsr elde *dilirck nrcrlel dognrsaila;trrrln-.r$
c iu l .

cte 5rnclair l '  .= 
i l  ., 

- 
f i  ,*it, '" r*c.luli F,,.p,paranrcrr;lenurcie

Ci.ri ';i:usal o!:l:;na kargrlrk. p , oarrrrr,etresurde do$rusal degrldir Lilsrilr

hrir dcgrusa!!agilrma y<inreinr olmadrgr ;;h de ioErusallagtrrriamani;k;-Rdir

h{aternatiksel giiglirklerrn }re*tsrra }'a bazr ilirkrlci i::. do[rus*i
olinrrrn;rsr rredeni ii* j,,a da di:gru:ellagr,rrna haii*cie rraramcireli:rin
yorumiarrmasrnda bazl sor-,-inlar grkabilecefi gerekgesr rie d*grusallaEtlrn.u
tslcril edlinre.,ebiiir ilunrur -r'arii:,rr0 anakritle hata pau ile iigiii .,,;:rs;rl1i!nl?!

bir doriii;i inr sonrasnda buyuk bir olasrhkla gegerliL$uri liti iecr'j i icn de
Cofnrsaiia$:rrma tercih edilrnernekt*Cir. Bbyle durumiarclrr d*gmsai {ili:i:a;,'a;,
optinieas-r'ona gidi l;lcktedir

l.J"Anakiitlr: tri*ta P;ryrnrn tr)afrlrmi

., ,2.

)' = g- 
'' : [' rnodeir iqin anakritle hata Fayi-rim Y'nir on,llamasr ile dofrr:

oranttli ,cidugu (multipircatrve) r,ilrsayrlsm Bagka bir deyi;le
t /  a-  ln , ,  ,  * t  {LY a.  &\ ;  

O,t ,  
B '  

+ g OlSUn.r  =  g  \ I + l ; , , t = €  + E u e  = e

,  ; ' { i .
{ t  = -  €oC i

Yine .!,{g,,) =, 0 ve l"ct {ugn) = 5li cla;'ak varsalalsrn Bu ciuranrria

I  tu ' l ; )  i ' , r ; ' i 6 , .  g "  " " ' ' )  : i ' q1 : r .d . , ) ) / " ( l  ) )= (7 ; (F , ( ) ' ) i  , : la , :ak r r r .  Er . r

ti
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cgrtiikfen l"rarekr'ti,: silaklitre har.a pay.nm v&iv?,lsulll X,irr ve cioirryrsr.,,iaY "n in bir fonksl.,,onr r eldr-rgr.: sol.,ienebi i',,
Loqarrtma alrnacak otursa
!og{ f )  - ( r - r l i t -+  iog i l  , , , , ,

= (r + F,\' , S,',.
Kri ; i ik t )o drg:: le; i  iq in l i (g", , t . ;  Ei l r ,g( l  + 6"0; = i )

*
Yino i'ar i 4.,, )' rn X'<Jen ba.gr rncu oldugLi riiigiin *lebilir. 2

Birriin Lrunlar:l ek nlarsk 6.,'nt iie € .!ln) nor,.r:al rJ:lgrimasr halncie

f;to m ncnnai dir$rlmalacagr s*yie;rebilil". ote ya*dan arra qrrlle irata payr
srrra eklerren (additive) brqilninci* :itodcidc rer ;llrrsa
. ry ,j.t1=e .  - 6 ' o

i "  -  "  l t \  r t  d ' '[ = (, ' l +;.-ft) ve bu dlnrmda lngaritma almrrsa
J' -  \1 I

iirsii') *- (r -, /i.\ r logii * j=-l
f . i i  l

'a * i.Y * fJo. ({rn ..log(1 r j;i r:lnrak tt:ui.e)"u  F : { I " i '

Fgei'  g:- :0 rse 1,(y,] -- 0 'dir Brnurria bir. i ikre t 'url7S-\,rn €{l l ,nrn
,-,r r fc":isi_r,+:irtr criacaqi da
:*' l;:rtnrtlld; i

.O*,:tie;rrek gcrekirr.c aiia kiitlc haia pavurrn morlcte qarpinf mt'itrr' l i;.rL;io) olsrak. dahi! odii.ti$i birurci ,lumr.nd" iogantna alrnak hata
[]al'r][i ,,:)!yansulr stabriii:e ederkeir: liata pavu,rn rnoJele ei.;ieiien (addrtrve)
ulara]' deiril 

"dildu{i ikuicl duniinda rse vrr-vrnsr stabilize ermem.:ktedrr
Dola-v'rsry'la donrisum ',':pii.rken alra kill le. t rio pulrn" donirg,;n den nas;lgtit; i r::er":c,lii; i I h es;r i:a katnra k ge rukn.,:ekt*r:l i r

l'aklaglL
pau eld
iqin g(
sa!lama
a$rrhkli
(6megin

I
matematt
gok difi
modellen
zamana I
ifade ile
oranr fu |
bu oranr
ringortileb

9=n
dt

Bu denkle
y = d,exl

bakten sa
yizde ya
parametre
dogrusalla
parametre.
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kullanrlma
degigrmi
gelecek dr
periyod 1r
akrmrn za

- iisher. ( r A r .wrlri- C.i-.. "Nonli,ear Regressiril' . J.ln lr,rii*,. l tg-l.s i i- r,)
i l .  g .  i
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Ote yandan dc;ruqiiin yapma rstelrnin clofrlsali:!r sagiarnek,
vaklagrk normai dagrlan bir irata pay,,r elde etmek re sabit varyairsh bir irata
palr elde etrnck gibi iiq temel nedeni olabilir Bazen dofnrsal!:gr safl;:rtak
iqin gergekleqtirilcn bir ddn{iEirm diger hedeflere uiagrirnasul da
sallamakaJrr. Bunun drgurda sablt varyansh trata pay elde *tmek igin
a$irhkli en kiiquk kareler (AEKK) yontenunden ya da bazr doni.r;iin,lereien
(ome$in. Box-Cox Doniiqiimleri) yararlan:na yoluna gidilebilir.

2.1.llofrusai Olmay an Modeller

Bazr mocieller dogrusai degildir. Buntur bir nedeni bazr
matematiksel rnocisllerir difelansiyel denklemlerle ifa,le edrlmesi. r'e bir
gok diferansiyel denklemin de kagrnrlmaz olarak dogrusal olmay'an
modellere yol agmasrdrr Orne$in bir bakteri kolonisurdeki bakteri sausmm
T:imana bagh olarak iistel bir bigimde degiqeceli dtiqtiniilebilir. Baqka trrr
ifade ile scizkonusu koloni igin zamana ba$h olarak gergeklegen biiyime
oranr (y koloni biiyukliigiinii gostermek iizere) dy/rlt ile gcisterilecek olursa.
bu oranm o anki bliyiikliik (bakteri sayrsr) ile dogru oranflh olacalr
ongoriilebilir.

' J - .

4 = Py ( B bir sabit olmak iizere) diferansiyel denklemi diiritrtilebilir.
dt
Bu denklemin goztimii ise

! = aexp(Bt) tiiriturde bir modele yol agacaktrr. Burada a , t:0 anrndaki

bakteri sa)nsmr gcistermektedir. / ise birim zamandaki bakteri sayrsmn
yiizde ya da oransal olarak ne kadar arttrluu gosterir. Dolayrsryla burada
parametrelerin fiziksel anlamlan oldukga yahndrr. Eger uygtm bir
dogrusallagtrnna y<intemi kullanrlsay'dr; biiyiik bir olasrhkla dciniigtiirtilmi.iq
parametrelerin yorumlanmasr daha problemli olacaktr !

Bu tiir bir biiyiime denklemi bagka biiyiime problemlernde de
kullanrlmaktadrr. Ornelin, bankadaki bir tasamrf hesabrnur zamana gore
degiqrmi F = Pexp(rn) denklemne g<ire incelenebilir. (Burada F paranrn

gelecek degerini, P qimdiki degerini, r nominal faiz oranmr, n cie gegen
periyod ya da dcinem sayrsmr gcistermektedir.) Yine bir kapasitrirderr gegen
almrn zamana g6re degiqimi veya vticuttan atrlan bir ilacrr vticuttaki
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mrKtarinln zarnana
rncelenmeld,edirler.+

gcire degrqrmi de benzer denklemlerle

2.?. llolrusal Oirnayan Modellerde Pararnetre Tahminieri

Dofmsal olmayan bir model

f' ,= .l '(X ,;e) + t, Q.2.1) bigimind,e ifade edilmektedir.' ' Burada f

dogrusal haldeki gibr beklenen de$er f,onksiyonunu, X lra$unsrz dagr;kcnler
vektciriinii: 0 da parametreler vekt<iriinil itbde etrrrektedir. e da yine
dolrusal halde oldulu gibi ana kiitle hata paynr simgelemektedir.

Yine a 'nrm E(,$) = A- r,e I ar(tl -= 
Gt I otinak iizere normal

dagldr[r varsayrlmaktadrr.
Bu model, beklenen deler fonksiyonunun, parametrelerin dogrusal

olmayan bir fonksiyonu olmasr istisnasr drqrnda, do$nrsal model ile aynrdrr.
Boyle bir durumun sonucunda dogrusal olmayan regresyon modelinde
bekienen deger fonksiyonunun parametrelere gore ahnan tiirevlerinden en az
bir tanesinin parametrelerden en az bir tanesine bagrmh olaca$r
so-v-'lenmelidir. "
Do[rusai olmayan durumda da parametrelerin EKK tahminleri kalntr
kareleri toplamr

S(d) = i(y ,- f $ ,;0))' 
'n,o (2.2.2) minimize edilmesi ile

i - l

bulunur"
Burada, dogrusal regresyondan farkh olarak S(9) 'nm birden fazla goreli
(veya yerel) minimuma sahip olabilecegurin belirtilmesi gerekir. S(9*),

^t(P) 'y, minimrze eden deler, A da e * 'nn herhangi bir tahmini deferi

olsun. Yine t, degerlerinin; beklenen degerlennin srfir ve

, 2varyanslarurn O olmak iizere; ba[rmsu ve rizdeq dafrldrklannr

" Jennrich, R.I., "An Introduction to Computational Statistics&Regression Anal_vsis".
Prentrce-l'iall- I 995- s239
5 

Qok kullanrlan bazr nonlineer modeller igin bkz.,Ross,G.J.S., "Nonlinear
Estimation";Springer Sc'ries in Statistics; I 990, s t - 1 0
u Bates, D. M.,Watts, D.G.,'Nonlinear Regression Analysis rurd fts Apptications". John
Wiiev.l988" s2
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0 'nm
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I

J.(d) = [

Burada
nxl ' l ik bi

f,{0 =

F @)=

F=Fr
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kareler
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yerel
gerekmr
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denklem



t +3

, ' ,  ; .
varsayarsak, d ," ,-St - l!qf-'nut (2.2.3) g* ve 6' 

'*rn tutarlt birer' J  
t t - " p

tahnurci leri oldirkiann r s<iyle,vebiliri z.

tt -) ^r i:imasr halinde ise d 'nm asimptotik olarak nonnal dagrldrgrnr ve
bunlara ek olarak ana kiitle hata payrnn normal dagrhmr varsayrml altrnda

0 'nm de$erinin aynr zamanda maksimum olabilirlik tahnincilerine egit
olacagr s6ylenmelidir.

\{atris notasyonu kullanriacak olursa
r  l l .  '  n .  n ' l l 2. \ (d)-=lY -. f  (0) lLY * f  (0) l=l lY -J (rr , ) l l  Q24t yazrrabi l i r

Burada Y nxl'lik bagrmh defiqkenin gcizlem degerleri vekttirii .f (0) da
nx I' lik bagrmh degi gkenin beklenen deferleri vektdrtidiir.

f  ,@l = .f ( /  , ;0\ ve .f (0) =l,f ,rt>,f ,@); ...  -f ,Jei

f /

Fr l(af(P)) i
F (el= ^; =I i --} i i olsun. I' i lrc'  \ '  ?0' l i  c0, l i

L \  / )

F=F(0.)  ve F=pf i l
bigiminde yazrlsur. Bu durumda EKK tahmincilerini bulmak igin kalurtr
kareleri toplamr fonksiyonunun d parametre vektdriine gcire tiirevi
ahnrp srfir vektrinhre egitlendiginde

I

as@\l
--:---i-l = 0 (2.2.5\ bulunur. Bagka bir deyiqle 0 vekclriiniur bir- \ ^  |oar ln

yerel minimumu verebilmesi ign yukandaki egitligi saglamasr
gerekmekedir. Bu denklemden hareketle

-( 1\Pf,(0)l
Lt ' r f  l0) |  

t : :  t i  -0 i=t^2'3"p (226t normar
oA r ln_a

denklemleri elde edilir.
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i\latns notasvonu i<u llanrl rrsa
^ '1 .  . .  r l

F  $_ l i# l r= , ( /  (2?7)

F- € 't)
Bu cienklemler tlo[rusal olmayan brr model igin normai denklemler
olarak adlai:drnlrrlar l'e pek qok dogru;al olrriayan model rgur analrtik
olarak gozrilenrczler. Dolayrsryla t*krsra dayah iiterativei heraplama
y<intemleri kagunlma'; o! rnaktadlr.

2.3.Do!rusallaEtrrma

t? nnr optinrunr degeri olan Q"nrn kfgiik bir komqululurda; beklenen

deger fonksiyonunun birinci dereceden Taylor serisi agrhmr vaprlacak
olursa

A { l

f ,tet = f ,(Q.).i"!:l ,e.- er.) (2 3 r) va da
, ' d9rle.

f(0\ =.f(0")+ F @ - g\ (.F = F \0 - 0.) ot^rkiizere)
(2 3.2\
yazrlabilir. Dolayrsryla

s(a) = llt'- -rrqlf = i[- f @.)- p @-0\l[ ,, , ,, u.
eger

Z =Y -.f(Q.)= t 0 =0 - 
Q' denllecekolursa

t l  n  -  ^ l l l
S(A) = l l l -  f  . lJl i  (2.3.4) eqit l igi elde edil ir .  Dognrsal regresyon

l l  '  l l

ile analoji kurularak p parametrelerinin EKK tahminleri
- l

13 =.lF' F .) I: Z (2.3.5) denklemi iie buiurnialtadrr.

Belli koguliar altrnda e hemen hemen 0*'n higiik bir

komgulugunda bulundu$undan
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e-e-= i=(F'F)'F'z (2.3.6\ denklemi

minimizasyonun gergeklegecegi s<iylenebilir. Dahasr 0 = 0
egitlifiinden de yararlanrlacak olursa

.f el- .f (e.) = p {e - Q.)
= F (F'F)'  F' t (2 .3.7\
= PrZ
= Prs
bulunur. Ve

Y - f  fel=r - . f  (0.)-  F G - 0") (2 .3.8)  bu lunur .=€-Prs=( l  , , -P) t
Burada P, = F (F' F )' F' ve I ,- p, simetrik ve
idempotent projeksiyon matrisleridir. Yine do!rusal halde oldugu gibi
p" beklenen deler yiizeyine telet olan diizleme projeksiyon yaprlarak

bagrmlr deliqkenin tahmln delerlerini bulmamrza ; I,- P, de

beklenen deger ytizeyine dik olan dtizleme projeksiyon yaprlarak kalurtr
degerlerinin bulunmasma olanak vermektedir. Yine

(n - p) s'=,s(p) =ll, -ttt 
ll' = l|(,"-p. )rll' = t:,( l .- p,t,

t l
(2.3.9) eqitlipinden hareketle ana kutle hata paynrn varyansna iligkin
tahmin gergekleqtirilmektedir.

3.1.Bir Dolrusal Olmayan Regresyon Problemi Olarak
Genellegtirilmiq EKK

Dogrusal regresyonun dogrusal olmayan regresyonun ozel bir hali
oldugu diiqiincesi qaqrrtrcr gelebilir. Yine de genellegtirilmiq EKK ya da
aftrhkh EKK problemlerinin dogrusal olmayan EKK problemi olarak
g<iziilebihnesi giiphesiz dogrusal olmayan regresyon tekniklerine <inemii
bir uygulama alanr sunmaktadrr.
GenellegtirilmiE ya da agrrhkh EKK'de minimize edilecek fonksiyon

. . f

s'(d) = ly - .f fell V'[y - .f @] (3 1.1) bieimindedir
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Burada V pozitif belirli bir matristir ve degigen varyans
(reteroscedasticity) durumuna bagh olarak her bir gdzlem noktasma
farkh agrrhk verilmesrni sallayan matristir. Yine modelde ana ktitle

hata payrna iliqkrn olarak E(e) = g ve D(e) = 6'V varsayrmlarmda

bulunulmaktadrr. Burada D ana kiitle hata payma iligkin varyans-
kovaryans matrisini simgelemektedir. Yine V = L olmasr halinde

agrrlfth EKK'in olalan EKK ydntemine doniigttgirnii belirtmek
gerekir. Baqka bir ifade ile EKK y<itemi genelleqtirilmig EKK'in cizel
hali olmaktadrr.

Ote yandan V matrisi U bir i.ist-iiggen matris olmak izere tr'' =UTl
Cholesky aynqhrmasma tabi tutulsun. Yine

-  -  - r .  - l

R=(LJ ' )  o l su r

Y =.f (0)+s denkleminin her rki yanr R matrisi ile soldan
garptldrgurda
RY = Rf (0) +Re; yrne Z = RY,k(0) = Rf (0),ry = R€ olmak
iizere
Z = kQ9) + ry do[rusal olmayan modeli elde edilecektir. Bu durumda
kahntr kareleri toplamr

. t ls(a)=lv-ffeiV' lv-f@l
=fY - f @l R'R!Y - f @l et 2)

a  u l a=[z-R@)llz-netl
olmahadrr. Dikkat edilirse yukandaki denklem do!rusal olmayan
regresyon modelinden elde edilen kahntr kareleri toplamr fonksiyonu ile
tamamen aynrdrr. Dolaysryla genelleqtirikniq EKK problemlerini olagan
dogrusal olmayan EKK problemi olarak formiile etmek olasrdr.'

3.2.Otokorelasyonlu Modeller

Bir dizi regresyon modelinde zaman iqerisinde toplanan verilerle
ilgili grafik gosterimler uzun donemli pozitif ve uzun dcinemli negatif
kalrrtrlarr sergilemektedir. Bu durum, modelin yetersiz formtile
edilmesinden ya da ardrgft hata terimleri arasrndaki yiiksek
korelasyondan bulunmasurdan kaynaklanabilmektedir.

' Bu ydntemin algoritmasr igin bkz. Seber, a.g.e., s30
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Birinci dereceden otoregresif siireC AR( I )

t ,= P€,.r+-Cl,  (3.2.1) biqimrnde i fade edi lmekedir .  Burada 4
' ler in korelasyonsuz. ve l i (g,)=0 (3.2.2)

ve L'ur(g,) = O], G 2 3l elitliklerinin gegerli oldugr.r

varsayrlmakadrr. Yrne jl,j . t 
'dir. 

Boyle bir dunrmda
I  1  ' t

( ' rn '15, -€,1= 
P 

'd i r (3  2 J)  Dolaysry la  €,  i le  g ,  arasmdakr

korelasvon )', rle f' ,
arasurdaki zarnau arairgr btiyudiigtinde iistel olarak azalmaktadrr.

l ' ,  = 
f]  o+ p,X ,* €, i :1,2.3,.. . . ,n modeli iqin ana kutle hara

paymm AR(l) modelure uygun dawandr$r ve A,= t,_- p t: ,
oldu$u varsayrlsm. tlu durunrda

Y,-- P,* F,x,* €,
PI' ,  ,= p 0,,* p p,X, ,n p t ,  r
y,-  py, ,= ( t-  p) F,* F,X,- e p,X,-,+ g (3 2 5)
Bu model ise

Y,= 0.u+ p X, ,+ X. , r *  f  ,p  X* , ro  e,  c"2.6)  brsr i , ' ie
d<iniigttiriilebilir. Dolayrsryla otokorelasyonlu hata terimine sahip bir
do$nrsal model; korelasyonsuz, sabit varyansh hata terimure sahip bir
dogrusal olmayan modele dcinilgiinilebilir. sonuEta elde edilen ve
dogrusal olmayan bu model de do!rusal ormayan EKK yrintemleri ile
incelenebilir

3.3" Ba[rmsrz De[igkenlerde Dtiniiqiim

Ana kiitle hata pay'r ile ilgih normal dafrlma ve sabit varyans
varsalnmlarurur yaklaqrk olarak gergekleqtigi kabulti altrnda X ve y
arasrndaki iligkinin egrisellik (curvature) derecesi araqtrnlsrn. \'ure
burada bagrmsrz defigkende veya de$iqkenlerde driniigirme gitmek sureti
i le model biqimlendirmesinin gergeklegtirilmeye gah grldr$r va isayrlsrn.
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Bu problemle ilgili olarak Box ve Tidwell (1962) X'in ne tiirde bir
dciniigiirne tabi tutulacalura iliqkin onerdikleri prosediir de do[rusal
olmayan regresyona bir uygulama alanr sunmasr balmrndan ilgin6ir.E
Bu prosedtir gok deliqkenli modeller igin de uygulanabilir olmasura
karqrhk buradaki tartrgma gergevesinde iki degiqkenli model ile krsrth
olarak ele ahnacaktr.

Bagmh deliqkenin ba[rmsrz de[iqkenin bir kuweti ile iligkili
oldugu varsayrlsm. Bagka bir deyrgle

v  r r a

5= x velnne

.  lY" .d+o
t  -  1 / L-  

l tn  X,a=o
E(Y) = .f (€, 8,, F ) 

= F ,* f ,6 (3.3.1) kabul edilsin.

f o, B, ve a da degerleri tahmin edilecek parametreler olsun.

Yne qo'rr a'nn bir ilk tahmini oldu[u varsayrlsur. (Genellikle

iterasyonlara do=l almarak baqlanmaktadrr.) Bu ilk tahmin

noktasurda beklenen de[er fonksiyonunun Taylor serisi agrhmr
yaprlacak olursa

E(Y) = f (6,

(3.3.2)

= Fo* F,
da

ifade bilinseydi,

Daha sonra da a

8 Aktaran Montgomery, D.C.,Peck,E.A., "Introduction to Linear Regression Analysis"
Second Edition, John Wiley, 1992, sl05

14/

E(.

denl
A 1

a-

,Fo,Fr)+(a-trr{
I
) t-€"

d=d,o

df (6 o,F o,F r)

I
I
) '=t,

a-Ao

F o' B ru" a'Y'

, do Yerine

df (6 ,,f o,F r)

da

X +(a- t r {

(Bu

belir
Bulu

daha

tekrat
genel.
bulunBuradae[er{} igi"a.u

bulmak mtfunkiir olacaktr.

EKK ile

konarak,
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daha iyi bir tahmin noktasna gegilmig
etmek ve parantez igerisindeki ifadeyi
mtimkiindiir:

olabilirdi. Bu noktadan hareket

9u gekilde yeniden ele almak

3 .3 .3 )laf G,B,,/,I _l
\ d" I,=r, 

- 
I

d=Ao

Ote yandan

{artq,p_,,p,>I = F,,"
I d€ ),=6" 

' '

OrF,G,P
da

df ( at)
,=r"\*1"=""

{49\ = xtnx
lda ) "=o"

yazlabilir.
Dolayrsryla beklenen deger fonksiyonunun Taylor serisi agrhmr

E(y)= f  ,* f  ,x +(a-t)  B,xtnx (3.3.4) bieiminde de
ifade edilebilir.

W = XlnX, f =(a -t> p, denilecekolursa

E(Y) = 
F ,* F rX + yIil (3.3.5) denklemi elde edilecektir. Bu

denklemden hareketle y 'rlut EKK tahmini gergeklegirildikten sonra yeni

a tahmini de
- v

a =l++ (3.3.6') yardrmryla yaprlmaktadrr.

lr,
(Burada B:^ hareketle bulundugu

belirtilmelidir. )
Bulunan a 'nrr talunin depei q, olarak adlandrnlacak ve aym hesaplama

daha diiqiik bir kalurtr kareleri toplamr vercn gr'nin bultrnmasr igin

tekarlanacaktrr. Box ve Tidwell buradaki yaknsamanur hrzh oldufunu ve
genellikle birinci iterasyondan sonra d 'nrn tatmin edici bir de$erinin
bulundulunu belirtmektedirler. e

i = p,* p,* den

n u.g.y.
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4. l"Uygulama

Bu agarnada dogrusal olmayan regresyon modelierurin , dolnrsai
modeilerde ortaya grkan bazr sorunlann qdziimiinde kullanrlabilecefine
iliqkin bir uygulama yaprlmrgrr. Uygulamalarrn venieri Bates ve Watts'rn
kitabrnur sonurdaki verilerden alrnrnrEtrr.Bu veriler n\ewyork Cayuga
Colil 'ndeki PCB (polichlorinated biphenyl) maddesinn kahntrlarn
yogunlugu ile ilgilidir. Yine bu veriler kitabur dolrusal regresyon ile rigili
kr srnila nnda kullanrlmaktadrr. Orij inai veri setr $o-yledrr.

ba
etr
olr

6ze

-;
r

a*

N A

1 . 2
a

I , J

2 , 5
z , z
a i

4 , 1
E 4

J,  Z+

R 6

4

1 0 , 5

14, a.

I z:+

1 '2 ,  A

7 4

X
1
1
1
1

1,25962998
1,25962998
1,25962998

1,441721509
1,441721509
1,441721509
1,586667686
1,586667686
1,586667686
1,709058826
1 816035636
1 , B'1 6035636
1 ,816035636
1 ,911690788
1 ,911690788
1,91 1690788
1,9986i  4 '186
1 , 9 9 8 6 1 4 1 8 6
'1 
, 9986'l 4'1 86
2,078s6091

2,222203177
2,287532932
2,287532932

2,287532932

R l c
Ayar
Kare

Stanr

cdzk

Varya
Analiz

Regrer

Kahntr

Toplan

Kesigin
Birinci
Dediskr

Uygul
Durbir

Tahmi

Yine a
degerle
qriyledi
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Burada bafrmsrz deliqken X yrl olarak gegen zamanrn ktipkciktinti ,
balrmh defigken Y ise PCB maddesinin gol igindeki yogunlugunu ifade
etmektedir. Bu iki degiqkenli do[rusal regresyon modelinin
olugturulmasmdan elde edilen ozetleyici istatistikler ise goyledir.

Ozetleyici istatistikler

Reo resv on I statistikler

Qoklu- R 0,7@13742
o,59287s88

R Kare 1
AyarlanmrgR 0,48375572
Kare 3

5,393871S
Standard Hata 6

Gdzlem Savrsr 28

Varyans
Analizi

Ser-Derece
si Kareler Todam Ortalama Kareler

Regresyon

Kahntr

Toplam

1

26

27

76€.1922841
7%,W21*

1521.63.25

7€6j9z3 26.ffi2
29,@85

Katsayilar Standard Hata t -Dedei P-Dedei

KesiEim
Birinci
Degisken

14,30't 1881
o

12,8173685
4,M2

2/@.27s€6/.

-3,31818 0,002684

5,128433 2.4E6

Uygulama ile ilgili diger istatistikler de qoyledir:
Durbin-Watson d ve Kahntrlaruir Serisel Korelasyonu

Durbin- Watson d Serisel Korelasyon
Tahmin 1,611332 -,255154

Yine aynr uygulama ile ilgili olarak kahntrlarur bagrmh de$igkenin tahmini
delerleri karqrsurda g<isterdigi degiEimi ifade eden STATISTICA grktrsr
goyledir.
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2

a
E
_a

(9

6

o

c=
O .
v

Kel**fer- Bcginli Degbhenh T.hmhhri lbkbi

0 4 E 1 . 2

B.Sinfl D.g**.ih T$mhi DrOode*i

a Re0ra$qr
96i* corfd

Yukandaki veri sonuglan igin tincelikle hem EXCEL ve hem de
STATiSTICA grktrlarrnur elde edildigini ve ylne regresyon analizi
sonuglarna bahldrgrnda EXCEL sonuqlan ile STnTiSTiCA sonuglaruun
birbirine yakur degerler verdigini belirtmek gerekiyor. Ozetleyrci
istatistiklerin elde edilmesinde EXCEL kullantlmasnrn nedeni
STATiSTiCA'ya gore daha derli toplu tablolar elde edilebilmesidir. Bununla
birlikte, hem Durbin-Watson ve sensel korelasyon rakamlarnut elde
edilmesrrde ve hem de eldeki veriler ile modelin varsayrmlannn (lneerlik,
sabit varyans, anakiitle hata payrnrn normal dagilrru ) uyu.msuzlugunun
tespit edilmesurde STATISTICA qrktrlarurdan yararlanrlmrtrr. Bilindi[i gibi
EXCEL bu tiir istatistikleri standard olarak sunmamaktadrr.

o

' 6

a o a
6 ^ O

g  i  o  c o
o -

*o  o o

I
edilmesi
hiikmdik
almasr ve
degiqkenr
gostermes
da$hmrn:

l d  -

t--
"I12  1;I
s l

q aI

; ;l
iH ,l

4t
sI

it-
- 15
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Kalintilarin Frekans Dagilimi

1 4

1 3

1 1

7

l

1

0

9

a
E
-q
5(,

Exp€cted
Norm6l

Yukandaki verilerden hareketle modelin dogrusal olarak kabul
edilrnesi ile yaprlan bir spesifikasyonun hatasurrn var olduguna
hiilcmedilebilir. Hem dmegin serisel korelasyonun -0,255 gibi bir deger
almasr ve hem de yukandaki grafikten hareketle kahntr degerlerinin bagrmh
degiEkenin tahmni degerlerinin artl$rna bagh olarak belirli bir artrq
gostermesi sabit varyans varsayunma ters di.igmektedir. Yine kalrrtrlann
da[rhmrna bakrldrlnda da 9u STATiSfiCn gfttrsr elde edilmektedir:

Kalintilarin Frekans Dagilimi
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Burada da kahntrlarur asimetrik bir dagrlma sahip oldugu goriilmektedir. Bu
noktadan hareketle ana kirtle hata payrnrn da normallikten uzak (asimetrik)
dagrlma ozellikleri gosterecepi diigtiniilebilir.

Dofrusal Olmayan Bazr Modellerin Denenmesi

Yukandaki yetersizlikten hareketle uygulamanrn ikinci agamasnda
dofrusal olmayan bir model (iistel bnyirme modeli) igin 10 civannda farkh
parametre tahmin noktalarmda denemeler yaprlmrq ve sonuglar aqalrya
aktanlmlgtrr.

Da
.No

Dencnen Modei Pemetr€
Tahminlerr

R Aqrklma

Y- 6 +exp(b*c*X) a:-4.-52:
b=0. i  1  6 .c :1 .2  I

Iyi ulum sallmamdr. (IUS)

2 \ '--ar b*exp(c*x) a'=-4.52:
b :1 .37 :c=1.2  I

0.73 "Ill-conditiouing" problmi
dolatrsryla fuS

Y =-+.52' biexp(c*X) b=1.36  c :1 ,21 0,73 "Ill-conditioning" problemi
dolawrvla iUS

-l . i  =a+1. i7*erp(c*X) a=4.52 c= l .Z l
standard hatalil:
s(a)- 1.57; s(b):O,055

0.73 Nomale yaku dalrtm iizellili
giistdm kalmtilar

Y-ar exp(c*X) r=-3 .51 :  c=1.33
s(a):1,.52: s(c):0.056

0.73 Nomale yakm da!ilm iizellili
giistera kalmtdar

6 ) =a-b*exp(X) a=-6.80: b=2.41
s(a)=2.72: s(b)-0.,!l

0.13 Nomle lakn dalrlm dzelliii
etisteretr kalDtrlar

7 Y=b*exp(2,3O{+X) b=0.09 1 0.71 Nomale yakm dalrLm iizellili
ciist€ren kahntllu

\ --6.81-b*exp(c*X) b-2-36 :  o=1.01 0.73 "Ill-oonditioning" problemi
dQlausrvla iUS

9 Y -6.8 1+2.41texp(c*X) c=1,00 i
s( c)=0.03

0.7i Nomele yakm rlalrlm 0zellili
eiisteten kahntrlE

l 0 Y=-6.8G.b*exp(X) b=2.41  s (b)=0,155 o.73 Nomale yakn dalrlm iizelli!,:i
siistsen kaluhlar

I

I
Bilndigi gibi "ill-conditioning problemi" X'X projeksiyon

matnsinin yaprsma iliEkrn bir problemdir ve stizkonusu matnsin
determinantmn slfir ya da stfira yakm gftmasl durumunda parametrelerin
standard hatalan gok biiyiik olaca$r igin parametrelerin giiven arahgl
tahm-rnleri gerqeklestirilememektedir. Dolaysryla ikinci, iigtince ve sekizinci
modeller tatmin edici sonuglar vermemektedir. Yine birinci modelin de
tatmrn edici olmadrgr goriilmektedir.

D
gok fazla
fazla opl
noktalarr
O halde t
fiziksel ol
serbestllk
faktcirlerdt
yedmci su
saylsmur (
modellerde
bulmak r
fbrkhhklar
edilmi$ir.)

Model:Y=t
BAGIMLI
KARELER(
EKK'NIN }.
AqTKLANT

Yine kalntr

b f

s(l

t3 +...-

n l
1 l  ,

t0  i
9 i

' 6 8 i

€ 7 r
a i
E  6 i

xu ,
u4 ' '

l
l f

2 :

'ow
-15 -1f
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Di[er modeller ile elde edilen istatistiklerdeki bazr farkhhklara ise
gok fazla takrlmamak gerckir Cunkii do[rusal olmayan modellerde birden
fazla optimum olabllir. Bunun drSrnda parametrelere farkh baplanglq
noktalan verilmesi de farklr optimum noktalanna ulaqrlmasmr sa$ayabilir.
O halde bu seqenekler iqerisinde segim yaprlrrken parametrele tahminlerinin
fiziksel olarak anlamhhgr" daha yahn bir model segilmig olmasr, daha fazla
serbestlik derecesine sahip olmak gibi "ikincil" ama hig te <inemsiz olmayan
faktcirlerden hareket etmek gerekir. Bu yiizden de yukandaki modellerden
yedrnci srrada olanr tercih edilmelidir. (Bu modelde bilinmeyen parametre
sayrsmm di[erlerine gore daha azdrr.Dogrusal olmayan modellerde dofrusal
modellerden farkh olarak bir veri setinden hareketle birden gok gciztim
bulmak miimkun oldugnr iqin bazr <izetleyici istatistiklerdeki knqnk
farkhhklar gerekgesi ile goz ardr edilerek daha trasit olan bu model tercih
edilmigtir.) Bu model igin elde edilen sr:nuglar ise goyledir,

Model: Y=b*EXP(2.304*X)
BAGIMLI DECISKEN: Y AMAC FONKSIYONU: EN KUCUK
KARELER(EKK)
riru('NIN NIHAI DEGEpJ : 7,1-i.708-s I 7i 7 R=. 7 | 409
ACIKLANAN DEGI$IM : 50.993%

b PARA.METRESININ TAHMINI .0981+0

s(b)=O.() l ve t-dc[eri=8.96

Yne kalurtrlann srkl* dalrhmr ile ilgiligorsel grktr gu bigimdedir

Kalintilarin Frekans Dagilimi

Expected
Nomal
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4.2.Sonuq:

Do!rusal olrnayan regresyon do!rusal regresyonun genel hali
olmasmn yan$ra , doprusal regresyonda kargrlaqrlan sorunlara da goztim
bulmak amacryla gihdeme getirilebilir. Birinci olarak genellepirilmif EKK
problemlerinin, do!rusal olmayan EKK problemleri olarak formtile
edilebildigini belirtmek gerekir. Ikinci olarak otokorelasyonlu hata payna
sahip modeller yine dogrusal olmayan regresyon modellerine ddniigtiirtilerek
matematiksel bir bigimlendirme hatasmm olup olrnadrlr suranabilir. Son
olarak model spesifikasyonuna iligkin kimi problemlefn g<iziirniinde
(deligkenler arasmdaki iligkinin dogrusal olrnadrlmrn bilindili ve balrmsrz
degiqkendeide[igkenlerde dcinrigtime giderek dogrusal EKK modelinin
varsaymlan ile uyumlu bir yeni model yaratrlmak istendilinde) dogrusal
olmayan EKK yortemlerine bagvurmak <inerilebilir. Yine de dogrusal
olmayan modellerin modelin varsaymlan ile veriler arasmdaki
uyrmsuzluklan e$ zamanh olarak diizelunedilini, yukandaki dmekten
harekdle soylenecek olursa bazr sapmalan diizeltirken (kalnrtrlann sfthk
dalrhmnur nispeten simetrik hale getirilrnesi) baz sapmalara ise @W
serisel korelasyon ile ifade edilen model bigimlendirme hatasr gibi) fitziim
getirememektedir.
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