Ly 51 asal Bigiler Fakiltes: Dergis:
No: 23-24 {Ekim 2000-Mart 2000

DOGRUSAL Gi.MAYAN REGRESYON MODELLER{ UZERINE
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Giris

{ok deciskanli dofirusal regiesven modellossinde (TDDRM) tipik
olarak dengkenlerdes hire nagunit degigken olarak ele nimir. Bu defiskenin
keadi ortzlamas: etsafindy gc')stezdi{zi degisin {variapcn} b 4 bagimsiz
dofdiskenin ethis coacthigs te agkianmews cabiphr,

CDDRM min matematkzel slemlere elvensin olmasuin  yamisun,
eide edden parametreleis genelbkle fiziksel ckonomik vb  antamiarm
olmast, parametre tahmiclerimn  vorumdanmas:  asminasinda da
aragtimmactiara énemilt koisvliklar sunmaktadis.
a2t bt swakikia, 'V ogentlunmne maruz kaian ve wgndew | oakum
gecen ing inaddenin elektrik  direnci;  Olin Yasast (V=IR)  ile tahimm
editcbilir - Degistk Vo degerlerme  karghik 1 deferlenn  ampermetreden
okuparah R direnciun  tahnuet, b dogrusal  regrosyon  mocel:  die
erceklestinlebis. Elektrik  detkenligy maddenin  avirdedici bir azelhi
Slduge wm  bumniz skt bir kavram oian direncis garametrs @niumin s
yorutlaninasi kolavdir,

L
i3

Yine ¢ = ,l? + )[3) 4 gelir-tiketim modeimde (Y gelini, € de idketinu
)3

gostermek (izere) /j paramstresi Y= seviyesindeki titkstim miktanma,
t

7 o dC
})' de masmal tiketm egdinwe (—-~- = p ) esit olacag icin paramitre

tabnunlerini: yorumianmas: zabmetsi sroeklesticdebiinckiedir
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1.1.Bogrusal Modeller

CDDRM ismimn gagnstirdigmdan daha genis bir pratik alanma
sabiptir. Bunun 6remli bir nedeni Istatistik’te ve Ekonometri’de dogrusal
mode! kavramn ile parametrelerinde dogrusal olan modebn anlagiimakta
olmasidir.  Degiskenlerinde ve parametrelerinde dogrusal olan modeller
CDDRM ‘nin gelenekse! araglan ile irdelenebilic. Yine parametrelerinde
dogrusal, degiskenlerinde  dogrusal  olmavan modeller igin  de
(degisikeniermde uygun donusimlere gidildikten sonra) CDDRM  ‘nin
araglanindan  vararlandabilir.  Parametrelerinde dogrusal olmayan
modeilerden bazilar da uvgun doniisimierle dofrusatiastinlabilmektedir’.

1.2.CDDRM

/36 + /5’ X’ﬁﬁ)){)h +/’}ka+5 (1.2.1) denklemi ile

ifade edilmektedir.  Burada Y bagmh degiskenin gozlem degerlern
vektorisd, Y. X7,.. X, k tane bagumsiz degiskenin goziem degerler

vektorlerini, ,3 , IBN . [}‘ k tane parametrevi . £  ise modele
0
rastlantisal  olma  Ozelligini veren anakiitle hata payt vektoranii

simgelemekiearr. Giiven araligi hesabi ya da parametrelerle ilgili hipote:
testieri asamasinda, nermal dagilim ya da onurla hatili diger ofasiik

5

dagil.mianny kulianabilmek icin znakitle hata paviun 0 ortalama ve ¢
varyansi ile nornal dagidigl varsayidmaktadir,
Yukandaki model degiskeniermde ve parametrelerinde degrusal bir
modeidic. Bununla biritkte sézgelimu,
v . - .V Uin 'V - R ORI
VY = ,’)’ + [)?])( 1 +1621(‘g X 2+,67~>1n)( XA /34,3 e gib

bir  model  de  dediskenierinde uvgun  donlgimiere  gidilerek
dogrusallagtiritabidir,

L o * 2 * * s 7~ - * frund “:‘l
Y =V X =X X, slee X, X =5im X\ X, X, =¢

deniiscek olursa,
# 23 - . W . . .
g )6) ; X, o+ /3 X ,r¢  dooistiringg dogrusal modeli

elde ediivcektir.

‘ Baz: degrusallasuniabilir tonksivontar igm okz Hockong, R R, “Methods and Applicauors
of Lincar Models: Regression and the Analvsis of Variance ', John Wiley 1996, $383.-383
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Baz: modeller de parumetrelerinde dogrusal degiidir Omegzin teorik
kimvada sabd bir sicaklikta tutulan bir gazm hacmu (V) ile basma ()
arasmda so slisk vardir:

P }/"’ = ¢ (c bir sabit olmak fizers)

Burada » her gnza gore farkli degerler alan, gazlara avirdedict bir ozethiging

gostetern  bii  sabitir. Efer Y=P ve X =1]7 doniigtimieri
gergekiesiiriiccek olursa

= ‘){ miodeli clde edilecektir

Esithigin her ki ;awnu logartmas shinacak olursa

logV =logc- ylog X  bagmts: elde edilurek miodel dogrusailastirilomg
chur.

£ B
Yy ; FF S X . ' “y .
Gee yandan )Y = /{ + ﬁ ¢ modeli [[f . /) parametselerinde
K ¢ { H

dogrusal olmzsina karsilik, /Uz parametresinde dogrusal degidir. Uygun

bir dogrusallagtima yorteim olmadigt o de dogrusallagtriiamamakiadic

Matemantksel gugliklern yamsita  va bazi ilgkileriz doprusa!
olmamas) nedemi e ya da dofrusallagurma  haliide  parametrelerin
yorumianmasinda baz: sorunlar gikabilecegi gerekgest ile dogfrusaliastirma
teraait edilmievebidic. Bunun vasisire anakftls hata payi ile ugh vareayimla
bir doniisim sonrasmda buvuk bir olasthikla gegerhligun yittreced: win de
dogrusaiiagiirma tercih edilmemektedir. Bovie durumiards dogrusal oliayan
optimizasvona dincktedir

1.3.Anakittle Hara Payisin Dagihims
> at b co. . 5 . .
V=g " +¢ modeit igin anakitle hata paymm  Y’nin ortalamasi ite dogru

orantil: oidugu (rultipiicative) varsayilsin Bagka bir devigle
- i a+ X a+ Y o+ @Y
ol ! )= o = + £
V=g (I+tg)=¢ +tE.0 e + & olsun.
w3
{ ¢ — Y
(&= 80 C 7

. 2
g (e = { 7 @il o poy Lsr igran
Yine .E(é J=0 vela (£ = oo olurak varsayilsin. Bu duremda

7810

o Tarig,g ) =Vt g AN = g (E(Y'}) olsakor
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cpithikten harekstic anakitle hata bayinm vacvansmn X'in ve dolavisivia
Y'nin bir fonksrvom elduguy sovienebilir
Logaritma ahnacak oiursz

0g(Yy =+ gY + fog{l - &)

=u+ BY + g

Kugtik 5,0 degarlentigin £ é) = Elog(l+ Eo =
Yine ar( g;) ‘in X den baZunsiz oldugu diiginilebilir 2

Biiin bunlara ek olarak £, tve ¢ "mn) normal dagiimasi nalinde

(C‘) ‘m normal dagilmayacag sdylenebilic. Ote yandan ana kit'e hata paw

N3 eklenev {additive) bigiminde modelce > ver alirsa

¥ = A -+ >

- (') ' (‘;q)

f &Eo

Y=g 1 +7- -) ve bu dvrumda Ingaritma alinirsa
.c\l

=a-SN 40,0 @ ), log(l + & =) elmak  dzore)

TRy
Eer g =0 se £0p5,0 = 0 “dir. Bununia birlikre bar(y) )’ m E(Yymn

vt fonksivonu ofacagi da
sordenmelidic

Ozatieniek gerekirse ana kit hata payeun modele  carpan
a’muétx_r-hwmc) oiarak dahi! edildifn bitici durumds logaritma almak hata
Fayinlt wotyansine stabiize ederken; hata pavinin modele eiienen (additive)
olarak dabi} edildiigt ikincr dun "da 1se varymst stabilize etmemektedir
Doiayisivia donusum yapilirken ana ku‘le hara paymin donitgumden nacil
etxilensee’ing heszba kauuak gerckmektadiz °

“Beber. GA R Wild, L “Nonlinear Regression’ _ fohn Wilev,1989.513-1o
‘a.gs
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Ote yandan dénusiun yapma isteginin  dogrusalign sagiamak,
vaklasik normal dagilan bir hata pay elde etmek ve sabit varyaush bir hata
pavi elde strack gibi Gg temel nedeni olabilir.  Bazen dogrusallig saglemak
igin  gergeklestirilen  bir  dondigim  diger hedeflere  ulagiimasm  da
saglamaktadir. Bunun diginda sabit varyansli hata payr elde etmek igin
agirhiklc en kugik kareler (AEKK) yonteminden va da bazi donusimierden
(6rmegin, Box-Cox Donugiimieri) vararlanma yoluna gidilebulir.

2.1.Degrusat Olmay an Modeller

Bazi modeller dogrusal degildir. Bunua bir nedeui baz
matematiksel modellerin  diferansiyel denklemlerle ifade edilmesi, ve bir
¢ok diferansiyel denklemin de kagimilmaz olarak dogrusal olmayan
modellere yol agmasidir. Ornegin bir bakteri kolonisindeki bakteri sayismmn
zamana bagh olarak istel bir bigimde degisecegi diigiiniilebilir. Bagka bur
ifade ile sozkonusu koloni igin zamana bagh olarak gergeklesen biiyiime
oranmi (y koloni biiyiikliigiinii gostermek iizere) dy/dt ile gosterilecek olursa,
bu oranmn o anki buyiklik (bakteri sayisi) ile dogru orantii olacagt
ongoritlebilir.

% =y (f bir sabit olmak iizere) diferansiyel denklemi diigiiniilebilir.

Bu denklemin ¢6zimii ise

Yy = aexp(ft) turinde bir modele vol acacaktir. Burada «, t=0 anindaki
bakteri sayistu gostermektedir. [ ise birim zamandaki bakteri sayismnin
yizde ya da oransal olarak ne kadar artigini gosterir. Dolayisiyla burada
parametrelerin  fiziksel anlamlari oldukga vyalindir. Eger uygun bir
dogrusallagtirma yontemi kullanilsaydi; biiyiik bir olasiikla donustiirilmiis
parametrelerin yorumlanmasi daha problemli olacakt1!

Bu tir bir biiyiime denklemi bagka bilyiime problemlerinde de
kullanilmaktadir. Ormnegin, bankadaki bir tasarruf hesabinm zamana gore
degisimi F = Pexp(rn) denklemine gore incelenebilir. (Burada F paranin
gelecek degerini, P gimdiki degerini, r nominal faiz oranmi, n de gegen
periyod va da donem sayisini gostermektedir.) Yine bir kapasitorden gegen
akimmm zamana goére degisimi veya vicuttan atilan bir ilacin viicuttaki




miktarmn - zamana  gore  defisimi de  benzer  denklemierle
mncelenmektedirler *

2.2. Dogrusal Oimayan Modelierde Parametre Tahminieri

Dogrusal olmayan bir model
Y. =/0X,:0)+g (221 bigiminde  ifade edilmektedir.’ Burada f
dogrusal haideka gibi beklenen deger fonksiyonunu, X bagimsiz degiskenler
vektorinii, & da parametreler vektériinii ifade etncktedir. & da yine
dogrusal halde oldugu gibi ana kitle hata payini simgelemektedir.

Yine £ ‘nun  Flg)=0. ve l”'ar(e‘)-:o-zf olinak tzere normal

dagildigi1 varsayilmaktadir.

Bu model, beklenen deger fonksiyonunun, parametrelerin dogrusal
olmayan bir fonksiyonu olmast istisnast diginda, dogrusal model ile aynidir.
Boyle bir durumun sonucunda dogrusal olmayan regresyon modelinde
bekienen deger fonksiyonunun parametrelere gore alinan tirevlerinden en az
bir tanesinin  parametrelerden en az bir tanesine bagimli olacag

soylenmelidir. ¢
Dogrusai olmayan durumda da parametrelerin EKK tahminleri kalint:

kareleri toplam:
S(ﬂ):i(Yi—f()(i;H))z ‘nm (2.2.2) minimize edilmesi ile
i=1

bulunur.
Burada, dogrusal regresyondan farkli olarak S(@) ‘nin birden fazla géreli

(veya yerel) minimuma sahip olabileceginin belirtilmesi gerekir. S(& *),
S(6)’y1 minimize eden deger, & da @* ‘nin herhangi bir tahmini degeri

olsun. Yine g degerlermnin; beklenen degerlennin sifir ve

varyanslarinin 0-2 olmak tzere; bagimsiz ve ozdes dagildiklanm

* Jennrich, R.1., “An Introduction to Computational Statistics&Regression Analysis”,
Prentice-Hall, 1995, 5239

* Cok kullamlan bazi nonlineer modeller icin bkz.,Ross,G.J.S., “Nonlinear
Estimation”,Springer Series in Statistics; 1990, s1-10

® Bates, D. M. Watts, D.G, “Nonlinear Regression Analysis and Its Applications”, John
Wiley, 1988, s2
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varsayarsak, A ve S" = nn (2.2.3) 8% ve O'“ nim tatarh hirer
=~ p

tahmincileri oldukiarin: soyleyebilinz.

n —> © olmasi halinde ise @ ‘nin asimpiotik olarak normal dagildigim ve
bunlara ek olarak ana kiitle hata paymm normal dagilimi varsayim: altinda

€ ‘nin  degerinin aym zamanda maksimum olabilirlik tahmincilerine egit
clacagi soylenmelidir.

Matris notasyonu kullanifacak olursa

5@ = - Oy - F0)]= | ~f (9)“ (2.2.4) yazlabilir.

Burada Y nx1’lik bagimh degiskenin gézlem degerlen vektérii f(€) da
nx1’lik bagimli degiskenin beklenen degerleri vektoridiir.

f©O=1X:0 ve sO=f0O).Ff @) f ®)

F( )= :;, = Ha{é(lg)jl olsun. Yine

]
F=F@) v F=F@®)

bi¢iminde yazilsin. Bu durumda EKK tahmincilerini bulmak igin kalinti

kareleri toplami fonksiyonunun & parametre vektérine gore tirevi
alnip sifir vektdrine esttlendiginde

aS(6)

ZZ2771 =0 (2.2.5) bulunur. Baska bir deyisle 6 vektorinin bir
06, ;

yerel minimumu verebilmesi i¢in  yukandaki esthgi saglamasi
gerekmektedir. Bu denklemden hareketle

{ f (9)}”‘]:9(9)“ =0 i=123, . .,p (22.6) normal

¥ odg-e

denklemlen elde edilir.
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Matris notasyonu kuilanihrss

F {Y- f\‘ﬂ; g

227
F =0
Bu denk!smler dogrusal olmayan bir model i¢in normai denklemler
olarak adlandinlirlar ve pek ¢ok dogrusal olmayan model 1gin analitik
otarak ¢ozilemczler. Dolayisiyla tekrara davali {iterative) hesaplama
yontemleri kaginilmaz olmaktadir.

2.3.Dogrusallastirma
8 nin optimum degeri olan 9* nin kugitk bir kemsulugunda; beklenen

deger fonksiyonunun birinci dereceden Taylor serisi agilimi yapilacak

clursa
. L Of *
zf,(é’)%f,(g)w‘hzwj—p—’ @.-0) 231 yada
| 706,

f@) = f((;)Jr F @ —H*) (fF=F@- H*) olmak iizere)
(23.2)
yazilabilir. Dolayisiyla

s@=|V-£ O =Y -1(6)-F 6-6") 3

eger

Z=Y- f(g*) =¢ f=0- H‘ denilecek olursa

S(0) = ii /-F. ﬂ Hz (2.3.4) esitligi elde edilir. Dogrusal regresyon
ile analoji kurularak ,[} parametrelerinin EKK tahminleri

B=(F" F.)'] F_, Z (2.3.5) denklemi ife bulunmaktadir.

Belli kosullar altmda 6  hemen hemen H* ‘nin kiigiik bir

komsulugunda bulundugundan

0
a
c‘
b
G
N




6_Q = BZ(F',F)AIF,Z (2.3.6) denklemi  ile

minimizasyonun  gergeklesecegi  séylenebilir.  Dahast 6=0
esitliginden de yararlanilacak olursa

fO-r@=F6-6)

= F(FT)ilF z 237
= PFZ

= Ppa

bulunur. Ve
Y-f@)=Y-f@)-F©0-6)
ES—PF{,‘:(]H—PF)E

Burada P, = F(F'F)le' ve [ - P, simetrik ve

idempotent projeksiyon matrisleridir. Yine dogrusal halde oldugu gibi
PF beklenen deger yiizeyine teget olan diizleme projeksiyon yapilarak

(2.3.8) bulunur.

bagimht degiskenin tahmin degerlerini bulmamiza [,—- P, de

beklenen deger yiizeyine dik olan diizleme projeksiyon yapilarak kalmts
degerlerinin bulunmasma olanak vermektedir. Yine

-5 =36V~ FO) =|(1,-P el =<1~ P e

(2.3.9) esitliginden hareketle ana kitle hata payinmn varyansmna iliskin
tahmin gergeklestirilmektedir.

3.1.Bir Dogrusal Olmayan Regresyon Problemi Olarak
Genellegtirilmis EKK

Dogrusal regresyonun dogrusal olmayan regresyonun 6zel bir hali
oldugu diisiincesi sasirtici gelebilir. Yine de genellestirilmis EKK ya da
agirikh EKK problemlerinin dogrusal olmayan EKK problemi olarak
¢oziilebilmesi siiphesiz dogrusal olmayan regresyon tekniklerine énemli
bir uygulama alan1 sunmaktadir.

Genellestirilmis ya da agirhiklit EKK’de minimize edilecek fonksiyon

$@ =Y - @] V"It - £(8)] 3.1.1) bigimindedir.
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Burada V pozitif belirli bir matristir ve degisen varyans
(heteroscedasticity) durumuna bagli olarak her bir gozlem noktasina
farkli agirlik  verilmesini saglayan matristir. Yine modelde ana kiitle
hata paymna iligkin olarak £(¢)=0 ve D(g) = O-ZV varsayimlarinda
bulunulmaktadir. Burada D ana kitle hata payma iligkin varyans-
kovaryans matrisini simgelemektedir. Yine V = i , olmasi halinde
agirhklh EKK’in  olagan EKK yéntemine dénistiiginii belirtmek
gerekir. Baska bir ifade ile EKK yotemi genellestirilmis EKK’in 6zel
hali olmaktadir.

Ote yandan V matrist U bir ust-iiggen matris olmak iizere V =U U
Cholesky aynigtirmasina tabi tutulsun. Yine

R= (v(]’)‘I olsun.

Y = f(6)+¢  denkleminin her iki yam R matrisi ile soldan
carpildiginda

RY = Rf(@)+Re;, yine Z=RY,k(0)=Rf(0),1=Re olmak

tizere
Z =k(0)+n dogrusal olmayan modeli elde edilecektir. Bu durumda

kalint1 kareleri toplam
s@=lr-r@1y'lr- 1)
=[r-r@IRRY - f©)] 612

=[z-Rr®)][Z-R®)]

olmaktadir. Dikkat edilirse yukandaki denklem dogrusal olmayan
regresyon modelinden elde edilen kalinti kareleri toplamu fonksiyonu ile
tamamen aymdir. Dolayistyla genellestirilmis EKK problemlerini olagan
dogrusal olmayan EKK problemi olarak formiile etmek olasidir.”

3.2.0tokorelasyonlu Modeller

Bir dizi regresyon modelinde zaman igerisinde toplanan verilerle
ilgili grafik gosterimler uzun dénemli pozitif ve uzun dénemli negatif
kalmtilar1 ~ sergilemektedir. Bu durum, modelin yetersiz formiile
edilmesinden ya da ardigk hata terimleri arasindaki yitksek
korelasyondan bulunmasindan kaynaklanabilmektedir.

” Bu yontemin algoritmasi igin bkz. Seber, a.g.e., s30
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Birinci dereceden otoregresif siirec AR( 1)
ETPE T, (3.2.1) bigiminde ifade edilmektedir. Burada a.

‘lerin korelasyonsuz, ve E(g)=0 (322)

ve Var(g)=¢. (323) eiitliklerinin  gecerli  oldugu

varsaylimaktadir. Yine ] pj < 1 dir. Béyle bir durumda

[P
T

APTYI - . <3: ~5 . ) X
Corr [gy,g}_]-p dir.(3.2.4) Dolayisiyla g, e &, arasmndaki
korelasyon Y, e Y}
arasindaki zaman arahig buyidiigiinde iistel olarak azalmaktadir.

Y} = [))0 + ﬂ]XJ_n‘—g’ 1=1,2.3,...,n  modeli igin ana kiitle hata

payiin  AR(1) modeline uygun davrandig e 0,5EPE

oldugu varsayilsin. Bu durumda
Y=p+B X e
PY . =pB+rf X +trg,
Y.-pY =0- ,o)'b’0 +,31X, ~,o/6’I X, ,ta 625

Bu model ise

Y}_ = IB(; +p X” + /\/l2 + ,B‘p ‘X'I3 +a. (3.2.6) bicimine

dénustirulebilir. Dolayisiyla otokorelasyonlu hata terimine sahip bir
dogrusal model; korelasyonsuz, sabit varyansh hata terimine sahip bir
dogrusal olmayan modele doniistirilebilir. Sonugta elde edilen ve
dogrusal olmayan bu model de dogrusal olmayan EKK yontemleri ile
incelenebilir.

3.3.Bagimsiz Degiskenlerde Déniisitm

Ana kitle hata payr ile ilgilh normal dagilma ve sabit varvans
varsayimlarinin yaklasik olarak gergeklestigi kabulii altnda X ve Y
arasindaki iliskinin egrisellik (curvature) derecesi arastinilsin. Yine
burada bagimsiz degiskende veya degiskenlerde déntisiime gitmek sureti
ile model bigimlendirmesinin gerceklestirilmeye ¢ahisildigt varsayilsin.
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Bu problemle ilgili olarak Box ve Tidwell (1962) X’in ne tiirde bir
doniigiime tabi tutulacagmna iligkin énerdikleri prosediir de dogrusal
olmayan regresyona bir uygulama alan1 sunmasi bakimindan ilgingtir.*
Bu prosediir ¢ok degiskenli modeller igin de uygulanabilir olmasmna
kargihk buradaki tartisma gergevesinde iki degiskenli model ile kisith
olarak ele almacaktir.

Bagimli degiskenin bagimsiz degiskenin bir kuvveti ile iligkili
oldugu varsayilsin. Bagka bir deyigle

“,‘:X'z ve yine
= X a#0 olmak tizere
InX,a=0

EY) = f(&, ,Bo, ,Bl) = ,30+ ,Blg (3.3.1) kabul edilsin.
ﬁo, ﬂ L Vea da degerleri tahmin edilecek parametreler olsun.
Yine (¢y,’mn @’nm bir ik tahmini oldugu varsayilsm. (Genellikle

iterasyonlara ¢y =1 alinarak baslanmaktadir.) Bu ilk tahmin

noktasinda beklenen deger fonksiyonunun Taylor serisi agilim
yapilacak olursa

SEAYIYD
da &=£,

a=a0

E() :f(go’ﬂo’ﬂ1)+(a_a9

332

g pretan] FCoBoh)
da

ngo

2=,
Burada eger { } icindeki ifade bilinseydi, ﬂ o ﬁl ve a’y1 EKK ile
bulmak miimkiin olacakt1. Daha sonrada & , ¢y, verine konarak,

8 Aktaran Montgomery, D.C.,Peck,E.A., “Introduction to Linear Regression Analysis” ,
Second Edition, John Wiley, 1992, s105
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daha iyi bir tahmin noktasina gecilmis olabilirdi. Bu noktadan hareket
etmek ve parantez igerisindeki ifadeyi su sekilde yeniden ele almak

miimkiindiir:
{ f(gaﬂmﬂl} - {df(évﬂoaﬁl} {d_é} 333)
da £, da e daj,.
Ote yandan o

=XInX

YELB)| 5. [de
d& e ‘ do

yazilabilir,
Dolayisiyla beklenen deger fonksiyonunun Taylor serisi agilimi

EY)= [ + ﬂ]X+(a—l) IB}XlnX (3.3.4) biciminde de
ifade edilebilir. i
W=XIhX, y=(a-1) ﬁ | denilecek olursa

@=L,

E¥)= ﬁ0+ﬂ1X+7W (3.35) denklemi elde edilecektir. Bu
denklemden hareketle y ‘nmn EKK tahmini gergeklestirildikten sonra vyeni
a tahmim de

a=1+-2 (3.3.6) yardimiyla yapiimaktadir.

1
~

(Burada ﬂ 1 in ¥ = IB + ﬂ X den hareketle bulundugu
0 1

belirtilmelidir. )
Bulunan @ ‘nin tahmin degeri Q, olarak adlandinlacak ve ayni hesaplama
daha digik bir kalnti kareleri toplamu veren ¢y, ’'nin  bulunmas: i¢in

tekrarlanacaktir. Box ve Tidwell buradaki yakmsamanm hizli oldugunu ve
genellikle birinci iterasyondan sonra « ‘nin tatmin edici bir degerinin
bulundugunu belirtmektedirler.’

agy.
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4.1.Uyguiama
ba
Bu asamada dogrusal olmayan regresyon modelierinin , dogrusal etr
modeilerde ortaya ¢ikan bazi sorunlarin ¢ézuminde kullanilabilecegine olu
iliskin bir uygulama yapilmustir. Uygulamalarin veriieri Bates ve Watts’in
kitabinin  sonundaki verilerden almmstir Bu veriler Newyork Cayuga Oz
Goli'ndeki PCB  (polichlorinated biphenyl) maddesinin  kalntilarin
yogunlugu ile ilgilidir. Yine bu veriler kitabin dogrusal regresyon ile iigili —
kisimlarinda kullanilmaktadir. Orijinal veri seti soyledir: c—fl
O
Y X R Ke
0,6 1 Ayar
16 1 Kare
0,5 1 Stane
1,2 1 Gozk

2 125962908
1.3 1,25962998
25 1,25962998 ‘

22 1441721509 Varya

) Analiz
24 1441721509 —=
12 1441721500

3,5 1,586667686 Regre:
4.1 1,586667686 Kalint)
5.1 1,586667686 Toplan

57 1,709058826
34 1,816035636

97  1,816035636 T
86  1,816035636 .
Kesisim
4 1811690788 Biringi
55  1,911690788 Degigke
10,5  1,911690788
175  1,998614186 Uygul
13,4 1,998614186 Durbir
45 1098614186
30,5 2.07856091 Tahmi
12,4 2222203177
13,4  2,287532932 Yine 2
26,2 2287532932 degerle
soyledi

7.4 2,287532932
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Burada bagimsiz degisken X yil olarak gegen zamanmn kipkokani ,
bagimli degisken Y ise PCB maddesinin gol igindeki yogunlugunu ifade
etmektedir. Bu iki  degiskenh dogrusal regresyon modelinin
olusturulmasindan elde edilen 6zetleyici istatistikler ise soyledir:

Ozetleyici Istatistikler

Regresyon Istatistikier
Goklu- R 0,70913742
0,50287588
R Kare 1
Ayarlanmig R 0,48375572
Kare 3
5,39387193
Standard Hata 6
Goézlem Sayisi 28
Varyans
Analizi
Ser.Derece
si Kareler Toplami Ortalama Kareler F
Regresyon 1 765,1922841 765,1923 26,30082
Kalinti 26 756,4402159 29,08385
Toplam 27 1521,6325
Katsayilar _ Standard Hata t-Degen P-Degeri
143011881
Kesisim . 6 4,3099482 -3,31818 0,002684
Birinci 12,8173685
Degisken 6 2,499275964 5,128433 2,4E-05

Uygulama ile ilgili diger istatistikler de soyledir:
Durbm-Watson d  ve Kalmtilarin Serise! Korelasyonu

Durbin- Watson d Serisel Korelasyon
Tahmin 1,611332 -,255154

Yine aym uygulama ile ilgili olarak kalintilarin bagimh degiskenin tahmini
degerleri karsisinda gosterdigi degisimi ifade eden STATISTICA ¢iktist
soyledir. '
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Kahintitar- Bagimii Degiskenin Tahminleri lliskisi
20
o
14
L+
8
:§ o
E )
S 2 8 e
o
8 ° s
3 8 o o0
4 <
Q
[ <] o o
o
10 o Regresson
4 0 4 8 12 16 20 95% confid

Bagimii Degiskenin Tahmini Degerleri

Yukandaki veri sonuglan i¢in éncelikle hem EXCEL ve hem de
STATISTICA ¢iktilaninin  elde edildigini ve vyine regresyon analizi
sonuclarma bakildiginda EXCEL sonuglari ile STATISTICA sonuglarmimn
birbirine yakin degerler verdigini belirtmek gerekiyor. Ozetleyici
istatistiklerin  elde  edilmesinde = EXCEL  kullanilmasinn  nedeni
STATISTICA’ya gore daha derli toplu tablolar elde edilebilmesidir. Bununla
birlikte, hem Durbin-Watson ve serisel korelasyon rakamlarinin elde
edilmesinde ve hem de eldeki veriler ile modelin varsayimlarinin (lineerlik,
sabit varyans, anakiitle hata paymin normal dagiim: ) uyumsuzlugunun
tespit edilmesinde STATISTICA g¢iktilarindan yararlamilmitir. Bilindigi gibi
EXCEL bu tiir istatistikleri standard olarak sunmamaktadir.

14 o
13
12
11
10

Gozlem Sayisi

O 2N W s N e N @

Y
edilmesi
hiikmedile
almasi ve
degiskenir
gOstermes
dagilimin:

Gozlem Sayisi

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0
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Kalintilarin Frekans Dagilimi

Gozlem Sayisi

O = N W s U Oy

- Expected
25 Normal

'
o
a
(=]
wn
Q
W
[}
(3.
[ S
Q

Yukandaki verilerden hareketle modelin dogrusal olarak kabul
edilmesi ile vyapilan bir spesifikasyonun hatasmin var olduguna
hiikkmedilebilir. Hem 6megin serisel korelasyonun  -0,255 gibi bir deger
almasi ve hem de yukandaki grafikten hareketle kalint1 degerlerinin bagimli
degiskenin tahmini degerlerinin artigma bagh olarak belirli bir artis
gostermesi sabit varyans varsayunma ters diijgmektedir. Yine kalintilarin
dagilimina bakildiginda da su STATISTICA ¢iktisi elde edilmektedir:

Kalintilarin Frekans Dagilimi

B R S s

Gézlem Sayisi

2

06 25 Normali
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Burada da kalntilarin asimetrik bir dagilima sahip oldugu gorulmektedir. Bu
noktadan hareketle ana kiitle hata payimn da normallikten uzak (asimetrik)

dagilma ozellikler1 gosterecegi diisuniilebilir.

Dogrusal Olmayan Bazi Modellerin Denenmesi

Yukandaki yetersizlikten hareketle uygulamanin ikinci agamasinda
dogrusal olmayan bir model (iistel biiytime modeli) i¢in 10 civarmnda farkh
parametre tahmin noktalarinda denemeler yapilmis ve

aktarilmustir.

sonuglar asagiya

Den | Dencnen Model Parametre R Agiklama
No Tahminleri
1 Y=arexp(b+c*X) a=4,52; - iyi uynm saglanamads. (IUS)
b=0.316.c=1.21
2 Y =a+ b*exp(c*X) a=-4.52; 0,73 “[ll-conditioning™ problemi
b=1,37,c~1,21 dolayistyla {US
3 Y=-4,52+b*exp(c*X) b=1,36 ¢=1,21 0,73 “Tll-conditioning” problemi
dolayisiyla TUS
4 Y=a+1.37*exp(c*X) a=4.52 ¢=1.21 0,73 Nommale yakin dagslim 6zelligi
standard hatalar: posteren kalntilar
s(a)~1,57; s(b)=0,055
5 Y=a+exp(c*X) 3=-3.51; ¢=1,33 0,73 Normmale yakin dagihun dzelligi
s(a)=1,52; s(c)=0,056 gosteren kalmtiar
6 Y =a+b*exp(X) 3=-6,80; b=2,41 0,73 Normale yakia dagilim 6zelligi
$(2)=2,72; s(b)=0,44 gosteren kalintilar
7 Y =b*exp(2,304*X) 5=0,091 0,71 Normale yakin dagilim dzeligi
gasteren kalntilar
3 Y =-6.81+b*exp(c*X) b=2.36; ¢c=1,01 0.73 “fIl-conditioning™ problemi
dolayistyla TUS
9 Y=-0.81+2.41%exp(c*X) ¢=1,001 0,73 Normale yakin dagimn dzelligi
s( ¢)=0,03 gosteren kaliatilar
10 Y=-6,80+b*exp(X) b=2,41 s(b)=0,155 0,73 Normale vakin dagilim dzelligi
gosteren kalistilar

Bilindigi

matrisinin ~ yapisina

“ill-conditioning  problemi”
iligkin  bir

XX projeksiyon
problemdir ve s6zkonusu matrisin

determinantinn sifir ya da sifira yakin gikmasi durumunda parametrelerin
standard hatalart ok biyik olacagi icin parametrelerin giiven aralig
tahminleri gerceklestirilememektedir. Dolayistyla ikinci, iigiince ve sekizinci
modeller tatmin edici sonuglar vermemektedir. Yine birinci modelin de
tatmin edici olmadig: gorillmektedir.

C
cok fazla
fazla opt
noktalan
O halde t
fiziksel ol
serbestlik
faktorlerds
yedinci sy
sayisimimn ¢
modellerde
bulmak r
farkhiliklar
edilmigtir.)

Model: Y=t
BAGIMLI

KARELER(

EKKNIN b

ACIKLAN/

bF

s

Yine kalinti

Goziem Sayisi
F N S




Diger modeller ile elde edilen istatistiklerdeki bazi farkithklara ise
¢ok fazla takidmamak gerckir. Cunkii dogrusal olmayan modellerde birden
fazla optimum olabilir. Bunun diginda parametrelere farkli baglangig
noktalan verilmesi de farkh optimum noktalarina ulagimasm saglayabilir.
O halde bu segenekler igenisinde segim yapilirken parametrele tahminlerinin
fiziksel olarak anlamliligi, daha yalin bir model segilmis olmasi, daha fazla
serbestlik derecesine sahip olmak gibi “ikincil” ama hig te 6nemsiz olmayan
faktérlerden hareket etmek gerekir. Bu yiizden de yukandaki modellerden
vedinci sirada olam tercih edilmelidir. (Bu modelde bilinmeyen parametre
sayisinm digerlerine gore daha azdir Dogrusal olmayan modellerde dogrusal
modellerden farkli olarak bir veri setinden hareketle birden ¢ok ¢6zim
bulmak mimkin oldugu igin bazi ozetleyici istatistiklerdeki kugik
farkliliklar gerekges: ile géz ardi edilerek daha basit olan bu model tercih
edilmigtir.) Bu model igin elde edilen sonuglar ise soyledir:

Model: Y=b*EXP(2.304*X) . o
BAGIMLI DEGISKEN: Y AMAC FONKSIYONU: EN KUCUK
KARELER(EKK}
EKK NIN NiHAI DEGERI'745.70851737  R=.71409
ACIKLANAN DEGISIM: 50.993%

b PARAMETRESININ TAHMINI: (098240

s(b)=0.01 ve t-degeri=8.96

Yine kalintilarmn siklik dagiim ile ilgili gorsel giktr su bigimdedir:

Kalintilarin Frekans Dagilimi

Goziam Sayisi
N I T

. : Expected
5 6 5 1 15 0 b2 Normal

G
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4.2.Sonug:

Dogrusal olmayan regresyon dogrusal regresyonun genel hali
olmasinin yamsira , dogrusal regresyonda karsilasilan sorunlara da ¢6ziim
bulmak amaciyla giindeme getirilebilir. Birinci olarak genellestirilmig EKK
problemlerinin, dogrusal olmayan EKK problemleri olarak formiile
edilebildigini belirtmek gerekir. Ikinci olarak otokorelasyonlu hata payma
sahip modeller yine dogrusal olmayan regresyon modellerine dénistiiriilerek
matematiksel bir bigimlendirme hatasmin olup olmadign smanabilir. Son
olarak  model spesifikasyonuna iligkin kimi problemlerin ¢6ziimiinde
(degiskenler arasindaki iligkinin dogrusal olmadiginin bilindigi ve bagimsiz
degiskende/degigskenlerde doniisiime giderek dogrusal EKK modelinin
varsayimlan ile uyumlu bir yeni model yaratilmak istendiginde) dogrusal
olmayan EKK yontemlerine bagvurmak onerilebilir. Yine de dogrusal
olmayan modellerin modelin varsayumlann ile veriler arasindaki
uyumsuzluklari e§ zamanh olarak diizeltmedigini, yukaridaki 6mekten
hareketle soylenecek olursa bazi sapmalan dizeltirken (kalmtilarin siklik
dagiliminin nispeten simetrik hale getirilmesi) bazi sapmalara ise (DW,
serisel korelasyon ile ifade edilen model bigimlendirme hatasi gibi) ¢6ziim
getirememektedir.
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